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Kapitel 1

Eine kurze Einfiithrung in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung

1 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Triplet(§2,F,P), wobei Q der Ergebnisraum ist und die Menge aller
enthélt. Die Definition haben Sie schon in der Vorlesung von Prof. Kirschenhofer kennengelernt. Wir
wiederholen hier aber die notwendigsten Begriffe.

i Ereignisse als Mengen

Wir modellieren Ereignisse als Mengen. Dabei ist eine Menge eine Zusammenfassung von wohldefinierten
und unterscheidbaren Dingen (Elemente) zu einem Ganzen. Die Menge (2, die alle moglichen Ereignisse
(Elementarereignisse) beinhaltet ist die Grundmenge, bzw. der Ergebnisraum. Weiters ist F die Menge
aller moglichen Ereignisse und P eine Funktion auf F die jedem moglichen Ereignis einen Wert, die
Wahrscheinlichkeit mit der dieses Ereignis eintritt, zuordnet.

Schreibweise:
e () Grundmenge, w Element
e w € ) w ist Element von )
e w ¢ ): w ist nicht Element von 2
e A={a,b,c,d,---}: Die Menge A besteht aus den Elementen «,b,¢, ...,

e A = {w € Q : w hat Eigenschaft E}: A besteht aus denjenigen Elementen w von €, die die
Eigenschaft E haben.

Beispiel 1.1. Q =N; A ={2;4;6;...} = {n € N:n ist durch 2 teilbar}.

Beispiel 1.2. der Miinzwurf: Q = {K =' Kopf',Z =' Zahl'}; A = {K} = { es wurde Kopf geworfen
1
Beispiel 1.3. der Wiirfel: Q = {1,2,3,4,5,6}; A = {1,2,3} = { es wurde eine Zahl kleiner als vier

geworfen }.

Der Vergleich von Ereignissen erfolgt durch den Vergleich der Mengen, durch die die Ereignisse
modelliert werden. Hierbei verwenden wir folgende Notation:

5
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1. Ay C As bedeutet, A; ist Teilmenge von As, d.h., aus w € A; folgt w € As;
2. A1 D Ay bedeutet, Ay ist Teilmenge von Aj, d.h., aus w € As folgt w € Ay;
3. A1 = Ay R falls Ay C Ay und A1 D AQ;

Beispiel 1.4. Betrachtet werden Ereignisse, die bei einem Zufallsexperiment (z.B. Minzwurf, Werfen
eines Wiirfels, Roulette-Spiel, Erzeugen einer Pseudozufallszahl mit einem Zufallszahlengenerator) ein-
treten konnen. Dann ist

e ) = Menge aller mdglichen Versuchsergebnisse (Grundmenge, Grundgesamtheit, Merkmalraum,
Stichprobenraum, Ereignisraum); ) sicheres Ereignis (tritt immer ein)

Ay, Ay C Q: Ereignisse = Teilmengen von Versuchsergebnissen mit bestimmten FEigenschaften;

{w} € Q: Elementarereignis = ein (einzelnes) Versuchsergebnis;

e Angenommen: bei einem Versuch wird das Ergebnis w erzielt. Dann sagen wir: Das Ereignis A tritt
ein, falls w € A.

Fiir Ay C Ay gilt: Wenn Ay eintritt, dann tritt auch Ay ein.

Beispiel 1.5. Der Wiirfel:: {Q = {1,2,3,4, 5,6}, Elementar—Ereignisse {1},{2},--- ,{6}. Das Ereignis
Ay = {2} tritt genau dann ein, wenn die Zahl 2 gewiirfelt wird. Das Ereignis Ay = {2,4,6} tritt genau
dann ein, wenn eine gerade Zahl gewirfelt wird. Also gilt: Ay C As, d.h., wenn Ay eintritt, dann tritt
auch Ay ein.

Man hat also den Ereignisraum §2. Diejenige Teilmenge von €2, die kein Element enthilt, heif3t leere
Menge und wird mit () bezeichnet. Das Ereignis ) tritt niemals ein und wird deshalb unmégliches Ereignis
genannt. Weiters haben wir die Menge F aller moglichen Ereignisse die eintreffen kénnen aber nicht
miissen, weiters liegt die leere Menge @) in F und der gesamte Raum Q gehort zu F. Zu jedem Ereignis
A € F kann man ein Gegenereignis A¢ = Q \ A bilden, dies gehort auch zu F.

ii Ereignissysteme

Aus gegebenen Ereignissen A1, Ao, ... kann man durch deren Verkniipfung weitere Ereignisse bilden. Dies
wird durch die folgenden Mengenoperationen modelliert.

Mengenoperationen und ihre probabilistische Bedeutung

1. Vereinigungsmenge: Ay U Ag: Menge aller Elemente, die zu Ay oder Az gehoren.
(Ereignis A; U Ay = mindestens eines der Ereignisse A; oder As tritt ein)
UX,A; = A1 UAyU-- - = Menge aller Elemente, die zu mindestens einer der Mengen A; gehdoren.
(Ereignis U2 A; = mindestens eines der Ereignisse Ay, Ag, -+ tritt ein)

2. Schnittmenge A1 N Ag: Menge aller Elemente, die zu A; und As gehoren
(Ereignis A1 N A2 = beide Ereignisse A; und As treten ein).
Beachte: Zwei Ereignisse A1, Ay € Q mit A1 N Ay = @ heilen unvereinbar (disjunkt), d.h., sie
konnen nicht gleichzeitig eintreten.
N2, A; = A1 N Ay N -+ - = Menge aller Elemente, die zu jeder der Mengen A; gehoren. (Ereignis
N2, A; = samtliche Ereignisse Aq, As, ... treten ein)

3. Differenzmenge: Ay \ Aa: Menge aller Elemente von Aj, die nicht zu Ay gehoren. Spezialfall: A¢ =
0\ A (Komplement) (Ereignis A® = Ereignis A tritt nicht ein)
4. Symmetrische Mengendifferenz: A1AAs: Menge aller Elemente, die zu A; oder As, jedoch nicht zu

beiden gehoren.

Beispiel 1.6. Sei Q = {a,b,c,d}, Ay = {a,b,c}; Ay = {b,d}. Dann gilt AyUAy = {a,b,c,d}; AyNAy =
{b}7 Al \AQ = {CL, C}z‘ A(]f = {d}7 AlAAQ = {a7 c, d}
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Weitere Eigenschaften: Seien A, B,C' C ) beliebige Teilmengen. Dann gelten

e FEindeutigkeitsgesetze: AU =A; ANO=0; AUQ=Q; AnQ=A
(allgemein: falls A C B, dann gilt ANB = A; AU B = B);

e de Morgansche Gesetze: (AU B)® = A°N B¢ (AN B)¢ = A°U B¢,
o Assoziativ Gesetze: AU(BUC)=(AUB)UC; A(BNnC)=(ANB)NC;
e Distributiv Gesetze: AU(BNC)=(AUB)N(AUC); AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Es ist oft nicht zweckmiflig, alle moglichen Teilmengen von € in die Modellierung einzubeziehen, son-
dern man betrachtet nur die Familie derjenigen Teilmengen von €2, deren Wahrscheinlichkeiten tatsidchlich
von Interesse sind. Diese Mengenfamilie soll jedoch abgeschlossen sein beziiglich der Operationen U, N, \,
was durch die folgende Begriffsbildung erreicht wird.

Definition 1.1. Fine nichtleere Familie F von Teilmengen von 2 heifit Algebra, falls
Al: Ac F= A e F;
A2: Al,AQ ceF=A1UA e F.

Beispiel 1.7. Q = {a,b,c,d}; F1 = {0,{a},{b,c,d},Q} ist eine Algebra, Fo = {0,{a},{b,c},Q} ist
dagegen keine Algebra.

Definition 1.2. Fin Algebra F heifit o—Algebra, wenn zusdtzlich gilt:
A3 Al,AQ," e F= UzoilAZ e F.

Bemerkung 1.1. Die Unterscheidung zwischen Algebren und o—Algebren ist nur wichtig, falls Q nicht
diskret ist (z.B. Q = R). In diesem Fall sorgt A3 dafiir, dass ein einzelner Punkt {a} auch zur c—Algebra
gehoren kann. Diese Unterscheidung ist aber eher mathematischer Natur, und hier nicht wichtig.

Beachte:
e Das Paar (92, F) heifit Mafiraum, falls F eine o-Algebra ist.

e Fiir jedes Q, Q abziihlbar, ist die Potenzmenge P(2) die Familie aller Teilmengen von 2, stets eine
o-Algebra.

e Wenn 2 endlich oder abzihlbar unendlich ist, dann kann F = P(Q) gewihlt werden. Bei nicht
abzihlbarem Q (z.B. Q = R oder = [0, 1]) muss eine kleinere o-Algebra betrachtet werden (nicht
P(§2)), wir werden hier aber darauf nicht néher eingehen.

iii Definition und elementare Eigenschaften

Gegeben sei ein Mafiraum (€, F). Betrachten wir eine Mengenfunktion, d.h. eine Abbildung P : F —
[0,1], die jeder Menge A € F eine Zahl P(A) € [0, 1] zuordnet. Dann heifit P(A) Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A € F.

Beispiel 1.1. Der Miinzwurf: Sei Q = {K,Z} und F sei die Menge aller méglichen Teilmengen
von Q, d.h. F = {{K,Z},{K},{Z},0}. Das Wahrscheinlichkeitsmaff P : F — [0,1] definieren wir
folgendermafSen: Sei A € F. Dann setzen wir P(A) = |A|/2.

Beispiel 1.2. Der Wiirfel: Sei Q = {1,2,3,4,5,6} und F sei die Menge aller mdglichen Teilmengen
von Q, d.h. F = {Q,{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},{1,2,3,5,6}, ..., {1}, {2}, {3}, {4},{5},{6},0}. Das
WahrscheinlichkeitsmafS definieren wir folgendermafen: Sei A € F. Dann setzen wir P(A) = |A|/6.
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Definition 1.3. (Aziome von Kolmogorow) Die Mengenfunktion P : F — [0,1] heifit Wahrscheinlich-
keitsmaf$ auf F, falls

(P1) P(Q2) =1 (Normiertheit)
(P2) P(U2,) =Y oo P(A;) fiir paarweise disjunkte Mengen Ay, As, ... € F (o-Additivitit)

Wenn (Q, F) ein Mafiraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf F ist, dann heifit das Tripel (0, F,P)
Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 1.1. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, Ay, As,... € F. Dann gilt
e P(A°) =1—-TP(A)
Al C A2 = ]P)(Al) < ]P(AQ),

P(A; U Ay) = P(A1) + P(A2) — P(A; N A);

Ay)
Ay)

]P(Al U Ag) < P( + P(A2);

iv  Definition von Zufallsvariablen

Betrachten wir einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) und ein beliebiges Element w € €,
wobel wir so wie bisher {w} als Elementarereignis bzw. Versuchsergebnis interpretieren. Beachte, hiiufig
interessiert nicht w selbst, sondern eine (quantitative oder qualitative) Kennzahl X (w) von w, d.h., wir
betrachten die Abbildung w — X (w).

Der Miinzwurf aus Beispiel 1.2 und der Wiirfel aus Beispiel 1.2 sind jeweils auf einen Wahrschein-
lichkeitsraum €2 definiert. Man kann aber den Miinzwurf mittels einer sogenannten Zufallsvariablen in
die reellen Zahlen abbilden:

1 falls w = K,

Y:QBwHY(w):{ 1 £l p (1.1)
— alls w = Z.

Beispiel 1.3. Sei Q2 die Menge aller mdglichen Unfallverldufe eines Auffahrtsunfall, und F die Menge
aller moglichen Teilmengen von . Sei

X:Q = R
X(w) ~— Kosten die ein Unfall mit Unfallverlauf w verursacht.

Beispiel 1.4. Sei Q die Menge aller méglichen Wetterverliufe eines Tages und F die Menge aller
maoglichen Teilmengen von ). Sei

X:Q0 —- R
X(w) +— Wassermenge die sich in einen Gefiss am Schwammerlturm mit einen Quadratzentimeter

Grundfldche bei Wetterverlauf w angesammelt hat.

Beispiel 1.5. (Perioden zwischen zwei Erdbeben). Die Zeitintervalle in Tagen zwischen aufeinander
folgenden schweren Erdbeben werden weltweit aufgezeichnet. Serious bedeutet eine Erdbebenstirke von
mindestens 7,5 auf der Richter-Skala oder, dass mehr als 1000 Menschen getdtet wurden. Insgesamt 63
Erdbeben wurden aufgezeichnet, d.h. 62 Zwischenzeiten. Diese Datensatz umfasst den Zeitraum vom 16.
Dezember 1902 bis 4. Mdrz 1977. Wartezeiten modelliert man mit exponentiell verteilte Zufallsvariable.

Statt den Miinzwurf iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) zusammen mit der Zufallsvariablen
X zu betrachten, ist es nun moglich gleich mit der von X induzierten Verteilung auf den reellen Zahlen
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R zu arbeiten. Dazu definieren wir ein sogenanntes Mafl P auf den reellen Zahlen. In der Wahrschein-
lichkeitstheorie kann man zeigen, dass es geniigt, so ein Mafl auf der Menge aller halboffenen Intervalle
zu definieren. Sei also —oco < a < b < 0o. Dann sei

falls 1 € (a,b) und —1 € (a,b),
falls entweder 1 € (a,b] oder — 1 € (a, b,
falls weder 1 € (a,b] noch —1 € (a,b].

1
P((a,b]) =1 3
0

Definition 1.4. Sei (Q, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und X :  — R sei eine beliebige
Zufallsvariable. Die Verteilung der Zufallsvariablen X ist die Mengenfunktion Px : B(R) — R mit

Px(B) =P{we Q: X(w) € B}).
Man kann leicht sehen, dass folgende Beziehung gilt:
P{wef: X(w)€la,b)}) = P([a,b), —oo<a<b<oo.
In unserem Beispiel war der Wahrscheinlichkeitsraum sehr einfach. Es gibt aber auch weitaus kom-
plexere Wahrscheinlichkeitsraume:

Beispiel 1.6. siehe Beispiel 1.3: Sei Q die Menge aller mdoglichen Unfallverliufe eines Auffahrtunfalls,
und F die Menge aller mdglichen Teilmengen von Q). Sei

X:0 —- R
X(w) — Kosten die ein Unfall mit Unfallverlauf w verursacht.

Fiir w € Q ist P(w) ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Unfall mit Unfallverlauf w passiert. Méchte
man aber die Kosten eines Unfalls wissen, so interessiert uns die Grifle P ({w € Q : X (w) € (a,b)}) fir
0<a<h.

Sei z > 0. Die Wahrscheinlichkeit dass die Kosten des Unfalls mehr als  Euro betragen, kann durch
die Verteilungsfunktion die durch P auf R induziert wird, berechnet werden. Damit ist die Verteilungs-
funktion Fx® aus Beispiel 1.6 gegeben durch

Fx(z):=P(X <z) = P((—00,x]), z eR.
Bemerkung 1.2. Man kann zeigen, dass Fx : R — R folgende Eigenschaften besitzt:
1. Fx :R—[0,1];
2. limg oo Fx(x) =0 und lim,_,o Fx(2) =1;
3. Fx(z) < Fx(y) fir x <y (Fx ist monoton steigend).

Umgekehrt, erfiillt eine Funktion F' die Punkte in Bemerkung 1.2, so besitzt diese Funktion eine
Dichte. Dass heift, es gibt eine nicht negative Funktion f : R — R, sodass gilt

F(a):/j f(z)dx, —o0<a<oo. (1.2)

Umgekehrt, ist eine nichtnegative Funktion f die Ableitung von F, d.h.

. F(zx+ Az) — F(x)
@ = ™ A
dF(z)
dx
und [ f(z)dx =1, dann ist F definiert durch (1.2) eine Verteilungsfunktion.
Die Dichte in Beispiel 1.2 wird meistens mit Hilfe der Statistik eruiert, und in der Praxis nimmt man
kurzerhand an, dass es diese Dichte gibt, sodass (1.2) erfiillt ist.

m Skriptum bezeichnen wir die Verteilungsfunktion einer gegebenen Zufallsvariable Y bei Fy .
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Bemerkung 1.3. Mit Hilfe der Dichtefunktion, bzw. der Verteilungsfunktion lassen sich das erste Mo-
ment und das zweite Moment ganz leicht berechnen: Sei X : Q — R eine Zufallsvariable und Fx bzw. fx,
die zugehirige Verteilungsfunktion, bzw. Dichte. Dann gilt fiir das erste Moment (auch Erwartungswert
genannt)

px = EX= [ afclopdo= [ (1= Fylo)ds
und fir das zweite Moment?

oo

xz = EX2:/OO a:2fX(x)d:17:/ (1 — Fx(z))da.

— 00 — 00

Des erste Moment heifit auch Erwartungswert und wird in der Literatur oft auch mit EX bezeichnet.
Analog wird pux»> oft mit EX? bezeichnet.

Bemerkung 1.4. Sei X wieder eine Zufallsvariable. Eine weitere wichtige Kenngrosse einer Zustands-
variablen ist deren Varianz, welche folgendermafSen berechnet wird.

Var(X) =0% = E(X —pux)’
- / (2 — px)? fx (z) dz

| nwar-zus [ apsasig [ e

— 00 —

= px2 —2p% 4 px = pxe — px

Ist ux =0, so gilt ox = \/jix2

v Stochastische Unabhingigkeit und Faltung

Definition 1.5. Zwei Zufallsvariable X und Y auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2; F;P) heiffen
stochastisch unabhdngig , wenn fir beliebige Mengen A und B € F gilt

PlweN: X(w) € Aund X(w) € B}) =P{weN: X(w) € A}) - P{{w € Q: X(w) € B}).

Beispiel 1.8. Die Spielergebnisse beim Roulette werden als stochastisch unabhingige Zufallsvariable mo-
delliert, da die Eintrittswahrscheinlichkeit des ndchsten FErgebnisses gdinzlich unabhdngig von der gesam-
ten Vorgeschichte ist. Entsprechend gilt: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf$ betim Roulette nach zehnmal
rot nochmals rot kommdt, ist 18/37.

In der Versicherungspraxis kommt die Faltung von Verteilungen in folgendem Zusammenhang vor:
Fiir ein ¢ € N sei X; die Schadensumme eines Geschiéiftsjahres aus dem i-ten Vertrag, modelliert als Zu-
fallsvariable mit Verteilung F; = F'x,. Die n Vertréige des Bestandes werden als stochastisch unabhéngig
angenommen. Gesucht ist die Verteilung von

S =X1+...+X,.

Deren Momente sind leicht zu berechnen:

ES = i EX;.
i=1

2Das zweite, aber auch das erste Moment muss nicht immer existieren. So ist zum Beispiel das zweite Moment einer
Cauchy-verteilten Zufallsvariablen unendlich.




1. EREIGNISSE UND WAHRSCHEINLICHKEITEN 11

n
Var(S) = ZVar(X
Die Gesamtschadensverteilung selbst, also die Verteilung von S; ist jedoch nicht so leicht zu berechnen.
Hierzu benotigt man die Faltungen.

Definition 1.6. Sind P und Q Verteilungen, so definiert man die Faltung P %« Q von P und Q als die
Verteilung von X +Y, wobei X und Y stochastisch unabhdngig sind mit X ~ P;Y ~ Q.

Beispiel 1.9. Seia € R. Seien X und Y jeweils die Augensummen bei einmal Wiirfeln. Dann ist

6
(PrQa) =P({we Q: X +Y W) =a}) = Y PHweQ:X(w)=i})P{we: V(@) =a—i))

6
> P(i}) - Q({a—i}).
i=1
Dies liefert die allgemeine Faltungsformel fiir den diskreten Fall:

PxQ(i)=>_ P({i}) Q{a—1})

1E€EZL

Im stetigen Fall (f Dichte von X, g Dichte von Y ) hat P @ die Dichte

/fw— (y) dy

Fiir die Faltung gilt das Assoziativgesetz, so dafl wir definieren kénnen:
P"=P*Pyx--*xPy: =Py x(Pokx--xP,)=(Prx---%P,_1) % P,.

Falls alle P; = P;, so fiithren wir eine weitere, abkiirzende Schreibweise ein:
Man kann sich P %0 als die Verteilung der Konstanten Null vorstellen.

Beispiel 1.10. Seien Py und Py zwei Zufallsvariablen mit Zihldichte

Pi({1}) =1, P({0}) = pii = 152
Dann hat Py x P, Masse auf den Zahlen 0;1;2 und die Zdhldichten

Py« P>({0}) Zpl{O—b}P2({b}) Pi{0}P,{0} = (1 —p)*.
Py« P3({1}) ZH {1=0}({b}) = PL({1}) P ({0}) + P ({0}) Po({1}) = 2p(1 — p)
PixP({2}) = Zpl {2 -0} P ({b}) = PL({1}) P2({1}) = p?

b

Allgemeiner gilt

n n n—
P = (1) oo
und man erkennt, dafi P{™ die Binomialverteilung b(n;p) ist.

Beispiel 1.11. Seien Py = Exp(a) und Py = Exp(b) zwei Verteilungen mit a # b. Py hat daher die
Dichte a exp(—ax) fir > 0, Py hat daher die Dichte bexp(—bx) fiir x > 0. Dann hat Py = Py die Dichte

ab
a—2b

h(z) = /Ooo aexp(—ay)bexp(—b(z —y)) dy = (exp(—ax) — exp(—bx)).

fiir x > 0. Dabei ist zu beachten, daf$ y > 0 und x —y > 0 gelten miissen.
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vi Faltung und die Fouriertransformierte

Genauso wie man die Fouriertransformierte eines SIgnales oder einer Funktion berechnen kann, kann
man die Fouriertransformierte einer Zufallsvariablen berechnen.

Definition 1.7. e Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable iber (Q2, F,P).
Dann ist

X(u) :=Ee™™, weR;
die Fouriertransformierte zu X .

e Sei F' eine Verteilungsfunktion und f deren Dichte. Dann lautet die Fouriertransformierte von F
F(u) = / e dF (z) = / e f(x)dr, wue€R.
Es gilt folgende wichtige Beziehung:

Satz 1. Seine X undY zwei Zufallsvariablen iber (Q, F,P), X undY sind unabhingig. Dann gilt

—

(X +Y)(u) = X(u)-Y(u), ueR.
Beweis: Angenommen X und Y sind diskret. Dass heiBt, es gibt Mengen {4 : 1 = 1,...Nx},

AlXﬂAJX =0,1#j,und {A) : 1 =1,...Ny}, AlYﬁA}/ =0, 1 # j, und Punkte {z* : | =1,...Nx}
und {y} :1=1,... Ny} sodass gilt

NX NY
X(w) :lelAlx(w) und Y (w) :lelAly(w), w e Q.
=1 =1

Damit gilt
(m)(u) —  ReiX+Y)u _ goiXuiYu

Nx Nx

= 33 e (AR )P(AY )
I=1 j=1
Nx Nx

= Z e TP A Z eWiUP(AY) = X (u) - Y (u).
=1 j=1

Da man beliebige Zufallsvariablen mit diskreten approximieren kann, folgt dies fiir alle Zufallsvariablen.

©



Kapitel 2

Bayes’sche Statistik und Bayes’sche
Filter

1 Bedingte Wahrscheinlichkeit und die Formel von Bayes

Héufig betrachtet man Ereignisse und Zufallsgréfien unter Bedingungen, die die Zuflligkeit einschrénken
oder zusétzliche Informationen beriicksichtigen.

Beispiel 1.1. 1. Wiirfeln, wobei allerdings nur die gerade Augenzahl gezdhlt werden; Bedingung ’Au-
genzahl gerade’ .

2. Lebensdauerversuch unter der Bedingung, dass nur solche Bauteile beriicksichtigt werden, die den
ersten Finsatztag tiberstanden haben.

Nach diesem Beispiel verstehen wir die Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A
unter der Bedingung B:

Natiirlich fordern wie P(B) > 0. Tatséchlich arbeitet man auch mit bedingten Wahrscheinlichkeiten im
Fall P(B) = 0, aber dann lautet die Definition anders.
Analog gilt

P(ANB)
P(B|A) = ——=
fiir P(A4) > 0.
Beispiel 1.2. 1. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit dass man bei zweimaligen wiirfeln eine 2 (oder

eine 1) erzielt unter der Bedingung dass der Wurf ein gerades Ergebnis lieferte ¢

2. Karton A enthdlt 8 Glihbirnen von denen 3 defekt sind, Karton B enthdilt 4 Glihbirnen von
denen 2 defekt sind. Jedem Karton wird zufillig eine Glithbirne entnommen. Wie grofS ist die
Wahrscheinlichkeit dass

(a) beide Birnen nicht defekt sind ¢

13
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(b) eine defekt und eine nicht defekt ist ¢
(¢) die defekte aus Karton A stammt, wenn eine defekt ist und eine nicht defekt ist?

3. Es sei X die Lebensdauer eines Bauteils und A = {X > T}, B={X > t}, wobei T >t > 0 gilt.
Dann ist P (A | B) die bedingte Wahrscheinlichkeit fir eine Lebensdauer linger als T Zeiteinheiten
unter der Bedingung dass ein Lebensdauer von mindestens t Zeiteinheiten erreicht wurde. Die
Formel (2.1) liefert

P(ANB) PX>tundX>T) P(X>T)

PAlB) = P(A) P(X > t) T PX >t)

da natirlich {X >t und X >T} C {X > T}.

Diese Formel entspricht unseren Vorstellungen: Wenn wir n Bauteile beobachten wiirden, dann
wiirden wir die bedingte Wahrscheinlichkeit P (A | B) durch folgenden Bruch abschitzen:

hn(A)

P(AIB) ~ i
hn(A) = Anzahl aller Teile, die linger als T Zeiteinheiten funktionieren
hn(B) = Anzahl aller Teile, die linger als t Zeiteinheiten funktionieren .

Man iiberlegt sich dass P (A | B) und P (AN B) etwas unterschiedliches bedeuten. Im allgemeinen
wird

P(A| B) # P(4)
gelten, vgl. die vorangegangenen Beispiele. Es kann aber auch vorkommen dass
P(A| B) =P(4)

gilt. Dann dndert das stellen der Bedingung B nichts an der Haufigkeit des Auftretens von A. Man sagt
dass A und B voneinander unabhéingig sind. Nach (2.1) gilt dann die Produktformel der Wahrschein-
lichkeitsrechnung

Seien A und B zwei unabhéngige Ereignisse. Dann gilt

P (AN B)

Wenn A und B unabhingig sind, dann sind auch die Paare A und B¢, A und B, und A¢ und B¢
unabhéngig. Drei Ereignisse A, B und C heiflen unabhingig, wenn

P(ANB) = P(A)P(B),
P(ANC) = P(A)P(C),
P(BNC) = P(B)P(0),

sowie P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C)

gilt. Man fordert also mehr als die Giiltigkeit der letzten Gleichung.
Analog definiert man bei n Ereignisse {A1, Ao, ..., A, }, dass fiir jede Teilmenge I C {1,2,...,n—1,n}
gilt
P (ﬂig) = HP (Az) .
iel

Der Nachweis der Unabhéingigkeit von Ereignissen kann statistisch gefiithrt werden;
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i Der bedingte Erwartungswert

Definition 1.1. Sei Q) = (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q — R eine Zufallsvariable undY :
Q) — R eine diskrete Zufallsvariable. Das heifit es gibt eine Familie disjunkter Teilmengen {AY ... AY}
mit U AY = Q und {y1,...,yn} CR mit

V(@) =3 Lay @)y
=1

Dann ist E[X | Y]: Q — R eine Y-messbare Zufallsvariable definiert durch

E |1y (w) X(w)| /P (AY), fallswe A},
E |14y (w) X(w)| /P (AY),  fallsw e AY,
EX[Y](w) =9 ~ | .

E [1,43: (w) X(w)] /P(AY), fallswe AY.

Beispiel 1.3. Nehmen wir einen Wiirfel mit Q = (Q, F,P) definiert in Beispiel 1.2. Sei X : Q — R die
zugehirige Zufallsvariable, i.e. X (w) = w, w € Q. Angenommen ein Spieler wiirfelt und sagt Ihnen nur
ob er eine gerade oder ungerade Zahl hat. Also

Y:Q — R,

1, w=1,3,5
W
0, w=2,4,6.

Fiir eine Ereignis A € F kann man jetzt die bedingte Wahrscheinlichkeit P (A |Y) und den bedingten
Erwartungswert E[14 | Y] betrachten, bzw. den bedingten Erwartungswert E[X | Y] betrachten.

ii Die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

Eine einfache, aber wichtige Formel ist die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

Seien B; einander ausschlieBende (disjunkte) Ereignisse mit
BiUByU---=Q.
Dann gilt
P(4) = 37 P(A | B)P(B) (2.3)

Mittels der Formel kann am Beispiele folgenden Typs berechnen:

Beispiel 1.4. Drei Maschinen produzieren das gleiche Produkt, Maschine 1 20 %, Maschine 2 30 % und
Maschine 3 50 % der Gesamitproduktion. Die Ausschussproduktion sind 1, 2 und 1.5 Prozent . Wie gross
ist die Ausschussquote p der Gesamtproduktion ¢

Beispiel 1.5. In diesem Beispiel betrachten wir eine alte Tankers der eine grofse Anzahl von Oberflichen-
rissen aufweist. Wir modellieren die Gesamtzahl der Risse durch ein Poisson verteilt Zufallsvariable N .

Es gilt also

mk

P(N:k)zﬁeim, m € N.



16 KAPITEL 2. BAYES’SCHE STATISTIK UND BAYES'SCHE FILTER

Der Parameter m ist die durchschnittliche Anzahl der Risse pro Quadratmeter, der zu schitzen ist.
Aufgrund des Alters des Tankers, weifl man aus Erfahrungswerten, dass die Anzahl von Rissen pro Qua-
dratmeter ca. A = 0,01 betrigt. Die gesamte Oberfliche des Tankers betrigt 5000m?, also im Durchschnitt
50 Rifle pro Quadratmeter. Die Ortung der Rifle funktioniert vool automatisch. Durch Erfahrungswerte
weifS man dass mit einer Wahrscheinlichkeit p = 0.999 ein RifS entdeckt wird. Wie grof$ ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass RifSe tibersehen wurden ?

Lésung: Definieren wir das Ereignis B = {Alle Risse wurden repariert} und das Ereignissystem
A; = {Es wurden 7 Risse auf der Oberflidche erkannt}, d.h. A; = {N = i}. Dann gilt

P(B) =Y P(N =i)P(BIN =i)=e "% ~0,95.
=0

Da die Oberfliche des Tankers grof} ist, ist somit die Wahrscheinlichkeit dass einige Risse nicht erkannt
wurden und nicht repariert wurden, nicht vernachléssigbar.

®©

Beispiel 1.6. Vor Ihnen sehen drei Kisten. Sie wissen dass in einer Kiste nur Orangen sind, in einer
Kiste nur Apfel und in einer Kiste zur Hilfte Apfel und zur anderen Hilfte Orangen sind. Vor Ihnen
steht eine Kiste. Jemand macht diese auf, und ohne dass sie hereinschauen konnen reicht er Ihnen
einen Apfel. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass in diese Kiste nur Apfel, Orangen oder Apfel mit
Orangen gemischt sind.

Beispiel 1.7. Sie nehmen an einer Spieleshow im Fernsehen teil, bei der sie eine von drei verschlossenen
Tiiren auswdhlen sollen. Hinter einer Tiir wartet der Preis, ein Auto, hinter den beiden anderer stehen
Ziegen. Sie zeigen auf eine Ttr, sagen wir Nummer eins. Sie bleibt vorerst geschlossen. Der Moderator
weifS hinter welcher Tir sich das Auto befindet; mit den Worten ’ich zeige Ihnen mal was’ dffnet er
eine andere Tir zum Beispiel Nummer drei, und eine meckernde Ziege kommt heraus. Er fragt Sie:
Bleiben Sie bei der Tir Nummer eins oder wechseln Sie zur Tir Nummer zwei ? Erhohen Sie Ihren
Gewinnchancen wenn Sie wechseln ?

Beispiel 1.8. Verschiedenen Bauteile werden von n verschiedenen Lieferanten Ay, As, ..., A, geliefert.
Der Marktanteil der verschiedenen Lieferanten betrigt pi,ps,...pn mit Y i, p; = 1. Die Wahrschein-
lichkeit das die Festigkeit des Bauteils von Lieferanten A; stirker ist als eine vorgegebene Schranke Y
betragt y;. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein gekauftes Bauteil eine Festigkeit grofier als Y
hat.

2 Grundprinzipien der Bayes-Statistik

Im Mittelpunkt der Bayes Statistik steht das Bayes Theorem. Mit seiner Hilfe lassen sich unbekannte
Parameter schitzen, Konfidenzintervalle fiir die unbekannten Parameter festlegen und die Priifung von
Hypothesen fiir die Parameter ableiten. In diesem Kapitel wird das Grundprinzip der Bayes-Statistik
erlautert.

Fiir die Bayes Statistik wird eine Erweiterung des Begriffes der Wahrscheinlichkeit vorgenommen,
indem die Wahrscheinlichkeit fiir Aussagen definiert wird. Im Gegensatz zur traditionellen Statistik bei
der die unbekannten Parameter feste Groflen repréisentieren, sind die Parameter in der Bayes Statistik
Zufallsvariable. Das bedeutet aber nicht, dass die unbekannten Parameter nicht Konstanten représentie-
ren diirfen, wie beispielsweise die Koordinaten eines festen Punktes. Mit dem Bayes Theorem erhalten
die unbekannten Parameter Wahrscheinlichkeit-Verteilungen, aus denen die Wahrscheinlichkeit, also die
Plausibilitdt von Werten der Parameter folgt. Die Parameter selbst konnen daher feste Groflen darstellen
und brauchen nicht aus Zufallsexperimenten zu resultieren.

Die Idee ist, dass man mit einer a’priori angenommenen Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Pa-
rameter startet, diese dann mit den erworbenen Wissen (bzw. zusétzlicher gewonnener Information)
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updatet. Das heifit mit der zusétzlichen Information kann man dann eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
ableiten (der a’posteriori Verteilung), aus der man dann den Schétzwert berechnet. Dazu aber als erstes
zwei Beispiele.

Beispiel 2.1. Eine Miinze wird geworfen. Ist diese Miinze fair, so gilt P(Kopf) = P(Zahl) = . Sei X
die Anzahl der geworfenen Kipfe, wenn man n-mal wirft. Es gilt ja

P(X =k)=0bk;n, =

Jetzt wird zehn mal geworfen, dabei kommt nur zwei mal Kopf heraus. Genauer, der finfte und achte
Wurf ist Kopf. Ist die Miinze fair, oder gilt

P(Kopf) = p,
wobei p unbekannt ist.

Beispiel 2.2. FEine neue Maschine ist geliefert worden. Zwischenzeitlich kommt es immer wieder zu
Ausfillen, die aber immer wieder schnell behoben werden kinnen. Allerdings muss immer jemand an-
wesend sein. Sei T die Wartezeit zwischen zwei Ausfillen. Es hat sich gezeigt, dass Wartezeiten als
exponential verteilt mit Parameter A angenommen werden kinnen, aber es gilt noch den Parameter \
zu schdtzen. Da die Maschine schon einen Tag lduft, haben wir schon einige Vorinformation von ei-
ner Stichprobe (Sample) Ty, Ts, ..., T,,. Genau genommen ist die Maschine vier mal ausgefallen, die
Zwischenzeiten waren dabei eine halbe Stunde, 20 Minuten, 1 Stunde und 2 Stunden.

In beiden Fillen haben wir das Geschehen schon beobachtet und haben eine Vorinformation. Wie
kann man jetzt die Parameter schitzen und dabei die Vorinformation ausniitzen.

Sei ¥ der Parameter und sei D die Menge aller méglichen Parameter. Sei Fx (x;9) die Verteilungs-
funktion von X die vom Parameter ¥ abhingt. Das heifit P(X < z | ¥) = Fx(z;9) und P(X = z |
9) = fx(x;9). Wir beobachten nun die Zufallsvariable X7, X5, ..., X,,, wobei wir annehmen dass diese
unabhéngig sind.

Die Idee ist, dass wir annehmen, dass es eine Zufallsvariable © gibt, die genau unserer Parameter 1
ist. Dabei kann sein, dass wir keine Information iiber © besitzen. Egal, wir nehmen an dass © wie fPriort
verteilt ist, wobei fP"" frei aber sinnvoll gewihlt wird.

Was wir jetzt berechnen wollen ist P(© = 9 | X1,...,X,,). Wir wissen ja dass aufgrund der ange-
nommenen Unabhéngigkeit von X7, Xs,..., X,, gilt

P(X1,...,Xn |©=19) = fx(X1;9) - fx(X2;0) - fx(Xn; 9).
Damit gilt nach der Formel von Bayes

_ P(ANB) _ P(B|A)P(A)
PA ="

und somit fiir A ={0© =9} und B={X; =21,Xo =x2,..., X, =2}

P(Xi1=x1,..., Xp=z,|0=19 priori g
PO=10|X1=a1,..., X, = 2,) = 22 xzé(xlsz..,‘xn:;{l) )

fx (;1:1 ,ﬂ)jX (xz»ﬂ)fx (xn;,ﬂ)fpriori (19)
o P(X1=21,...,Xn=27n)

wobei gilt
P(X1 = 1y X = ) =/ (@) - fx(@ai9) - - - fx(@n:9) f7707(0) do.
D

Die Funktion
DS@’—)P(@:’ﬂ|X1:$1,...,Xn:$n)6 [0,00)
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heifit Liklihood Funktion. Man nimmt den Wert als Schétzer, wo P(© =9 | X = 1,...,X,, = x,,) das
Maximum besitzt, ndmlich

d

%P(®:19|X1 :Il,...,Xn:In):O.
Beispiel 2.3. Gehen wir zuriick zum Beispiel 2.1. Hier nehmen wir als fP"°"(p) = 1, d.h. wir nehmen
an, dass der Parameter p gleichverteilt in [0,1] ist. Hier hatten wir nur zwei mal Kopf bei zehn Wiirfen.
Das heifst es gilt

10 2 _ 8

o b(%10,p) _(2>p(1 7

P(P =p)=— = =5 :
Jo 0(2;10,p) dp 95

Da gilt

dipP(P =p) = dip <% <120) p*(1- p)8> =2(p—1)"p(5p — 1),

ist p = % unserer Schitzwert.

Bemerkung 2.1. FEs gibt mehrere Maglichkeiten den Schitzer auszuwdihlen. Eine anderer Schitzer wdre
der Erwartungswert von ¥, ndmlich

19::/191?(6219|X1:xl,...,Xn::cn)dﬁ.

In diesem Fall nimmt man den Wert als Schétzer, der den quadratischen Fehler minimiert. Also genau
den Wert ¥, der den quadratischen Fehler

1 . 2
/ (ﬁ—ﬁ(Xlle,...,Xn:xn)) PO=0|X1=a1,...,Xn = an)db,
0

minimiert. Berechnet man den Erwartungswert, erhdlt man %.

Beispiel 2.4. Gehen wir zurick zum Beispiel 2.2. Dabei gilt X1 = %, Xo = %, X5 =1, und Xy = 2.
Als a’priori Abschitzung nehmen wir an © sei exponential verteilt mit Parameter 1, also

frreTi(9) = exp(—9).

Nun gilt
1 1 1
P(X1=35,..., Xa=2]0=9) =" exp(=(5 + 5 + 1+ 2)9),
und somit
1 9 exp(—(3 4+ 1+ 1+ 2)09) exp(—9
P(®:19|X1:_7"'7X4:2): o 4 ( (21 31 )) ( ) :
2 fo ytexp(—(5 + 3 + 1+ 2)y) exp(—y)dy
Ausrechnen ergibt
e 1 1 24 186624
4
(244142 —y)dy = = =0.131439.

Berechnet man das Maximum erhdlt man 9 = 4/(% + % +1+2-1)= %—‘; = 1.41176. Nemmt man den
Erwartungswert erhdlt man 17/30 = 0.56666.

Auch stellt sich hier die Frage, welchen Einfluss hat die a’priori Verteilung auf den Schdtzwert.
Wichtig ist, dass fPT°T () > 0 ist, sobald 9 > 0 mdglich ist. Weify man z.B. dass ¥ sicher nicht grifer
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als 5 ist, kann man 9 gleichverteilt auf dem Intervall [0,5] annehmen. Die gleiche Rechnung, nur mit

frrieri(9) = % Lio,5(9) fiihrt zu folgender Rechnung:

_ 1 _ oy _ ¥ exp(=($+3+142)9) exp(—9)
PO=7|X1=5. . X=2)= TS yToxp(— (3 +1152)9)dy

1 1
= 172.4479* exp(—(5 tgtl+ 2)99) exp(—1).
Das Maximum liegt nun bei U = 1.04348. Nimmt man den Erwartungswert so kommt man auf J =

1.30421. Im allgemeinen kann man sagen, dass das die Wahl des Maximums weniger sensibel bzgl der
Anfangsverteilung ist, als die Wahl des Erwartungswertes.

Beispiel 2.5. Fin Draht wird beniitzt um schwere Gegenstinde zu transportieren. Das Gewicht dieser
Gegenstinde schwankt von Tag zu Tag. Erfahrungsgemdf$ geniigt das mazimale Gewicht einer Gumbel
Verteilung, d.h.

P(X < z) = exp(—e~(#70/a),

wobei X das mazximale Gewicht an einen Tag ist, und a = 156 und b = 910 ist.

Kauft man so einen Draht, so ist die Qualitit unterschiedlich. Der Verkdufer gibt nur die durch-
schnittliche Stirke und den Variationskoeffizient an. Aufgrund langjihriger Erfahrung weiff man dass
die Stirke (oder mazimale Traglast, benannt Y ) einer Weilbullverteilung geniigt, d.h.

Py =y) =< (%)c_l () y>o

Die durchschnittliche maximale Traglast ist 1000 kg und der Variationskoeffizient ist 0.2. Damit gilt
¢ =5.79 und a = 1000/0.9259 ~ 1080.

Der Seil hat jetzt ein Jahr lang durchgehalten. Soll man diesen jetzt im ndchsten Jahr behalten oder
einen besserer Qualitit (BY = 1200kg und Variationskoeffizient 0.2) kaufen ?

Losung: Wir wissen dass die Verteilung der Tragkraft des Seils Y einer Weilbullverteilung mit Pa-
rametern ¢ = 5.79 und « = 1000/0.9259 ~ 1080 geniigt. Damit gilt

vty = £ (L) @,y 20

Sei nun B das folgende Ereignis:
B = { Das Seil ist nicht beschéddigt im ersten Jahr }.

Da das Seil zerreiit sobald eine Traglast schwerer als Y ist, gilt P(B) = P(X < Y). Angenommen die
Tragkraft ist y. Dann gilt

—e—(w—b)/a

PBly)=PX <y)=e

(Die Tragkraft ist unabhéngig von der Traglast). Nun gilt

o0 o 579/ y \ATO _ 5.79
P(B) = <_ (v 90>/156) 20 (_) (w/1080)*™ gy . 0,533,
(B) /0 exp |\ —e 1080 \1080/ ¢ Y

Jetzt wollen wir aber die Information miteinbeziehen, dass das Seil das erste Jahr nicht gerifien ist. Also,
P(y | B) berechnen. Es gilt ja

P(B|Y =y)fP""(y)
P(B)

1 5.79 4.79 5.79
_ _ —(y—910)/156) ( Y ) —(y/1080)
0.533 eXp( ¢ 1080 \1080/  °© '

fposterior (y)
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Die Frage die wir uns jetzt stellen ist, wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Seil das néchste
Jahr durchhélt. Sei

C = { Das Seil hiilt das zweite Jahr unbeschiidigt durch }.
Nun gilt, P(C) = [;* P(X <y)P(Y =y)dy, d.h.

PC) = [ PC T ) dy = 0705

Angenommen, wir kaufen ein neues Seil, dann gilt

PLoy= /000 P(C | y)fP"" (y) dy = 0.757.

Man muss nun den Preis eines neues Seil und die Wahrscheinlichkeit dass es nidchstes Jahr nicht so schnell
kaputt geht gegeneinander abwégen.

3 Bayes’sche Inferenz oder Rekursives Filtern

Oft bekommt man mit der Zeit immer mehr und mehr information iiber den Parameter. Dieses updaten
des Parameters nennt man Bayes’sche Inferenz.

In diesem Kapitel wird Thnen eine Strategie erkléart wie Sie einen Parameter Schéitzer updaten kénnen
obwohl Fx (z;9) eine komplizierte Funktion ist.

Fragestellung FEine biologische Kldaranlage wurde installiert. Dabei arbeiten die verschiedenen bio-
logischen Substanzen mit verschiedener Effizienz, die téglich durch alle moglichen Randbedingungen
wechseln kann. Jeden Tag wird gemessen ob die Kldranlage den Standard entspricht. Wenn das Wasser
in der Klidranlage den Standard entspricht, kann das Wasser ausgelassen werden. Wir schreiben p = P(B)
wobei B das Ereignis { Die Kldranlage erfiillt den Standard } beschreibt. Die Klidranlage arbeitet um so
effizienter um so hoher p liegt. Mit Hilfe der Konstante p kann man entscheiden ob eine neue Bakteriolo-
gischen Kultur das Wasser gut reinigt oder nicht. Man hat aber nur immer den Ausgang des Ereignisses
B einmal in der Woche messen, da dazu das Becken entleert werden muss.

Das Ziel ist an einer Serie von Ausgéngen von B die Wahrscheinlichkeit p zu schétzen. Um die Be-
rechnung einfach zu halten, approximieren wir die Dichtefunktion durch eine stiickweise stetige Funktion.
Ander gesagt, wir unterscheiden dabei folgende Moglichkeiten fiir p:

Al = {p = 0.1}, A2 = {p = 0.3}, A3 = {p = 0.5}, A4 = {p = 0.7}, A5 = {p = 09}

Wie wissen wir nun welches Ereignis A1, ..., A5 eintrifft. Wir konnen dies nur indem wir p abschétzen.
Allerdings kennen wir P(B | A;), ndmlich P(B | A1) = 0.1, P(B | 43) = 0.3, P(B | A3) = 0.5,
P(B | Ay) = 0.7 und P(B | 45) = 0.9.

Dabei sei ¢? die Wahrscheinlichkeit dass A; wahr ist. Da wir am Anfang eigentlich nichts wissen
setzten wir ¢ = ¢) = --- = ¢ = % Angenommen die nte Messung ergibt dass B wahr ist. Dann setzten
wir

q' =P(B|A)¢" ", i=1,...,5.
Zeigt die nte Messung dass B falsch ist, setzten wir
" =(1—-P(B|A))g* ", i=1,...,5.

Angenommen wir erhalten jetzt folgende Folge von Ereignissen B, B¢, B, B, B. Berechnen wir nun
q,i=1,...,5 so zeigt sich dass ¢j den hochsten Wert hat. Wir werden also annehmen dass A, wahr
ist.
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Formale Beschreibung Gegeben sind Ereignisse Ay, ..., Ay wobei wir abschéitzen mochten, welches

.....

priori Schitzer) von A;. Haben wir keine Information, setzten wir wieder qgo) = %, i1=1,...,k.
Seien Bi, Bs, ..., B, eine Folge von Ereignissen, die in zeitlicher Folge eintreten, unabhéingig sind

und die von den Ereignissen Ai,..., Ay abhéngen. Das heifft man kann P(B; | 4;), j = 1,...,n, i =
1,...,k berechnen. Sei ¢\™ der a posteriori Schitzer von A;. Die Liklelihood Funktion L(4;), bzw. P(

alle By, ..., B, treffen ein | A;) ist bekannt. Z.B, falls n = 2 ist, gilt (wegen der Unabhingigkeit von B
und By

P(ByN By | A;) =P (B | A;) - P(By | A,).

Dann gilt folgende Rekursion
a" =P (B, A) ¢, neN.

(n) (n)

Gegeben B,,, berechnet man ¢; ’,...,q; ~ und nimmt dieses A4; als wahr an, wo q(")

i

maximal ist.

Beispiel 3.1. Gehen wir zuriick zum Beispiel 2.2. Wir haben in Beispiel 2.4 einen Schdtzer von ¥ be-
rechnet und eine fP°t verteilung von 9 berechnet. Angenommen wir arbeiten an der Tankstelle. Jetzt
besteht die Moglichkeiten die Wartezeiten weiter zu beobachten und in unsere Schitzung miteinzubezie-
hen. Da aber mit zunehmenden Wartezeiten die Funktion immer komplexer wird, diskretisieren wir den
Wertebereich von ¥ und unterscheiden nur die folgende Werte:

V1 = 05,95 = 0.9,93 = 1.2,05 = 1.4, 95 = 145,96 = 1.5,07 = 1.55, 95 = 1.6, 99 = 1.9, 919 = 2.4, 911 = 2.9.

Analog nennen wir A; = {0 = 9,}.
Sei q) := frost(9;). Jetzt kommen langsam die Kunden herein, die Wartezeiten bezeichnen wir mit
X5, Xg, X7, .... Beijeden neuen Kunden kénnen wir jetzt den Parameter updaten, i.,e. q; neu berechnen:

qzk :P(Xk+4 | Az) :191- e(Ep(—Xk_Hlﬁi), 7 = 1,11

Als Schitzer nehmen wir immer das ¥;, wo q¥ am griften ist. Wollen wir jetzt nach einen Kunden eine
kurze Pause einlegen, konnen wir uns ausrechnen wie lange die Pause dauern darf, sodass mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0.95 kein Kunde kommdt:

T
/ D exp(—si) ds < 0.05.
0

Eine kurze Rechnung ergibt:

~1n(0.95) _

(1-e 1) <005 = T.

4 Bayes’sche Inferenz: Beispiele und Klassen:

i Preiskalkulation in der Autohaftpflichtversicherung - das Bonus Malus Sys-
tem

Ende der 60 Jahre wurde das Bonus Malus System fiir die Auto-Haftpflichtversicherung in der Schweiz
eingefiihrt, die Mathematische Grundlage ist in Bichsel nachzulesen. Angenommen, Sie schlielen eine
Vertrag mit einer Autohaftpflichtversicherung ab. Nach einigen Jahren Unfallfreies Fahren werden Ihnen
Bonus Punkte vergeben und Ihre Pramie sinkt. Falls Sie aber immer wieder selbst verursachte Unfille
haben, bleibt die Prémie gleich oder, steigt.

Allgemein gesehen, versuchen die Autoversicherung die Risiken in zwei Kategorien einzuteilen:

e den objektiven Risiken: z.B. die PS zahl eines Autos, der Hubraum, das Gewicht, etc .. ;
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e und den subjektiven Risiken (nicht objektiv messbare Risiken): Risikobereitschaft, das Konnen, das
Fahrverhalten des Fahrers, Temperament, die genaue Kilometeranzahl, etc ... .

Man hat zwei verschiedene Typen von Risiken - die einen sind objektiv erfassbar - bei jeder Autover-
sicherung muss man den Typenschein angeben - angeben ob man minderjéhrige Kinder hat, etc.., die
anderen sind nicht erfassbar und sehr subjektiv. So sind auf Grund von Befragungen auf Osterreichs
Straflen nur sehr gute Autofahrer unterwegs - trotzdem passieren Unfélle. Damit hat jeder Autofahrer
a sein individuelles Risikoprofil, das durch den Parameter 9, beschrieben wird. Dieser Parameter kann
Werte aus Do annehmen, wobei Dg die Menge aller moglichen Werte fiir ¢, darstellt.

Fiir einen bestimmten Autofahrer ist der genaue Wert von ¢, zumeist unbekannt. Aus Statistiken
kann man aber Riickschliisse auf die Verteilung von 9, machen, so sind die meisten Autofahrer vorsichtig,
allerdings gibt es einige Ausreifler, die immer wieder Unfille verursachen. Deswegen nimmt man eine
A’priori Verteilung des Parameters 9, an.

Die Autohaftpflichtversicherung ordnet a’priori Thre Risikobereitschaft im Fahrverhalten bei Ab-
schluss eines Vertrages hoch ein. Fahren Sie jetzt einige Zeit Unfallfrei, werden die Daten miteinbezogen
und die Autohaftpflichtversicherung ordnet Ihre Risikobereitschaft geringer ein. Die Wahrscheinlichkeit
im néichsten Jahr einen Unfall zu verursachen ist (statistisch gesehen) geringer und Thre Primie sinkt.

Statistischer Hintergrund

In diesem Abschnitt wird der Statistische Hintergrund zur Preiskalkulation bei Haftpflichtversicherung
beschrieben. Sei X;,j = 1,...,n die Forderung eines Versicherten im Jahr j. Mathematisch gesehen ist
dies einen Zufallsvariable. Angenommen, diese Zufallsvariable hat Verteilung Fy, wobei 9 ein Parameter
ist, der vom Ko6nnen und der Risikobereitschaft des Fahrers abhéngt.

Wir befinden uns jetzt in Jahre n. Mit Hilfe der Forderung von den letzten Jahren, d.h. X =
(X1,...,X,) soll nun die Pramie fiir das néichste Jahr berechnet werden, d.h. die Verteilung von X, ;1
soll geschiitzt werden. Da unter der Bedingung dass 9 bekannt ist, der Typ der Verteilung Fy bekannt
ist, heifit dies dass der Parameter ¢ geschéitzt werden soll. Um 9 zu schéitzen, konnen wir nur auf die
Daten X zuriickgreifen.

Die Vorstellung dahinter ist, dass wir vor uns zwei Urnen haben. Zuerst wird der Parameter ©
aus einer Urne gezogen. Das heifit das Konnen und die Risikobereitschaft des Fahrers wird mit Hilfe
einer Zufallsvariablen simuliert. Der Wert von © bestimmt die zweite Urne. Im zweiten Schritt werden
die Forderungen X;,j = 1,2,... jedes Jahr aus der zweiten Urne gezogen. Diese Forderungen haben
Verteilung Fg. Die Versicherung kennt aber © nicht, sondern nur die Forderungen aus den Jahren
1,...,n,ie. X =(Xq,...,X,). D.h. im n—ten Jahr, hat die Versicherung X = (X1,...,X,,)" gegeben.

Modellannahmen: Um das Modell mathematisch formulieren zu kénnen werden folgende Annahmen
gemacht:

e Ist © = ¥ gegeben, dann sind X7, X, ... unabhingig, identisch verteilt und X; ~ Fy. identische
verteilt ist gleich zu setzten mit stationéritét - damit kann man auf historische Daten zuriickgreifen
- Inflation und andere Einflussfaktoren miissen dabei herausgerechnet werden.

e O ist eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion U und Dichtefunktion u und Verteilungsfunktion
U. Diese Verteilungsfunktion heif3t structural function of the collective.

Die Versicherung steht jetzt vor den folgenden Problem. Gegeben X = (X71,..., X,,), zu schitzen ist
die Prémie fiir das néchste Jahr. Die Pramie héngt vom Parameter 9 ab, aber dieser Parameter hiangt
von (X7i,...,X,)". Damit ist T also ist eine Funktion

T:R" — R,

wobei D die Menge der moglichen Schéiitzewerte bezeichnet. Mittels 9 = T(X4,...,X,) wird jetzt die
Prémie errechnet.
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Bemerkung 4.1. Die Zufallsvariable X,11 beschreibt die Forderungen die der Autofahrer im Jahre
n+1 von der Autoversicherung einreichen wird und ist Ende des Jahres n noch nicht bekannt. Damit ist
Xnt1 eine Zufallsvariable dessen Verteilung wir noch nicht kennen. Trotzdem missen wir die Art und
Weise wie man die Prdamie berechnet jetzt schon festlegen. Damit ist die Prdmie eine Abbildung vom
Raum aller mdglichen Zufallsvariablen X : Q — R in die reellen Zahlen, die jeder Zufallsvariablen X
eine bestimmte Zahl zuordnet. Hier sind einige mogliche Beispiele gegeben:

o X = (1+ao)EX, «a>0 ( expectation principle )

e X — EX 4 8Std(X), B >0 ( Standard Deviation Principle )
e X — EX +~Var(X), ~ >0 ( Variance Principle )

o X — 1 In(Ee®X), §>0 ( Ezponential Principle )

In unseren Fall nehmen wir der Finfachheit halber das expectation principle. Im allgemeinen wird ein
Zuschlag in Abhdngigkeit der Varianz bzw. der Standardabweichung miteinbezogen. Dies ist um die Vo-
latilitit mit einzubeziehen (Stirke der Fluktuationen). Fillt jetzt ein Jahr schlechter aus als erwartet, so
hat die Versicherung geniigend finanziellen Spielraum um nicht pleite zu gehen.

In unseren Beispiel nehmen wir als Korrekte individuelle Pramie den Erwartungswert.

Definition 4.1. Die Korrekte individuelle Prdimie ist gegeben durch
Pmd:EM%H|M:i/ zdFy(x) =: p(v)
0

Unsere Aufgabe ist jetzt aufgrund der Daten X = (Xi,...,X,), den Wert E[X,,41 | ¥], bzw.
E[u(©) | O] = u(v) zu Schitzen. Hier sei angemerkt, dass sobald der Wert von © bekannt ist, u(©)
exakt berechnet werden kann. Im Unterschied zur individuellen Prémie kann man sich die Kollektive
Pramie untersuchen.

Definition 4.2. Die Kollektive ist gegeben durch
wwz/,wmmm:m.
Do

Hier bezeichnet Dg die Menge aller zulissigen (und mdglichen ) Parameter ©, i.e. Dg := {0 | ¥ ist als
Parameter méglich }.

Sei L(9,T(x)) der Verlust, die sich ergibt, falls ¥ der richtige Parameter ist und 7'(x) der aus der
Beobachtung x = (z1,...,2,) € R" geschétzte Wert von u(v) ist. Eine mégliche Verlustfunktion wére
z.B. die quadratische Funktion

L0, T(x)) = (u(9) - T(x))*.

Abweichungen in beide Richtungen fithren zu einen Verlust. Setzt man die Pramie zu hoch an, gehen die
Kunden zu einen anderen Anbieter iiber, und die Versicherung erleidet auch einen Verlust. Setzt man
die Pramie zu niedrig an, verliert man Geld da man weniger einnimmt als ausgibt.

Sei nun Rr(,x) : R” — R die Risikofunktion gegeben durch

Ry (9,%x) = Ey [L(ﬁ,T(X))] =

Definition 4.3. Baye’sche Riskoschitzer von T mit Anfangsverteilung U(9):

Ry (x) ::/DRT(ﬁ,X) au (v).
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Ziel ist es nun, einen Schétzer fiir mu (@) zu finden, der die Risikofunktion Ry (x) minimiert.

Im weiteren fithren wir folgende Notation ein. Sei g : R — R eine (konvexe) Funktion. Das mathema-
tische Zeichen mingcg g(x) ist jedem (hoffentlich) hinreichend bekannt. Uns aber interessiert nicht der
Wert des Minimums sondern an welchen Punkt € R das Minimum angenommen wird. Dieser Wert
wird mit arg min bezeichnet. Genauer: Sei D C R und gilt Z € D und ¢(Z) < g(«) fiir alle € D, dann
schreiben wir & = arg min,c pg(z).

Definition 4.4. Der Baye’sche Schitzer von T ist gegeben durch

T'(x) := arg minpgn_,p Rr(x),
wobei das Minimum tber alle moglichen Abbildungen T : R™ — R genommen wird.

Mit dieser Definition ist T(x) genau unserer Bayescher Schéitzer den wir schon in unseren vorherge-
henden Kapitel kennengelernt haben. Die Frage ist, welche Art von Abbildung 7" : R™ — R den Ausdruck
Ry (x) minimiert. Um das Minimum zu berechnen, ist dir Grofie Rp(x) nach T zu differenzieren und zu
untersuchen fiir welches 7" die Ableitung gleich Null wird. Die Transformation 7" muss also so beschaffen
sein, dass folgenden Ausdruck auf Null abgebildet wird:

(T'(x) = u(0)) dFy (1) -- - dFy(xn) u(D).

Eine kurze Rechnung ergibt:

T(x) = MO dFo(@1) - dFy () AU ()
[pe dFy(x1) - dFy(an) u(v)

Das heifit T'(x) wo T wie oben definiert ist, ist genau der Wert der Rp(x) minimiert, und deswegen der
Bayes’sche Schétzer der Pramie, also

(2.4)

fD@ w(V) dFy(x1) - - - dFy(zy) dU(0)

erayes o
[ dFy(w1) - dFy(an) dU (V)

Damit héngt die genaue Gestalt von T noch von den Verteilungsfunktionen Fy und U ab.

ii Die Preiskalkulation Der Versicherung
Im néchsten Schritt mochten wir die genauen Preiskalkulation der Préamien aufzeigen. Sei nun N; die
Anzahl der Forderungen und X; die Gesamtforderung eines Versicherungsnehmer in Euro im j-ten Jahr.
Modellannahmen:
1. Gegeben sei das Risikoprofil ¥ des Autofahrers. Dann gilt
EX,;|©=9]=C-E[N; |0 =9

wobei C' nur von der PS-Zahl des Autos abhéngt und E[N; | © = 9] vom Fahrer (bzw. dessen
Risikobereitschaft) anhédngt.

2. Gegeben ist © = ¢, dann sind die {N, : j = 1,...,n,n + 1} unabhingig und Poisson verteilt mit
Parameter 9, i.e.
191@

oV
k!

3. Die Zufallsvariable © ist Gamma verteilt mit Parametern v und 5. Genauer, die Dichtefunktion

lautet 5
v —1,—89
u(v) = {% Pt 90,

0 sonst .

fo(N;) =P(N;=k|O0=19)=¢




4. BAYES’SCHE INFERENZ: BEISPIELE UND KLASSEN:

Bemerkung 4.2. Es gilt

E[©] = % und Var[O] = %
Durch eine kurze Rechnung lésst sich folgendes zeigen
oo ) ok
E[N,i1|©=9] = ZP(NnH:M@:ﬁ)%:Ze_ﬁH-
k=0 k=0

e A —9 09
= 196 Z m = 196 e = 7.9
k=1
Damit kénnen wir folgendes Beweisen:

Proposition 4.1. Unter den oben genannten Annahmen gilt

pind — E[N,,|0] =6,

zpcoll — FElO] = 1,
[©] 3
v + Z’r}ZI NJ N Y
«Pbayes — J =aN + (1 — -,
gan SN TU-ag
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wobei v =n/(n+ ) und N = + Z?:l N;. Weiters gilt fiir die Abweichung der geschitzten Prdmie zur

ergentlichen Prdmie

E[(PPeres —0)°] = (1 - a) E | (P! - ©)°] = aE [(N - 0)?].

Beweis: Die Punkte (b) und (c) folgen aus den Modellannahmen. Die GroBen P4 und P kann man
direkt durch das Einsetzten der Verteilungsfunktion Fy und Bemerkung 4.2 berechnen. Der Bayes’sche
Schétzer ist etwas komplizierter zu berechnen. Es gilt ja fiir den a’posteriori Dichtefunktion von ©

(N =(MNy,...,N,))

u(@) - [Tj=y fo(N))
fooo (19) ’ H?:l fﬂ(Nj) di

BT gv=1g=B1V . Hr} . =0 9N
=

u(@ | N)

c

_ r'(v) Nj!
o 00 n Nj
IN rﬁzjy) 9r=te=BY T e? 1]9\,1_! d

§771€7ﬁ§ . H?:l 6719 1_9Nj

JoS 0rteFO [[j=, e oM o’

Da gilt

n
H 6719 19Nj — 677“97_92?:1 Nj,

=1
und

[ oSN ie ) — (54w B N + 30 N)

0 =

kommt man nach einiger Rechnung und unter Beniitzung von Gleichung (2.4) auf
99T =1 Ni—1 = (B+n)9

o~ = [ : dd.
N /o (B+n) 7722 M0 (y + 37, N))
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Man sieht leicht dass die Dichtefunktion innerhalb vom Integral, i.e. ¥ — YT = Ni=le=(B+n)9 wieder
einen Dichtefunktion der Gamma Verteilung ist, allerdings mit den neuen Parametern

und
B =pB+n.

Da der Erwartungswert einer Gamma verteilten Zufallsvariable der Quotient der beiden Parameter ist,
folgt fiir den Schétzer

T(N) = 1 2=t +BZJ:‘RI N

Einsetzten der Daten - Schitzen der Parameter 7 und 5: Wir haben jetzt die Struktur des
Schéatzers T abgeleitet, aber in Abhéngigkeit der beiden Grofen o und . Diese ist ja die a’priori
Abschétzung von ©. Die Parameter werden aus allen Daten geschétzt, da man hier am meisten Da-
ten zur Verfiigung hat. Bichsel hatte folgende Daten aus dem Jahre 1961 zur Verfiigung:

k|0 1 2 3 4 516 Total
N (k) = # Polizen
mit k Forderungen | 103 704 | 14 075 | 1766 | 255 | 45 | 6 | 2 | 119 853

Die Gesamtanzahl war also I = 119853. Man hat also Paare {(©;, N(i)) :i=1,2,...,I}, wobei ©; die
Risikobereitschaft und N®) die Anzahl der Unfille im Jahre 1961 des i-ten Fahrer sind. Man kann nun
a und [ auf verschiedene Arten schitzen. Bichsel beniitzte die Momentenmethode. Dass heifit er schéitze
im ersten Schritt den Mittelwert und die Varianz der Grundgesamtheit des Samples:

I
1 )
(0 = — (7’):
i(N) i ;:1 N 0.155
und
1 I
td(N)2 = —— NS (ND — 3(N)?2 =0.179.
Std(N) 1_1;:1( (V)= = 0.179

Andererseits wissen wir auf Grund des Satzes der vollstiandigen Wahrscheinlichkeit
pn =E[N]=E[E[N | ©]].
Ist © gegeben, so ist N exponential verteilt mit Parameter ©. Damit ist E[N | ©] = © und somit gilt
pun =E[O].
Nun wissen wir dass aufgrund der Modellannahme (¢) © Gamma verteilt ist also

MNZz
B
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Ahnlich gilt fiir die Varianz
Std*(N) = Var[N]=E[E[N?]| 6] - E[EN | 0]]> = E[E[N? | ©]] - E[E[N | ©]%] + E[EN | ©]]?
E [E[N? | ©] - (E[N | ©])*] + E[(E[N | ©])%] - E[N]].
Der bedingte Erwartungswert ist auch eine Zufallsvariable, genau genommen gilt

EIN|©]: 2 — R
w +— E[N|O(w).

Rechnet man die Varianz des bedingten Erwartungswert aus, kommt man auf
Var(E[N | ©]) = E(E[N | ©] - EE[N | ©])* = E (E[N | ©])* ~E[E[N | ©]]* = E(E[N | 6])* - E[N]*.
Auf der anderen Seite, ist die bedingte Varianz

Var[N |Ow)]: Q@ — R
w +— Var[N | O(w)],

definiert durch
Var[N | 0(w)] = E (N = (EIN | ©))* | 0] =E[N? | ©] - (E[N | ©])*.

Beachte, die bedingte Varianz ist wie der bedingte Erwartungswert eine Zufallsvariable. Setzt man die
bedingte Varianz und den bedingten Erwartungswert oben ein kommt man auf
Std*(N) = E[Var[N | ©]] + Var[E[N | O]

Mit Hilfe der Annahme (b) ldsst sich Var[N | ©] und die Varianz von E[N | ©] berechnen. Genauer
gesagt, is N exponential verteilt mit Parameter © ist der Erwartungswert und die Varianz gleich ©. Es
gilt daher

Var[N]= = E[O]+ Var[O].
Aus Modellannahme (c) folgt, dass
v 1)
Var|N|= = S |1+-5].
V] B ( B

In der Momentenmethode setzt man nun den geschitzten Wert gleich den theoretischen Wert, bzw.
[(N) gleich p(N) und Std (V) gleich Std (V). Damit erhdlt man zwei Gleichungen mit zwei unbekannten
(ndmlich v und f). Diese Rechnung fithrt zu (wir versehen hier die geschétzten Werte mit einen Hiitchen)

|

! 0.1555, J (1 n l) —0.179,
B B

=

und somit R
4=1.001 wund p =6.458.

©

Verifikation des Modells Setzten wir die unbekannten Parameter § und + fiir die Bayes Schétzer
ein, so erhalten wir
v+ Z?:l N;

B +n '
Jetzt ist die Frage zu klaren, ob die Modellannahmen auch passen. Dazu vergleichen wir zuerst die empiri-
sche Verteilung mit der theoretischen Verteilung. Dabei vergleichen wir das Modell mit Modellannahmen

(a), (b) und (c¢) (im weiteren genannt Modell (A)) mit einem Modell ohne Risikoklassen, also folgenden
Modellannahmen:

erayes _



28 KAPITEL 2. BAYES’SCHE STATISTIK UND BAYES'SCHE FILTER

Modellannahmen des Modells B: Die Anzahl N der Schadensmeldungen pro Jahr ist Poisson
verteilt mit einem fixen Parameter .

Schitzt man A mit dem Mittelwert ab, erhilt man A = 0.155.

Fiir Modell (B) gilt also

B i —J\;\k
D :]P(N :k):e T

Multipliziert man p£ mit der Anzahl der Kunden, bekommt man die Werte in der Tabelle ??.
In gleicher weise kann man sich die Werte fiir das Modell A ausrechnen. Zuerst berechnen wir p;?.

pic P(N“):k):/OOOP(N@:m@:ﬁ) u(9) dv

= /OO ﬂmflefﬁ%*ﬂ—k dv
0 F(V) k!

Y o0
Fﬁ('y)% /0 9 em BTy 4 g — 1) dy

__Ty+k)
(B+1)YVTE

(ﬂrfl;fzk! ((ﬁ f 1)”)7 ' (ﬁ)k
= <7+Z_1>p7(1—p)k, mitp = —

Das heifit es kommt eine negative Binomial Verteilung heraus. Multipliziert man wiederum p,‘? mit der
Anzahl der Kunden, bekommt man die Werte in der Tabelle ?7.

B+1

Poisson Negative Binomial
k | beobachtete | (A =0.1555) | (v = 1.001, 8 = 6.458)
0 | 103 704 102 629 103 757
1114075 15 922 13 934
2 | 1766 1234 1871
3| 255 64 251
4145 3 34
416 0 5
6|2 0 1

Man sieht sehr schon, das Modell A recht gut passt.
OO

Bichsel beniitzte dieses Modell und die obigen Daten als Basis um das Bonus Malus System fiir
Autofahrer in der Schweiz zu konstruieren, die Pramie der Autofahrer die weniger als halb soviel Unfille
hatten als im Durchschnitt wurde halbiert. Mittlerweile wurde das Verfahren weiterentwickelt aber es sind
dhnliche Uberlegungen die zum heutigen Bonus Malus System fiihren. Nihere Information ist nachzulesen

bei [?].
5 Konjugierte Klassen von Verteilungen

Wir haben im vorigen Beispiel gesehen, dass sich die Modellannahmen (b) und (C), i.e. N Poisson und ©
Gamma-Verteilt wunderbar ausgehen. Dies ist nicht immer der Fall. Es gibt Verteilungen die wunderbar
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zusammenpassen, und Verteilungen, die analytisch sehr aufwendig sind. Passen Verteilungen sehr gut
zusammen heiflen diese Verteilungen konjugiert.

In diesem Kapitel werden wir kurz die Verteilungen die sehr gut zusammenpassen aufzéhlen und
vorstellen.

1 Der Binomial — Beta Fall

Ein Betrieb produziert Werkstiicke . Diesen Werkstiicke werden von verschiedenen Maschinen produziert
jede Maschine hat eine bestimmte Ausfall Rate. Diese Ausfallrate kann bei verschiedenen Maschinen
unterschiedlich sein. Allerdings hat jede Maschine eine konstante Ausfall Rate die nicht in der Zeit
variiert. Die Aufgabe ist es diese Ausfallrate in Abhéingigkeit von der Maschine zu schétzen.

Mathematisch gesehen, hat man verschiedene Gruppen von Werkstiicken. Man ist an der Wahrschein-
lichkeit des Auftretens eines Schadenfalles innerhalb einer bestimmten Gruppe interessiert. Hier nehmen
wir an dass jedes Werkstiick (Element) der Gruppe (oder Klasse) mit gleicher Wahrscheinlichkeit defekt
wird und das dies unabhiingig von den anderen Gruppenelementen passiert. Auch nehmen wir an dass
ein Element in Falle eines Defektes oder Schadenfalls die Gruppe verlésst.

Wir fithren nun folgende Zufallsvariable ein: Fiir ein fixes Jahr j und Maschiene sei

e N = j die Anzahl der Schadensfille innerhalb einer Gruppe;
e V = j die funktionierenden Werkstiicke am Anfang des Jahres j;
e und X := g—; = die empirische Wahrscheinlichkeit dass ein Werkstiick defekt wird.
Zur Zeit n sind alle Zufallsvariablen mit Index kleiner oder gleich n bekannt. Wir sind nun an

NnJrl

XnJrl -
Vn+1

interessiert. V,,41 is bekannt, aber N, ;1 ist unbekannt. Das heiffit wir miissen eine Methode finden um
N, +1 zu modellieren.

Modellannahmen:

e Unter der Bedingung dass der Parameter ¥ gegeben ist, sind die N;, j = 1,2,... unabhéngig und
binominal verteilt, i.e.

P(N;=k|P=1)= (V"k“) 9F(1 — )V

e Der Parameter O ist Beta(a, b) verteilt mit a,b > 0, bzw.

1
¥) = 91—, 0<Y <t
u’( ) B(a, b) ( ) ? — — ?
wobei gilt B(a,b) = FEZZ_FZ)(;’).
Bemerkung 5.1. e Die ersten beide Momente der Beta Verteilung lauten
EO = -~ Var(0) = ab
Ca+b’  (I+a+b)(a+b)?

e Wir wollen den disablement probability schdtzen;

e Die Familie der Beta Verteilungen die mit a und b beschrieben werden ist ziemlich gross.
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Proposition 5.1. Unter den obigen Modellannahmen gilt

Fird = E[X,,,]0] =0,

Fcoll — REE[O] = a
[©] a+b
a—l—zi N _ a

FBayes — Jj=1""J = aN 1—

arbryr v, =)y

N Zﬂfl N;j Zﬂflvj
wobei gilt N = 22— o= S
Zj:1V7' a+b+2j:1v3

Der quadratische Verlust des Schitzers FBes betrigt

E(FPwes — 0)2 = (1 — )E(F! — ©)? = aE(N — 0)2.

ii Der Normal Normal Fall

Angenommen eine Maschine produziert Bauteile einer bestimmten Linge L. Die Maschinen miissen
adjustiert werden, dabei passiert es ofters das die Lange der Bauteile die erzeugt werden variieren, d.h.
um einen Mittelwert schwanken. Wird so ein Bauteil gemessen, gibt es aber Messfehler, bzw. passieren
bei der Produktion Fehler. Wir fithren nun folgende Zufallsvariable ein: Fiir das jte Bauteil gilt sei

e [; die Lénge des j ten Bauteils

e die Maschine produziert Bauteile der Lénge ©

Modellannahmen:

e Unter der Bedingung dass der Parameter ¥ gegeben ist, sind die L;, j = 1,2,... unabhéngig und
normal verteilt mit Mittelwert ¥ und Varianz o2, i.e. L ~ N (¢,0.01).

e Der Parameter O ist Normalverteilt mit Mittelwert p und Varianz 72.

Proposition 5.2. Unter den obigen Modellannahmen gilt

Pl — E[X,.1|0] =0,
Pcoll _ E[@] =u,
™+ o? (Z’? X')
ayes Jj=1 J vV
pBayes ol =aX+(1—-a)u
- 1 n
wobei gilt X = — X, a=—.
g n; J nZ 1 Z_i

Der quadratische Verlust des Schitzers FBes betrigt

E(FBayes _ @)2 _ (1 o Q)E(Fcoll _ @)2 _ OAE(X _ @)2

iii Pareto Gamma Fall

Eine oft gemachte Annahme in der Versicherungsmathematik ist, dass die Betrédge von verschiedenen
Forderungen die grofler als eine bestimmten Schwellenwert zy sind, Parteo verteilt mit einen bestimmten
Parameter « sind. Dass dies eine sinnvolle Annahme ist, ist in Kapitel iiber seltene Ereignisse nachzulesen.

Einerseits, haben Versicherungen zumeist schon eine Idee wir grof§ der Parameter sein wird, oder
wie dieser verteilt ist. Andererseits, kann der Versicherer Information von vorhergehenden Forderungen



5. KONJUGIERTE KLASSEN VON VERTEILUNGEN 31

nutzen. Die Frage die hier auftritt, wie gut kann man beide Informationen kombinieren um ein moglichst
guten Schétzer fiir o zu erhalten.

Sei x = (x1,x2,...,%,) ein Vektor wobei im Vektor nur die Forderungen stehen die einen bestimmten
Schwellenwert ¢ iiberschreiten (Riickversicherer). Wir nehmen aus oben genannten Grund an, dass z;
identisch und unabhéngig Pareto verteilte Zufallsvariablen mit Parameter 6 sind, also

xzj ~Par(d), j=1,...,n.

mit Dichte

und Verteilungsfunktion

Eine kurze Rechnung ergibt fiir die Momente

0
0) = ro——
1 (6) Tog

6>0, und o2 () :x%+, 0> 2.

@—-1)"(0-2)
Um vorhandene Informationen miteinzubeziehen, nehmen wir an, dass der Parameter 6 selber eine Zu-
fallsvariable ist, mit Verteilungsfunktion U(6). Hier nehmen wir an, dass U(f) einer bestimmten Klasse
von Verteilgungsfunktionen zugehort und zwar allen Verteilungsfunktionen der folgenden Familie von
Verteilungsfunktionen:

;- , o [~ (T
U =S ux s ux (0) ~ 0" exp Zln(%) 0

Jj=1

Die Familie U’ besteht aus I'-Verteilungen. Das heifit die natiirliche Wahl als Ausgangsmenge ist die
Famile aller Gamma Verteilungen, i.e.

/87’
I (r)

Da die Summe zweier I verteilten Zufallsvariablen wieder eine I" verteilte Zufallsvariable ergibt, ist leicht
zu sehen, dass die zu U konjugierte Klasse von Verteilungsfunktionen Pareto Verteilungen sind. Genauer,

U= {Verteilung mit Dichte u (0) = 0" exp (—ﬂo)} : (2.6)

F ={(x0,0) : 6,20 > 0}

Hat man jetzt als Liklihoodfunktion (2.5) und a-priori Verteilung gegeben durch (2.6), erhélt man als
a’posteriori Verteilungsfunktion eine Verteilungsfunktion mit Dichte

Ux (0) N@'Y‘i’nflexp — [34—2111 <i—g) 9
7j=1

Vergleicht man die Parameter mit den Parametern eine I'-Verteilung so sieht man dass u, wieder eine
I'—Verteilung ist mit Parametern

"=v+n and B =8+ 1n<ﬁ)
7Y =7 g =5 ; -
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Der Bayes Schiitzer fiir © ist gegeben durch

6= Eex = ytn (2.7)

()

Der Bayes Schitzer (2.7) kann leicht umgeschrieben werden. Dazu definieren wir zuerst den Maximum
Liklihood Schétzer des Parameters einer Paretoverteilung, falls keine Vorinformation vorliegt. Dieser ist
gegeben durch

Mit oben kann man (2.7) umschreiben zu

@:OééMLE+(1—OL)

®[=2

mit
-1
Zj Zj
= _— 1 _—
= (2 (2)) 2 2n(2)

Das heisst der Bayes Schétzer von O ist ein gewichteter Mittelwert vom Maximum Liklihood Schétzer
der Paretoverteilung gegeben die Daten x und den Erwartungswerty der a’priori Verteilung.

iv. Gamma - Gamma:
Wir beobachten Zufallsvariable X;, 7 =1,2,... die bedingt Gamma verteilt sind mit Parameter ©. Der
Parameter O ist wiederum Gamma verteilt mit zu schitzenden Parameter.

v Geometrisch Beta:

Wir beobachten Zufallsvariable X;, j = 1,2,... die bedingt geometrisch verteilt sind mit Parameter O.
Der Parameter © ist Beta verteilt mit zu schidtzenden Parameter.



Kapitel 3

Risikotheorie

1 Mathematische Modellierung von Risiken

Betrachten wir ein Versicherungsunternehmen. Bei Eintreten des Versicherungsfalles entsteht dem Ver-
sicherungsunternehmen ein Schaden und es muss den vertraglich vereinbarten Betrag an den Versicherungs-
nehmer auszahlen. Jedoch kommt es nicht bei jedem Vertrag oder Police des Unternehmens zwangsléufig
zur Auszahlung und die Hohe der Auszahlung ist in den meisten Féllen auch nicht vorher festgelegt. Der
verursachte Schaden jedes Vertrages kann als ein Wert betrachtet werden, der dem Zufall unterworfen
ist.

Eine Firma hat einen groflen Maschinenpark. Es kommt immer wieder zum Ausfall einiger Maschinen,
die Reparatur verursacht Kosten. Die Kosten sind aber je nach Schadensart verschieden und kann man
im allgemeinen nicht vorhersagen. Dabei modelliert man die Kosten als Zufallsvariable, die nur negative
Werte annnehmen kann. Relevante Fragen fiir die Firma sind z.B. wie grof} die Riicklagen sein mindestens
sein miissen, um mit einer 99.9 prozentiger Sicherheit den Schaden ohne Kredite aufzunehmen bezahlen
kann.

Dazu wird im Folgenden als relevante Zufallsvariable meist der innerhalb der vorgegebenen Zeitpe-
riode entstandene Schaden bzw. Verlust V' betrachtet. Ein finanzieller Verlust bzw. eine Schadenshohe
wird dabei durch einen positiven Wert und ein finanzieller Gewinn durch einen negativen Wert von V' be-
schrieben. Diese Konvention ist im Zusammenhang mit finanziellen Risiken zunéchst etwas gewShnungs-
bediirftig, besitzt aber auch dort einige Vorteile, z. B. kann man in Bilanzsimulationen positive Werte
von V' als erforderliches Sicherheitskapital interpretieren.

Alternativ ist es aber auch moglich, unmittelbar die Zufallsvariable V' zu betrachten, also Gewinne
mit einem positivem Vorzeichen zu versehen und Verluste mit einem negativen. In der Literatur kommen
beide Vorzeichenkonventionen vor, je nachdem ob eher Schiden / Verluste oder mégliche Gewinne im
Mittelpunkt der Betrachtung stehen.

Mathematisch gesehen definiert man ein Risiko (bzw. ein Portfolio an Risiken) als nicht negative
Zufallsvariable.

Definition 1.1. FEine nicht negative Zufallsvariable X heifit Risiko. Fine Menge {Xy : k = 1,...} von
Risiken Xy, heifst Portfolio.

Im individuellen Modell eines Versicherungsunternehmens lésst sich ein Risiko X} als der Schaden
interpretieren, der sich aufgrund des k-ten Versicherungsvertrages (Police) in dem betrachteten Zeitraum,
z.B. ein Jahr, ergibt. Offensichtlich ist dann die Gesamtsumme, die das Versicherungsunternehmen in
einem Jahr auszahlen muss, gleich der Summe S,, der Risiken X;,---, X,,.

Wir werden in unserer Vorlesung auf folgende Punkte ndher eingehen

Schadenshéheverteilungen fiir Einzelschdden Die Schadenhdhe pro eingetretenem Schadenfall fiir
ein Einzelrisiko X, k = 1, ..., wird durch eine nichtnegative Zufallsvariable X bzw. durch ihre zugehorige

33



34 KAPITEL 3. RISIKOTHEORIE

Wahrscheinlichkeitsverteilung beschrieben. Meist wird sie zeitunabhingig modelliert. Die Dimension der
Zufallsvariablen ist in der Regel eine Geldeinheit, etwa Euro. Das zu modellierende Einzelrisiko kann
beispielsweise eine in der Produktion eingesetzte Maschine, ein versichertes Kraftfahrzeug oder etwas
allgemeiner aufgefasst auch ein Kredit sein (wobei bei einem Kredit der Schadenfalls durch eine nicht
ordnungsgemifle Bedienung der Zahlungsverpflichtungen durch den Kreditnehmer eintritt).

Schadensanzahlverteilungen Die Anzahl von Schiiden gleichartiger Risiken (z.B. von gleichartigen
Maschinen in einer Fabrik, Kfz in einem homogenen Versichertenkollektiv) innerhalb eines vorgegeben
Zeitraums (z. B. ein Jahr) wird durch eine nicht negative ganzzahlige Zufallsvariable N beschrieben.
Allgemeiner beschreibt N(t) die Anzahl der Schiden im Zeitraum [0,¢]. Etwas weiter gefasst tauchen
Schadenanzahlverteilungen auch bei der Modellierung von Kreditausfiillen in einem homogenen Bestand
von Krediten auf.

Schadensanzahlprozesse Spielt die Zeit eine wichtige Rolle, modelliert man die die Schadensanzahl
durch einen Schadensanzahlprozess, bzw. stochastischen Prozess

N :[0,00) xQ — Ny
(t,w) — N(tw).

Das bedeutet, dass gewisse Regeln fiir die mogliche Abfolge von Schadensféllen im Zeitverlauf aufgestellt
werden; d.h.. die Schadensanzahl fiir zukiinftige Zeitrdume wird etwa in Abhéngigkeit von den zuvor
eingetretenen Schadensfillen modelliert (im Sinne bedingter Wahrscheinlichkeiten).

Gesamtschadenverteilungen Eine Gesamtschadenverteilung gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der gesamten Schadenshshe S bzw. S(t) einer bestimmten Gesamtheit (eines sogenannten Kollektivs)
von Risiken im Zeitraum [0, ¢] an, beispielsweise die Kfz-Schiiden in einem Fuhrpark mit mehreren Fahr-
zeugen. Sie ergibt sich grob gesprochen aus der Schadenanzahl Verteilung und der Schadenshohenver-
teilung pro Einzelschaden. Eine explizite Bestimmung der Gesamtschadenverteilung aus diesen beiden
Grundbausteinen ist allerdings nur in einfachen Spezialfillen moglich, vor allem wenn allgemein auch
Zusammenhinge (z.B. Korrelationskoeffizienten) der Einzelrisiken u. A. zu beriicksichtigen sind.

Renditeverteilung Bildet ein Bauunternehmen Riicklagen und legt diese an, werden diese zu einen
bestimmten Zinssatz verzinst. Ahnlich legt ein Versicherungsunternehmen die Préimien an, z.B. kauft es
griechische Staatsanleihen. Das Problem ist, dass die Verzinsung, bzw. Rendite nicht fest sind sondern
auch vom Zufall bestimmt ist. Eigentlich miisste man dies auch miteinbeziehen, aber hier in unseren
Skript nehmen wir an, dass der Zinssatz fix ist.

Gesamtrisikoprozess Ahnlich wie Gesamtschadenverteilungen mehrerer Einzelrisiken kann man auch
die Gesamtwertverteilung verschiedener unter Risiko stehender Wertobjekte berechnen, z. B. beziiglich
des Gesamtwerts eines Wertpapierportfolios. Noch allgemeiner kénnte man beispielsweise auch den
zukiinftigen Gesamtwert eines Unternehmens modellieren, indem alle relevanten Schadensprozesse, Preispro-
zesse u. A. in einer Gesamtbetrachtung zusammengefiihrt werden. Dies kann allerdings wegen der Viel-
zahl zu beriicksichtigender Faktoren beliebig kompliziert werden und ist in der Regel nur unter starken
Modellvereinfachungen durchfiihrbar.

i Verteilungsmodelle fiir Einzelschiden

Im Folgenden werden verschiedene konkrete Verteilungsmodelle zur Modellierung der Schadenshéhe (syn-
onym: Schadensumme) einzelner Schiden betrachtet. Fiir Schadenhshenverteilungen kommen in erster
Linie stetige Modelle infrage bei denen die Verteilung also durch eine sogenannte Dichtefunktion f(x)
beschrieben wird, welche in dem vorliegenden Kontext zudem nur fiir £ > 0 von null verschiedene Werte
besitzt.
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Des Weiteren hingt der einzusetzende Verteilungstyp davon ab, ob es sich grundsétzlich um Scha-
denart handelt, bei der nur kleinere oder mittelgroie Schiden moglich sind, wie etwa der Kfz-Kasko-
Versicherung, oder ob Grofischdaden moglich oder gar wahrscheinlich sind, beispielsweise in der Industrie-
Haftpflichtversicherung (Haftpflichtversicherung fiir Unternehmen) oder der Riickversicherung (Versiche-
rung fiir Versicherungsunternehmen) von Natur Katastrophen.

In der Praxis spricht man von Grofischadenbestéinden, wenn die Summe eines kleinen Teils der be-
obachteten Schiden einen groflen Anteil in der Summe aller Schiden ausmacht. Sind X7, X5, ... X, die
beobachteten Schiéden und x(1),z(2),...x(n) die nach ihrer Grofie geordneten Schiiden, so spricht man
beispielsweise von einem Grofischadenbestand, wenn fiir ein m < 0.2n

m n

> a(i) > 08) X,

i=1 =1

also wenn 20 Prozent aller Schiden mindestens 80 Prozent des Gesamtschadens ausmachen.

Kleinschadenverteilungen kommen z. B. auch bei Versicherungen mit Selbstbeteiligung vor. In diesem
Fall ist besonders offensichtlich, dass Kleinschidden in der Regel durch eine feste Schadenobergrenze
charakterisiert sind. Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung hat also einen beschrankten Trager
(Bereich mit Dichtefunktion f(z) # 0). Ferner bieten sich Verteilungen mit beschrinktem Triger an,
wenn Schadenquoten modelliert werden, d.h. wenn Schiden prozentual zu einer Bezugsgrofie angegeben
werden (iiblich z.B.: Versicherungsleistungen bezogen auf Beitragseinnahmen).

Risiken, die typischerweise mit Schédden im kleinen und mittleren Bereich verbunden sind, zeichnen
sich dadurch aus. dass die zugehérigen Schadenverteilungen einen schmalen Tail besitzen (falls nicht
ohnehin eine feste Obergrenze vorliegt). Das heifit, im auslaufenden Ende der Wahrscheinlichkeilsvertei-
lung befindet sich relativ wenig Wahrscheinlichkeitsmasse. Demgegeniiber haben Grofischadenverteilun-
gen einen breiten Tail, sie besitzen also relativ viel Wahrscheinlichkeitsmasse im auslaufenden Ende der
Verteilung; man spricht auch von Fat-Tail- oder Heavy-Tail-Verteilungen. Der Begriff der Heavy-Tail-
Verteilung wird nicht einheitlich verwendet. In den meisten Fillen (auch hier) versteht man darunter
eine Verteilung, deren Tail-Wahrscheinlichkeiten P(X > x) = 1 — F(z) fiir * — oo langsamer als jede
exponentiell fallende Funktion gegen null konvergieren.

Definition 1.2. Fine Verteilung Q auf (RT; B(R™)) ist heavy-tailed, falls gilt:

/ exp(sz)Q(dx) = oo fiir alle s > 0 :
R+

Maflgeblich fiir die Risikomodellierung ist auler einer Annahme zur grundsétzlichen Form des Tails
die Auswahl diverser charakteristischer Verteilungsparameter (Lage-, Form- und Skalenparameter), wie
im Folgenden bei den einzelnen Verteilungsmodellen néher erldutert wird.

Wir werden spéter sehen, dass bei Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die eine hohe Tail-Wahrscheinlichkeit
besitzen, der Erwartungswert oder die Varianz sehr wenig aussagen. Dazu folgendes Beispiel.

Beispiel 1.1. Sei X normalverteilt mit Varianz o = 0.092298493674638 und Mittelwert v = 1,1185.
Dann gilt P (X — pu < 50) < 2.866-107". Sei Z eine Log Normalverteilte Zufallsvariable mit Parameter
v = 7.64 und 0 = 26.68. Beide Zufallsvariable haben den gleichen Erwartungswert und die gleiche
Varianz. Im zweiten Fall gilt aber P(Z — p < 50) < 0,158045336794519. D.h. die Wahrscheinlichkeit
dass ein Wert mehr als 5 - 0 vom Mittelwert abweicht ist nicht zu vernachlissigen !

Hier eine kurze Klassifizierung von Verteilungen:
Beispiel 1.2. e Die Lognormalverteilung ist heavy-tailed.

e Die Normalverteilung ist nicht heavy-tailed.

e Die Gammaverteilung ist nicht heavy-tailed.

e Die Inverse-Gauss-Verteilung ist nicht heavy-tailed.
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e Die Cauchy und Pareto Verteilungen sind heavy tailed.

Bemerkung 1.1. e Oft modelliert man die Risikoverteilungen mittels der Gamma und Inverse-
Gauss-Verteilung, obwohl diese nicht heavy-tailed sind. Dies kann trotzdem sinnvoll sein, wenn z.B.
keine Schiden extremer Hohe zu erwarten sind oder wenn bei der Modellierung andere Aspekte im
Vordergrund stehen. Die Lognormalverteilung ist heavy-tailed, modelliert also realistisch auch das
Vorliegen von Grofischdiden.

e Fiir eine heavy-tailed Verteilung Q mit Verteilungsfunktion F gilt:

limsup exp(sz)(1 — F(x)) =1

Tr—r00

fiir jedes s > 0.

Eine notwendige Bedingung fiir eine Verteilung, um heavy-tailed zu sein, gibt das nachfolgende Lem-
ma an.

Lemma 1.1. Es sei Q eine Verteilung auf (RT; B(RY)) mit Verteilungsfunktion F. Falls

lim sup - In(1 - F(z)) =0,
T—00 T

gilt, dann ist QQ heavy-tailed.

Eine weitere Klasse von Verteilungen und mit denen Grosschidden modelliert werden, sind die subex-
ponentiellen Verteilungen:

Definition 1.3. Fine Schadenhdhenverteilung Q heifit subexponentiell, wenn fiir alle x > 0 die Bezie-
hung Q((z,00)) > 0 gilt und wenn

()

Q)

qgilt.
Beispiele von Grofischadensverteilungen, bzw. subexponentielle Verteilungen sind
e Die Pareto verteilung Par(a, 1);
e Die Weilbull verteilung mit Parameter 8 < 1
e Die Lognormalverteilung mit Parametern y und o.
e Die Gumbel Verteilung ist subexponentiell;
Fiir ndhere Information siehe Skriptum von Hipp (Risikotheorie) und das Buch von Kliippelberg, Mikosch

und Embrechts (Modeling extremal events).
auch « stabile Verteilungen und domain of attraction !!!

Charakterisierung von Verteilungen: qqg-plot - vergleich zweier Verteilungen (Heavy tail, exrtrem
value

Definition 1.4. Die Mean excess function (MeF) einer Zufallsvariablen ist gegeben durch

e(u) = E[X—u|X >ul.
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Exponentiell, Erlang und Gammaverteilung
Weilbull Verteilung

Logarithmische Normalverteilung
Log-Gamma Verteilung

Pareto Verteilung

Inverse Gauf3verteilung

Die Aufgabe des Unternehmens ist die Einzelverteilungen der Kosten eines Schadens mit Hilfe der Sta-
tistik zu analysieren und den Verteilungstyp festzulegen. Hier ist es wichtig zu analysieren, welchen Typ
die Verteilung hat, ob es eine heavy tailed, oder subexponentielle Verteilung ist. Im weiteren nehmen
wir an, dass ein Portfolio { X}, : k € N} existiert, wobei die Verteilung Fx der Einzelschiiden bekannt ist,
d.h. es gilt Xy ~ Fx, ke N.

ii Modellierung der Schadenszahl

Betrachtet man die Anzahl der Maschienenausfillen und daraus anfallenden Kosten innerhalb eines
Jahres ist nicht nur die Verteilung der Kosten wichtig, sondern auch die Anzahl der Ausfille. Dies wird
durch eine ganzzahlige Zufallsvariable

N:Q — Ng
w = N(Ww)

modelliert.

Es gibt mehrere Moglichkeiten die Anzahl der Schéden in einen Zeitintervall gegebener Lénge zu mo-
dellieren; bzw. hat man mehrere Verteilungen zur Verfiigung die Anzahl der Schiden zu modellieren. Im
den folgenden Kapiteln werden wir einigen Beispiele fiir solche Schadensanzahl Verteilungen vorstellen.

Bernoulliprozess und die Binominalverteilung

Beim Bernoulli prozess geht man davon aus, dass in einem (kleinen) Zeitraum der Linge 1 (z.B. ein
Tag) hochstens ein Schaden auftreten kann, und zwar mit konstanter Wahrscheinlichkeit p;, d.h die
Schadenseintrittwahrscheinlichkeit hdngt nicht von der Vergangenheit ab.

Fixiere T' € N. Fiir die Schadensanzahl N(T') nach T' Zeitperioden ergibt sich somit eine Binominal-
verteilung , also N(T') ~ Bin(T’; p). Fiir die Wahrscheinlichkeit von n Schiiden in einem Zeitintervall der
Léange T gilt also

T 7 —Nn
POV(T) = m) = pulD) = (1) 9" (1=
Fiir zwei unabhéngige Einzelverteilungen gilt
N; ~Bin(Ty;p) (i =1,2) = Ny + Ny~ Bin(T} + Tz;p)

D.h. fasst man zwei Zeitperioden [0, 7] und [Ty, Ty + T3] mit identischer Schadenseintrittswahrschein-
lichkeit p zusammen, so erhédlt man unter der Annahme der Unabhéngigkeit der Zeitperioden fiir den
Gesamtzeitraum [0,T) + T»] wieder eine Binominalverteilung mit Parameter p. Es wird also vorausge-
setzt dass die Schidden in [0, 7] nicht die Schéiden in [Ty, T; + T3] beeinflussen, wie es etwa bei einen
Ansteckungsprozess der Fall wire.

Fiir den Erwartungswert und Varianz der Schadensanzahl ergibt sich

EN(T) = T-p;
VarN(T) = T-p-(1—0p).
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Dieses Verteilungsmodell ist fiir kleine Schdden und homogene Bestédnde von Risiken geeignet und wird
z.B. in der Lebensversicherung verwendet. Bei grofleren Besténden arbeitet man in der Regel besser mit
der Poisson Verteilung die sich formal aus der Binominalverteilung unter der Voraussetzung A =n-p =
Konstant fir T'— oo ergibt.

Beispiel - ein Betriebes mit Maschinenpark FEin Betrieb setzt in seiner Produktion eine Maschine
ein, die in einem einzelnen Monat mit Wahrscheinlichkeit p = 0.1 einen Schaden hat und repariert werden
muss. Zur Vereinfachung sei angenommen, dass pro Monat lediglich ein Schaden auftreten kann und dass
das Auftreten eines Schadens in den einzelnen Zeitperioden unabhéngig voneinander ist.

Berechnet man die zu erwartende Schadenanzahl (Reparaturunfille an der Maschine) nach sechs
Monaten, so ergibt sich eine zu erwartende Schadensanzahl von ESy = 6 - 0.1 = 0.6 bei einer Varianz
von Var(Sy) = 6-0.1-0.9 = 0.54 bzw. einer Standardabweichung von Std(Sx) ~ 0.7348. Um das Modell
hinsichtlich der Annahme, dass pro Zeitperiode nur ein Schaden auftreten kann, realistischer zu gestalten,
konnte man als Zeitperiode beispielsweise auch nur einen Tag betrachten und die Wahrscheinlichkeit
Prag des Ausfalls entsprechend kleiner wéhlen, i.e. prqg = p/30. Dies fiihrt allerdings zu teilweise recht
kleinen Zahlenwerten, mit insbesondere unzureichender grafischer Darstellungsmoglichkeit. Allerdings,
ergibt sich im Grenzwert die Poisson Verteilung.

Beispiel - Unternehmensvorsorge FEin Unternehmen hat im Rahmen seiner betrieblichen Sozialleis-
tungen jedem Angestellten eine Hinterbliebenenvorsorge zugesagt. Im Todesfall soll jeweils eine Summe
von €30.000 an die Angehorigen ausgezahlt werden. Es gibt 400 Angestellte, deren einjidhrige Sterbe-
wahrscheinlichkeit (d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass die betreffende Person innerhalb des néichsten Jah-
res stirbt) zur Vereinfachung unabhéngig von Alter, Geschlecht und aktuellem Gesundheitszustand mit
g = 0.005 angesetzt wird. (Es ist in der Versicherungsmathematik iiblich, Sterbewahrscheinlichkeiten mit
¢, und die Uberlebenswahrscheinlichkeiten mit p = 1 — ¢ zu bezeichnen.) Aus diesen Informationen lassen
sich Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung (hier: Bernoulli-Verteilung unter der Voraussetzung
der Unabhingigkeit der einzelnen Sterbefiille) ableiten; eine Modellierung als stochastischer Prozess ist
nicht notwendig. Man berechnet beispielsweise, dass der Erwartungswert der Sterbefille innerhalb eines
Jahres E(Sterbefille) = 400-0.005 = 2 betréigt. Pro Jahr ist also unter diesen Annahmen durchschnittlich
mit zwei Sterbefillen zu rechnen, d.h. durchschnittlich mit einer Leistung des Unternehmens von e60.000
bzw. von €150 umgerechnet pro Kopf der Belegschaft. Aber es ist klar, dass es auch ganz anders kommen
kann. Deshalb wird das Unternehmen sich moglicherweise durch den Abschluss einer Versicherung bei
einem Versicherungsunternehmen absichern. Die errechnete durchschnittliche Leistung von e60.000 fiir
die Gesamtbelegschaft bzw. 150 pro Person wire dann ein Anhaltspunkt fiir die Pramie, die dem Ver-
sicherungsunternehmen fiir die Ubernahme des Versicherungsschutzes fiir ein Jahr zu zahlen ist, wobei
klar ist. dass die Versicherung auch noch Beratungs- und Verwaltungskoslen sowie einen Sicherheitszu-
schlag einkalkulieren muss. Die Notwendigkeit eines Sicherheitszuschlags ergibt sich zum einen aus un-
vorhergesehenen prinzipiellen Anderungen in der (Bevolkerungs-)Sterblichkeit, d.h. einer Verédnderung
des Parameters ¢ (im Rahmen dieses Beispiels nicht thematisiert) und zum anderen aus den modell-
geméfen Zufallsschwankungen in der Sterblichkeit. Ein Risikomaf fiir die Zufallsschwankungen in dem
Beispiel wiire etwa die Varianz Var(Sterbefille) = 400-0.005-0.995 = 1.99 bzw. die Standardabweichung
Std(Sterbefille) ~ 1.41, was grob gesprochen bedeutet, dass eine Abweichung von 1.41 (bezogen auf
die Grundgesamtheit von 400), d.h. von etwas mehr als einem Todesfall mehr oder weniger, nicht un-
gewohnlich ist. Risikokennzahlen werden spéter noch eingehender behandelt. Eine andere Moglichkeit des
Unternehmens, sich auf seine finanziellen Verpflichtungen vorzubereiten, bestiinde in der Bildung von
entsprechenden Bilanzriickstellungen. Fiir deren notwendige Hohe kann der Erwartungswert ebenfalls
ein Anhaltspunkt sein, wobei an dieser Stelle besonders deutlich wird, dass das Unternehmen auch mit
Abweichungen rechnen (im wahrsten Sinne des Wortes) sollte. Das gerade erlduterte Beispiel ist insofern
realitéitsnah, als dass in der Tat in vielen Unternehmen Angestellte neben ihrem Gehalt auch betriebliche
Sozialleistungen wie etwa Zusagen fiir eine spétere Betriebsrente oder fiir Leistungen an Hinterbliebene
erhalten. Und zur Absicherung der damit eingegangenen finanziellen Verpflichtungen kénnen Unterneh-
men tatséchlich Versicherungen abschlielen oder auch selbst Bilanzriickstellungen bilden. Zu Einzelheiten
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in diesem Zusammenhang gibt es allerdings umfangreiche gesetzliche Regelungen; zudem ist eine kon-
krete Pramien- bzw. Riickstellungsberechnung in der Realitdt nicht so einfach durchzufithren wie unter
den hier nur zur Illustration der Bernoulli-Verteilung herangezogenen stark vereinfachten Annahmen.

Beispiel Zahlungsausfille Bei der Vergabe von Krediten spielt die Einschitzung der Zahlungsfihig-
keit der potentiellen Schuldner eine grofle Rolle. Sie erfolgt unmittelbar durch den Kreditgeber oder
auch durch spezielle Rating-Agenturen. Insbesondere bei der Beurteilung der Kreditwiirdigkeit von Un-
ternehmen durch Rating-Agenturen ist die Benotung mit Hilfe von Rating-Klassen (bezeichnet z. B.
mit AAA, AA, A, BBB, BB, B usw.) iiblich. Einer vorgegebenen Rating-Klasse, beispielsweise B. wird
eine bestimmte einjihrige Ausfall Wahrscheinlichkeit w, beispielsweise w = 0.01 zugeordnet, die z. B.
aus historischen Daten vergleichbarer Unternehmen geschiitzt wird. Dieses Zahlenbeispiel ist fiktiv. Uber
Einzelheiten der Rating-Systeme von bekannten Rating-Agenturen wie Standard & Poor’s oder Moo-
dy’s kann man sich etwa auf deren Internet-Seiten informieren. Die einjéhrige Ausfallwahrscheinlichkeit
w gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Schuldner aus der fraglichen Rating-Klasse innerhalb eines
Jahres ausfdllt, also seinen Zahlungsverpflichtungen nicht mehr geniigen kann. Die Groéfle w kann als
gewisses Analogon zur einjéhrigen Sterbewahrscheinlichkeit von vorher interpretiert werden. Hat also
beispielsweise eine Bank T Kreditnehmer mit identischer Ausfallwahrscheinlichkeit w, so konnte sie in
einem einfachen Modell die Anzahl N der Zahlungsausflle innerhalb des néchsten Jahres in diesem Kre-
ditportfolio als binomialverteilt N ~ Bin(7"; w) annehmen. Es ist allerdings zu beachten, dass in diesem
Beispiel die notwendige Annahme der Unabhéngigkeit der Risiken oft unrealistisch sein diirfte.

Negative Binomialverteilung

Haufig wird als Verteilungsmodell fiir die Schadenanzahl bis zu einem festen Zeitpunkt ¢ bzw. bezogen
auf ein bestimmtes Zeitintervall auch die negative Binomialverteilung verwendet. Fiir 0 < p < 1 und
n € Ny ist

n

thww=mn=(R+"_v-ﬂ-ﬂ—M”

Erwartungswert und Varianz sind dabei gegeben durch

_r-(1-p

und i )
_ru-pr

Var(N) = Z

Angenommen N; beschreibt die Schadenszahl im Zeitintervall [0, ;] und es gilt
Ni ~ NB(T‘i;p), 1= 1, 2.
Sind N; und N> unabhéngig, so gilt

N1+ Ny ~ NB(ry + 725 p).

Poisson Verteilung

Die Binomialverteilung eignet sich zur Modellierung der Schadenzahlverteilung fiir kleine, homogene
Bestéande. Dagegen ist sie fiir grole Besténde ungeeignet, da die Varianz dann sehr klein ausfillt. Deswei-
teren ist diese Verteilung wenig anpassungsfihig, da nur der Parameter p zur Modellierung dienen kann.
Die Binomialverteilung kann fiir kleine Werte von p sehr gut durch die Poissonverteilung approximiert
werden. Doch gerade kleine Werte von p, also Schiaden, die nur mit einer sehr geringen Wahrscheinlichkeit
auftreten, treten in der Versicherungsbranche haufig auf. Wir betrachteten im Folgenden die Poisson-
verteilung als Modellierung der Schadenzahlverteilung. Dieses Modell ist die am héaufigste verwendete
Verteilung der Schadenszahl im kollektiven Modell.
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Definition 1.5. Eine Zufallsvariable N auf (No, P(No)) heifit poissonverteilt zum Parameter (Intensitdt)
A >0, falls gilt:
2\F
P(N =k) = o exp(—=X), k€ Ny.

Als Notation fir die Poissonverteilung mit Parameter X > 0 benutzen wir Poi(\).

Sei N Poisson verteilt mit Parameter \. Der Erwartungswert ist gleich der Varianz und ist gleich dem
Parameter, i.e.

EN = VarN = \.

Eine fiir die Schadensmodellierung wichtige Eigenschaft ist folgende. Seine N7 ~ Poi(A;) und Ny ~
Poi()z). Dann gilt
N1 + N2 ~ POi(Al + )\2)

Beispiel - ein Betriebes mit Maschinenpark: Wie im Beispiel ein Betriebes mit Maschinenpark
schon erwéhnt, kann man die betrachteten Zeitperioden von einen Monat auf einen Tag kiirzen, da die
Annahme, dass in einem Monat nur eine Maschine ausfallen kann realitdtsfern ist. In diesem Fall gilt
Prag = 0.1/31 und sechs Monate haben 183 Tage. Unter der Annahme dass N Bernoulli verteilt ist, wei3
mann, dass gilt

P(N(183) = m) = pu(T) = (117813> Dy - (1= prag) ™.

Fiir den Erwartungswert und Varianz der Schadensanzahl ergibt sich
EN(183) =183 - prgy = 0.6 und VarN(183) = 183 prag - (1 — prag) ~ 0.5980.

Nun hat man die Moglichkeit die einzelnen Stunden zu betrachten. Eine kurze Rechnung ergibt dass 6
Monate 183 - 24 Stunden sind, und psiunde = Prag/24. Also

EN(183%24) = 183-24 - pstunde = 0.6 und VarN(183%24) = 18324 - pstunde - (1 — Pstunde) ~ 0.5980.

Geht man auf immer kleiner Zeiteinheiten iiber, erhélt man als Grenzverteilung die Poisson Verteilung
mit Parameter A = 0.6.

Nimmt man vom Anfang an die Poisson Verteilung, hat man den Vorteil, dass sich bestimmte Wahr-
scheinlichkeiten leichter ausrechnen lasse. Z.B. ist die Wahrscheinlichkeit dass mehr als 6 Schadensfille
in einem halben Jahr vorkommen

6

A
P(N>6)=1-P(N<6)=1-Xe e +... + Ee_’\ ~3.29-1076.

Beispiel - ein Betriebes mit Maschinenpark - mehrere Ausfallquoten: Wir haben wieder die
Situation vom vorigen Beispiel. Angenommen die Wahrscheinlichkeit innerhalb der néchsten Zeiteinheit
auszufallen sind verschieden. Genau genommen gibt es drei Gruppen von Maschinen, die einen sind neu
und haben Ausfallwahrscheinlichkeit A,¢,, andere sind alt und haben eine Ausfallwahrscheinlichkeit Ay,
der dritte Teil der Maschinen laufen schon einige Zeit und haben eine Ausfallwahrscheinlichkeit Ag. Wir
haben in jeder Teilgruppe gleich viele Maschinen. Es ergibt sich, dass IV wieder Poisson verteilt ist mit
Parameter A = A\g;p + Anew + Ao-

S 55, 56.
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Panjer Verteilung

Eine weitere noch 6fters beiitzte zur Modellierung der Schadenszahl N ist die Panjer Verteilung N ~
Panjer(a,b) mit a + b > 0. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung geniigt folgender Rekursion

b
P(N =0) = p1, P(N—n)—pn—pn1-<a+ﬁ), n > 1.

wobei a und b vorgegeben sind und den Startwert py durch die Bedingung

an =1,
n=0

festlegen. Fiir den Erwartungswert und der Varianz des Panjer prozess gilt

EN) =20 var= (1‘””)2,
—a

Die Binomial, negative Binomial und Poisson Verteilung sind Spezialfille der Panjer Verteilung. Genauer
gilt N sin Bin(¢, p) mit

Po = (1 _p)tv

N sinNB(r, p) falls

und N sinPoi(A) falls

a=0, b=\ po=e "

iii Modellierung der Schadensanzahl durch einen Schadensanzahlprozess

In den Beispielen vorher, war die Schadenszahl in einen festen Zeitintervall betrachtet. Oft ist man an der
Fragestellung interessiert, wie die Schadenssumme zeitlich abhéngt. Dies kann man auf die Fragestellung
zuriickfithren, wie die Schadensanzahl zeitlich wéchst.

Damit betrachtet man die Schadensfall als eine Funktion der Zeit. Da die Schadensanzahl auch von
Q abhéngt, also eine ZV ist, ist, mathematisch gesehen, ist N ein stochastische Prozess

N :[0,00) x Q2 = N,

sodass gilt
N(t) = #{ Schiden, die im Zeitintervall [0,¢] aufgetreten sind }.

Dabei kann man N mit verschiedenen Prozessen modellieren. Oft ist es besser nicht die Zeiten des Scha-
densanzahl zu modellieren sondern die Wartezeiten zwischen den Schadensmeldungen zu beschreiben.

Definition 1.6. Es seien {7; : i € N} positive Zufallsvariablen und

oo

N(t) = Z I[Ti,oo) (t)7 wobei Tk =T1 + e+ Th.
i=1

Dann heifst (N(t) : t > 0) Schadenzahlprozess und die Zufallsvariablen {7; : i € N} Wartezeiten.

Bemerkung 1.2. Der Prozess (N(t) :t > 0) heifit auch Sprung- oder Zihlprozess.
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Homogener Poisson Prozess

Bei Modellierung des Gesamtschadens in einem festen Zeitraum haben wir die Schadenzahl unter an-
derem durch eine poissonverteilte Zufallsvariable modelliert. In Analogie betrachten wir jetzt mit dem
zusétzlichen zeitlichen Aspekt einen sogenannten Poissonprozess.

Dieser Poisson Prozess wird dadurch charakterisiert, dass die Wartezeiten zwischen den einzelnen
Verlusten unabhéngig und exponential verteilt sind mit einen bestimmten vorgegebenen Parameter.

Definition 1.7. Es seien {; : i € N} unabhingige Zufallsvariablen, die identisch exponentialverteilt mit
Parameter A > 0 sind. Definiert man

N(t) :Zlm,oo)(t), wobei Ty =T, + -+ .
i=1
Dann heifit (N(t) : t > 0) (homogener) Poissonprozess mit Intensitit \.

Es gibt zahlreiche dquivalente Charakterisierung von Poisson Prozessen, von denen wir einige in dem
folgenden Resultat auffithren.

Satz 1.1. Es sei N = (N(t) : t > 0) ein Zihlprozess. Dann sind dquivalent:
e der Prozess N ist ein Poisson Prozess mit Intensitit A > 0;
e der Prozess N besitzt folgende Figenschaften:

— N(t) ist fiir jedes t > 0 poissonverteilt mit Parameter A\t > 0;

— unabhéngige Zuwéchse: fir alle 0 <ty <t; <...<t, und n € N sind die Zuwdchse
N(tl) - N(fo); N(fg) - N(tl); R ;N(tn) - N(tn_l)

unabhdingig;

— stationére Zuwéchse: fir alle 0 <tg <ty <...<t, undn € N und fir alle h > 0 hdngen die
Verteilungen von

N(ty+h)—N(to+h);--;N(tn, +h) — N(tp—1+h)
nicht von h ab.
e Der Prozess N besitzt unabhdngige, stationdre Zuwdchse und es gilt fir alle t > 0:
— P(N(t+h)—N(t)=1)=Ah+o(h) firh—0;
— P(N(t+h)—=N(t)>1)=o0(h) firh—0.

Bemerkung 1.3. Besitzt N = (N (t) : t > 0) unabhingige Zuwdichse und ist fiir alle t > 0 die Verteilung
von

X(t+h) - X()

unabhingig von h, so besitzt X (N) auch stationire Zuwdchse.

Beispiele
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iv  Die Gesamtschadenszahl

Bei der Behandlung des individuellen Modells steht die Modellierung des Erwartungswertes und der
Varianz der Gesamtschadenverteilung im Vordergrund. Dazu setzten wir, bis auf verschiedene Versiche-
rungssummen, ein homogenes Portfolio voraus. Jedoch reicht die Kenntnis bzw. Schitzung von Erwar-
tungswert und Varianz nicht aus, um die Verteilung des Gesamtschadens ausreichend beschreiben zu
konnen, z.B. zur Tarifkalkulation oder Berechnung von Riicklagen. Hier werden auch andere Gréflen, wie
Quantilen oder Risikokennzahlen wichtig.

Die Schadensanzahl N gibt zu jedem Zeitpunkt die Anzahl der eingetretenen Schadensfille eines
bestimmten Risikos an.

Definition 1.8. Der Gesamtschaden eines Portfolios {X) : k € N} (im kollektiven Modell) mit Scha-
denzahl S ist die Zufallsvariable

gy .= 40 falls N =0,
YT\ Xi, falls N >0,

Bei der Behandlung des kollektiven Modells gehen wir wie teilweise zuvor von den folgenden Annah-
men aus:

e Endlichkeit der Streuung Var[Xy]; (Ist aber nicht immer gegeben !)

e alle Zufallsvariablen N, X7, Xo;---, sind auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) defi-
niert;

e X; > 0 fiir alle £ € N.
Im weiteren werden wir meistens auch folgende Voraussetzungen annehmen:

e N, Xq, Xo,...sind unabhéngig; Die Unabhéngigkeit der Risiken ist nicht immer gegeben, aber es
ist eine Annahme die viele Rechnungen vereinfacht. Die Unabhéingigkeit der Schadenzahl und der
Schadenhthen kann als realistisch betrachtet werden, aber auch hier kann eine genauere Betrach-
tung notwendig sein, z.B. Autohaftpflichtversicherung in einem Winter mit besonders viel vereisten
Fahrbahnen: viele, jedoch kleine Schéden.

e X1, Xs,...sind identisch verteilt; Zunéchst scheint dies unserer Motivation fiir das kollektive Mo-
dell, der Vermeidung der Annahme von homogenen Portfolios, zu widersprechen. Jedoch werden
im kollektiven Modell die SchadenhShen nicht bestimmten Risiken zugeordnet, sondern es wird
die Gesamtheit aller Schidden betrachtet. Deshalb kann sehr wohl eine identische Verteilung der
Risiken angenommen werden, wenn man sich die Realisierung dieser Verteilung als ein zweistufiges
Experiment vorstellt: zunéchst wird zufiillig eine bestimmte Verteilung (aus einer Klasse von dhnli-
chen, jedoch verschiedenen Verteilungen) bestimmt, und dann wird eine Realisation dieser zufillig
bestimmten Klasse ausgewihlt; Dies werden wir hier aber nicht abhandeln.

Zufallsvariablen der obigen Form werden zusammengesetzte Summenvariablen (compound random
variable) genannt und entsprechend ihre Verteilung zusammengesetzte Summenverteilung. In den meisten
Féllen ist es nicht moglich, die zusammengesetzte Summenverteilung in einer expliziten Form zu bestim-
men. Jedoch kann man deren Laplace- Transformierte mittels den Transformierten der Schadenzahl und
der Risiken angeben:

Satz 1.2. Es seien {Xj : k € N} ein Portfolio unabhingiger, identisch verteilter Risiken und N eine
Schadenszahl.

e Fulls die jeweiligen Momente existieren, dann gilt:
E[Sn] = E[N]E[X\];

und
Var[Sy] = (Var[N])(E[X1])? + (E[N])(Var[X1]).
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e Bezeichnet G(N) die erzeugende Funktion von N und L(Sn) und L(X1) die jeweiligen Laplace-
Transformierten von Sy und X1, dann gilt:

L(Sn)(u) = G(N)(L(X1)(u))
fiir alle u > 0:
Proof. Dieser Satz ist sehr einfach zu zeigen. Das erste Moment ist durch folgende Rechnung zu zeigen:
= Y P(N E[Xi+ -+ X)) = Z]P’ kE)kE[X,)=EN-E[X]].
k=0

Analog kann man das zweite Moment berechnen (Ubungsaufgabe). Die Laplacetransofmierte kann man
anhand folgender Rechnung berechnen.

L(Sy)(u) = E [e_usN} = iP(N =k)-E |:e_U(X1+"'+Xk):| — i]p(N =k)- (E [e_uxl]k)

k=0 k=0

©
O

Beispiel 1.3. Angenommen die Schadensanzahl N ~ NB(1,1 — p) ist negative Binomial verteilt mit
Parameter 1 und 1 — p (also geometrisch verteilt, also P(N = k) = (1 — p) - p*) und das Portfolio ist
exponentiell verteilt mit Parameter 6. Dann kann man zeigen, dass (Erlang Verteilung)

k—1
P(Xi+Xo4... X =a)=0F1 . o0,
K+ Kot Xi=2) S
Eingesetzt in die Summenformel, gilt
P(Sy=2) = P(N= +ZP P(X; + Xo+... Xy =)

= (1=pdo(@)+y (1-p)-p 0" e

k=1
= (1-p)o(a)+(L—p *"IZP

= (I-=p)do(z)+(1~-p) '€_em+p9$ = (1—=p)do(z) + (1 —p) - e 020=P)

Ist die Schadenszahl exponentiell verteilt mit Parameter A > 0 so gilt sogar folgendes:
Var(Sy) = EN - EX?

und

E[Sy —ESy]> =EN -EX3.

Als Verteilung des Gesamtschadens S eines Portfolios wo die Schadenszahl N Poisson verteilt mit
Parameter A > 0 erh&lt man
= > eV
P k!
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Die Verteilung von S heifit dann Poisson-Summenverteilung (compound Poisson distribution).

Zwar ist die Poissonverteilung auch wenig anpassungsfihig, da sie nur von einem Parameter abhéngt,
jedoch ist sie leicht handzuhaben, da viele Rechnungen explizit ausgefithrt werden koénnen. Ein we-
sentlicher Vorteil der Poissonverteilung ist die folgende Moglichkeit der Aufteilung eines inhomogenen
Portfolios in mehrere homogene Portfolios. In vielen Situationen kann ein inhomogenes Portfolio aufge-
teilt werden in m verschiedene Portfolios, die jeweils aus homogenen Risiken und einer poissonverteilten
Schadenzahl bestehen, z.B. in der PKW-Haftpflichtversicherung erfahrene und unerfahrene Fahrer. Den
verschiedenen Portfolios kénnen unterschiedliche Risikoverteilungen @); und unterschiedliche Schaden-
intensitdten )\; der Schadenzahl N; fiir [ = 1,2, ,m zugrunde liegen. Jeder Gesamtschaden S; der
verschiedenen Portfolios besitzt dann die Verteilung:

k
Fs, = %GXP(—)\l) -

Das Versicherungsunternehmen ist aber interessiert an der Summe der verschiedenen Gesamtschéiden.

Satz 1.3. Es seien Si,S2,...Sy, unabhdingige Zufallsvariablen mit den Verteilungen
Ak N
FSZ = k_l' exp(—/\l) éc .

wobei \; > 0 und Q; Verteilungsfunktionen sind. Dann gilt fir S : = S1 4+ So... 4+ +Sn
5~y
k=1

wobei N eine poissonverteilte Zufallsvariable zu dem Parameter X = A1 + -+ 4+ Ay, ist und {Y; : j € N}
unabhdngige, identisch verteilte Zufallsvariablen sind mit der Verteilung:

> AQx
k=1

Q=

> =

1st.

Satz 1.3 besagt, dass ein Portfolio unabhéngiger, identisch verteilter Risiken und einer poissonverteil-
ten Zufallsvariablen beziiglich den Verteilungen als die Zusammenfassung mehrerer Portfolios mit unter-
schiedlich verteilten Risiken und Schadenzahlen aufgefasst werden kann. Betrachtet man ein Portfolio
iiber mehrere Jahre hinweg, so sind oft trendartige und oszillatorische Verdnderungen der Schadenzahl zu
beobachten. Trendartige Veréinderungen sind z.B. verbesserte Schadenverhiitungsmafinahmen wie Einbau
von Sprinkelanlagen. Oszillatorische Verdnderungen sind Schwankungen in der mittleren Schadenzahl,
wie z.B. regenarme Sommer fithren zu einer Zunahme von Brénden. Die oszillatorischen Verédnderun-
gen konnen modelliert werden, indem man den Parameter einer poissonverteilten Schadenzahl als einen
zufillig gewahlten Wert geméf einer spezifizierten Verteilung betrachtet. Diese Verteilung modelliert die
oszillatorischen Anderungen. Diese verbale Beschreibung resultiert in dem mathematischen Begriff der
Poissonmischung:

Definition 1.9. Es sei u eine Verteilung auf (R+; B(R+)). Dann wird durch
k

Qi = [ g vias)

ein. Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf (No; P(Ng)) definiert. Das Maff Q heifit Poissonmischung beziiglich
des Mischungsmafes.
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Approximationen von der Gesamtschadenszahl S Die genaue Verteilung lésst sich nur in weni-
gen Fillen ausrichten. Zumeist ist man auf eine Monte Carlo Simulation des Gesamtschadens angewiesen
(darauf werden wir spéter nochmals zuriickkommen). Hier wollen wir kurz anfiithren, wie man die Dichte-
verteilungen aber trotzdem approximieren konnen. Eine Methode ist die Normalapproximation, die aber
von keinen praktischen Wert ist. Der Grund, mittels der Normalverteilung kann man Zufallsvariablen
zumeist nur in ihren mittleren Bereich gut approximieren, in den Randbereich wird die Qualitdt der
Approximation immer schlechter. In der Risikoanalyse interessiert uns aber der Randbereich wo = grofie
Werte annimmt, also genau der Bereich der nicht gut approximiert wird.

Rekursive Berechnung der Summenverteilung von Panjer Angenommen die Schadenszahl
geniigt einer Panjer verteilung, d.h. P(N = n) = p,, wobei {p,, : n € N} folgender Rekursion geniigt:

b
Pn+1 = (a+—+1)pn, n € N.

Weiters nehmen wir an, dass die Verteilungsfunktion @ von dem Portfolio { X}, : k € N} diskret ist, mit
Q{h,2h,3h,...}) =1
Sei P die Verteilungsfunktion von Sy. Dann geniigt P folgender Panjer—Rekursion
P({0}) = po,

und

k+1 b
P+ D) =3 (a4 720 ) QUIMIP(G+ 1= i),

Ist N Poisson verteilt mit Parameter A\, dann ist a = 0 und b = A und wir erhalten

k+1

P({(k+1)h)) = kilzyQ GRDP(k+1 - §)h)).

Summenverteilung von Grof3ischiden Hat man ein Portfolio {X; : ¢ € N} bestehend aus
Grofischiden, so dominiert das einzelne Ereignis iiber den Rest.

Satz 1.4. Sei das Portfolio {X; : i € N} gegeben mit Verteilung Q, wo @ subexponentiell ist, und hat N
eine Schadensanzahlverteilung, sodass es eine positive Zahl ¢ > 0 gibt mit

ZIP’ (146 < o0,

dann gilt fir die Summenverteilung P von Sy die Beziehung
P([t,00)) ~ EN - Q([t, 00)).

Somit ist ENQ([t,c0)) eine Approximation der Tailwahrscheinlichkeit von P, deren relativer Fehler
fiir t — oo gegen Null konvergiert. Den Beweis bringen wir hier nicht, er ist im Skriptum von Prof Hipp
(Risikotheorie I) zu finden.

Beispiel 1.4. Sei Q die Pareto Verteilung mit Parametern o und 1 und N sei Poisson verteilt mit
Parameter \. Fine kurze Rechnung ergibt

oo o0 1
S P(N=k)-(1+¢) Z T QAL s 0rir ¢ o,
=0

und damit gilt fir die Gesamtschadensverteilung P die Beziehung

P(t,00) ~ At™.
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v Risikoprozesse oder Geamtschadenszahlprozesse

In den vorangegangenen Abschnitten modellierten wir den Gesamtschaden eines Portfolios in einer be-
stimmten Zeitperiode, z.B. einem Jahr. In diesem Abschnitt interessieren wir uns fiir die Wahrscheinlich-
keit, dass der Gesamtschaden eines Versicherungsunternehmens die Einnahmen, z.B. monatlich gezahlte
Pramien, iibertrifft. Da diese Ruinsituation nicht nur am Ende einer Beobachtungsperiode geschehen
kann, kann man wie vorher noch eine zeitliche Komponente ¢ einfithren, um die Anzahl der Schiaden bis
zum Zeitpunkt ¢ > 0 modellieren zu kénnen.

Bezieht man wie vorher die Zeit mit ein und modelliert die Schadensanzahl durch einen Z#hlprozess
so kommt man zu einem Schadensprozess:

Definition 1.10. Ist {X} : k € N} ein Portfolio und gibt N(t) die Schadenzahl in diesem Portfolio zur
Zeit t an, so wird der Gesamtschaden modelliert durch:

0, falls N(t) =0,
S(t) = N y
w1 Xi, falls N(t) > 0.
Wie zuvor nehmen wir an:
e Endlichkeit der Streuung Var[Xy]; (Ist aber nicht immer gegeben !)

e alle Zufallsvariablen X7, Xo;---, und der stochastische Prozess N = N(t) : 0 < ¢ < oo} sind auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) definiert;

o X > 0 fiir alle k € N;

e N, Xq, Xo,...sind unabhéngig;

e X1, X5, ... sind identisch verteilt;

Fiir festes t > 0 iibertragen sich die Aussagen aus Kapitel 2, z.B. Satz 1.2 lautet:

Satz 1.5. Es seien {Xy : k € N} ein Portfolio unabhingiger, identisch verteilter Risiken und N =
{N(t) : t > 0} eine Schadensprozess.

e Fualls die jeweiligen Momente existieren, dann gilt:

und
Var[S(t)] = (Var[N(1)])(E[X1])? + (E[N(t)])(Var[X,]).

e Bezeichnet G(N(t)) die erzeugende Funktion von N (t) and der Stellet > 0 und L(N(t)) und L(X7)
die jeweiligen Laplace-Transformierten von X1 und N, dann gilt:

L(S(8))(u) = G(N (1)) (£(X1)(u))
fiir alle u > 0.

Definition 1.11. (Cramer Lundberg Modell) Es seien {Xj : k € N} ein Portfolio unabhdingiger,
identisch verteilter Risiken und N Poissonprozess mit Intensitit A > 0. Wird der Gesamtschaden zur
Zeit t > 0 modelliert durch

S(t) = 0, falls N(t) =0,
TSN X, falls N(t) > 0.

so heif$t dieses Modell Cramer-Lundberg-Modell.
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In der Praxis sind Aussagen iiber das dynamische Verhalten des Prozesses (S(t) : ¢ > 0) von Be-
deutung. Die Verteilung von S(t) fir jedes ¢t > 0 eindeutig bestimmt durch die Intensitit A des Pois-
sonprozesses und der Verteilung von X;. Die zeitlich abhéngige Schadenzahl eines Portfolios kann durch
zahlreiche andere Prozesse als ein Poissonprozess modelliert werden, jedoch beschrinken wir uns in die-
sem Abschnitt auf diesen.

Als Verteilung des Gesamtschadens eines Portfolios wo N Poissonprozess mit Intensitéit A > 0 erhélt
man

o~ () "
FS(t) = Z %l exp(—)\t)F)k(l.
k=0

Die Verteilung von S(7T') heifit dann Poisson-Summenverteilung (compound Poissondistribution).

Ruinwahrscheinlichkeiten im Cramer-Lundberg-Modell

Die Bilanz eines Versicherungsunternehmens zum Zeitpunkt ¢ setzt sich zusammen aus dem Gesamt-
schaden Sy 4) als Verlust und den bezahlten Versicherungspramien p(t) als Einnahmen. Es addiert sich
noch ein Startkapital « > 0 dazu, mit dem das Unternehmen zur Zeit ¢ = 0 beginnt. Dies resultiert in
der folgenden Definition:

Definition 1.12. Es seien {X : k € N} ein Portfolio und N = (N(t) : t > 0) ein Schadenzahlprozess.
Definiert man fiir eine Konstante u > 0 und eine monoton wachsende Funktion p : RT — RT mit
p(0) =0

R(t) :=u+p(t) = Snywy; t>0;

so heifit R = (R(t) : t > 0) Risikoprozess mit Anfangsrisikoreserve u. Falls p(t) = ct fiir eine Konstante
¢ >0 gilt, dann heifit R klassischer Risikoprozess.

Der Ruin des Versicherungsunternehmens tritt ein, falls die Liquiditaten aufgebracht sind, das heif}t,
falls R(t) < O fiir ein ¢ > 0. Natiirlich ist das Versicherungsunternehmen interessiert daran, die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten dieses Ereignisses moglichst gering zu halten. Um dies zu realisieren, kann
das Versicherungsunternehmen entweder die Pramien p(¢) erhéhen oder mit einem héheren Startkapi-
tal beginnen. Den Einflufy der Priamien auf die Wahrscheinlichkeit des Ruins betrachten wir in Kapitel
4. In diesem Abschnitt sind wir interessiert an dem Verlauf des Prozesses R in Abhéingigkeit von dem
Startkapital w.

Definition 1.13. FEs sei (R(t) : t > 0) ein Risikoprozess mit Anfangsrisikoreserve u := R(0) > 0. Dann
heifst

e 7(u) :=inf;~o{R(t) < 0} Ruinzeit (des Risikoprozesses R);
e Y(u) =P (7(u) < o0) Ruinwahrscheinlichkeit (des Risikoprozesses R);
e ¢p(u) =1—1(u) Uberlebenswahrscheinlichkeit (des Risikoprozesses R);

Die (zuféllige) Ruinzeit 7(u) muss keine endlichen Werte annehmen. Aus Ergebnissen in der Theorie
von stochastischen Prozessen folgt, dass 7(u) eine Zufallsvariable ist. Man spricht auch von Ruinwahr-
scheinlichkeit in unendlicher Zeit (infinite-horizon ruin), da gilt:

{T(u) < oo} = t1r>1£{R(t) < 0} =Ui>o{R(t) <0} = { es gibt ein ¢ > 0 mit R(t) < 0.}.

und das letzte Ereignis sich als das des Eintretens des Ruins in einer beliebig langen Zeitspanne inter-
pretieren lésst.

Lemma 1.2. Im Cramér-Lundberg-Modell mit Primie 8 gilt fiir die Ruinwahrscheinlichkeit des klassi-
schen Risikoprozesses fiir alle u > 0:

n

Y(u) =P(sup¥,) mit Y, => (Xi— B
neN 1
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Lemma 1.2 erlaubt eine einfache Herleitung einer notwendigen Bedingung dafiir, dass der Ruin nicht
mit Wahrscheinlichkeit 1 eintritt. Denn nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen gilt:

lim 1Y, = E[X,] - AE[r]
n—,oo N
P-fs.

Falls also E[X;] — SE[r1] > 0 gilt, dann konvergiert Y,, P-f.s. gegen 1 und geméf Lemma 1.2 tritt
der Ruin P-f.s. ein. Mittels Resultaten iiber zufillige Irrfahrten ldsst sich auch im Fall E[X;]| — SE[r]| =
0 nachweisen, dass der Ruin P-f.s. eintritt. Fiir ein Versicherungsunternehmen besteht nur dann die
Gelegenheit, die Ruinwahrscheinlichkeit zu verringern, falls E[X;] — SE[r;] < 0 gilt. Diese Bedingung hat
in der Literatur einen eigenen Namen:

Definition 1.14. Der klassische Risikoprozess im Cramer Lundberg-Modell erfillt die Nettoprofitbedin-
gung, falls gilt:
E[X1] — BE[n1] <0

Definition 1.14 Im Cramér-Lundberg-Modell mit einem klassischen Risikoprozess heifit der Wert

_ BE[71]
E[X]

Sicherheitszuschlag (safety loading).

Bemerkung 1.4. Die Nettoprofitbedingung ist genau dann erfillt, wenn der Sicherheitszuschlag positiv
151.

Im allgemeinen kann man aber wenig iiber die Ruinwahrscheinlichkeit aussagen. Die Berechnung der
Ruinwahrscheinlichkeit geht in die Erneuerungstheorie herein, oft kann man nur die Laplacetransformier-
te berechnen. Diese dann umzuwandeln ist nur in ein paar Spezialfallen moglich. Deswegen werden wir
auf diesen Punkt hier nicht ndher eingehen.

Es besteht aber die Moéglichkeit der Monte Carlo simulation. Da das Cramer Lundberg aus recht ein-
fachen und zumeist leicht zu simulierbaren Bausteinen besteht, kann man mittels Monte Carlo Simulation
néheres iiber die Verteilung herausfinden (siehe Kapitel 4)
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2 Risikokennzahlen

i Allgemeiner Risikobegriff

Werden in wissenschaftlichen Diskussionen Betrachtungen iiber das Risiko angestellt, stehen in ihren
Mittelpunkt die Unsicherheit tiber kiinftige Ereignisse und Entwicklungen. Man mochte gerne das Risiko
quantitativ messen. Dies fithrt zu dem Begriff Risikomaf}, also einer einzige Zahl, die aussagen soll, wie
risikoreich der drohende Verlust sein kann.

Schon im vorigen haben wir uns damit auseinander gesetzt, wie Risiken durch stochastische Verteilungs-
modelle beschrieben werden kénnen. Neben Risikokennzahlen, die sich auf die Verteilung beziehen, sind
auch Kennzahlen interessant, die den Grad einer - oft in funktionaler Form gegebenen - Abhéngigkeit von
Wertbeeinflussenden Parametern erlassen. Zur Unterscheidung bezeichnen wir Risikokennzahlen, die sich
auf die Wahrscheinlichkeitsverteilung beziehen, als stochastische Risikokennzahlen und Risikokennzahlen,
die die Sensitivitéit funktionaler Abhéngigkeiten messen, als analytische Risikokennzahlen.

ii Stochastische Risikokennzahlen

Fiir den Einsatz in Gesamtunternehmensmodellen sowie auch zum besseren Verstédndnis der grundsétzlich
analogen Vorgehensweise ist es sinnvoll, Schadenrisiken und finanzielle Risiken mit einem einheitlichen
Ansatz, also auf Basis einer gemeinsamen Werteskala, zu bewerten. Dazu wird im Folgenden als relevante
Zufallsvariable meist der innerhalb der vorgegebenen Zeitperiode entstandene Schaden bzw. Verlust V
betrachtet. Ein finanzieller Verlust bzw. eine Schadenshche wird dabei durch einen positiven Wert und
ein finanzieller Gewinn durch einen negativen Wert von V' beschrieben. Diese Konvention ist im Zusam-
menhang mit finanziellen Risiken zunéchst etwas gewohnungsbediirftig, besitzt aber auch dort einige
Vorteile, z. B. kann man in Bilanzsimulationen positive Werte von V' als erforderliches Sicherheitskapital
interpretieren. Alternativ ist es aber auch moéglich, unmittelbar die Zufallsvariable W = —V zu betrach-
ten, also Gewinne mit einem positivem Vorzeichen zu versehen und Verluste mit einem negativen. In
der Literatur kommen beide Vorzeichenkonventionen vor, je nachdem ob eher Schéden / Verluste oder
mogliche Gewinne im Mittelpunkt der Betrachtung stehen.

Das Ziel ist es eine einfache Zahl zu finden, die das Risiko ausdriickt. So eine Zahl nennt man ein
Risikomaf.

Definition 2.1. FEin RisikomaB ist eine Abbildung
Vs (V) = p(Fy)
die einem Risiko V' mit zugehdriger Verteilungsfunktion Fy eine reelle Zahl zuweist.

Es ist zu Bemerken, dass zwei Risiken mit der gleichen Verteilung stets der gleiche Risikowert zuge-
ordnet wird.

1ii Mafle die auf Momente basieren
Der Mittelwert als Risikomaf3

Der Mittelwert ist in Allgemeinen unzureichend. Dazu vergleiche folgendes Beispiel.

Beispiel 2.1. Ein Betrieb besitzt drei gleichartige Maschinen. Bei beiden kinnen Bauteil A oder Bauteil
B ausfallen. Nach einem unplanmdfigen Stromausfall miissen mit jeweils 10% Wahrscheinlichkeit Bau-
teil A und Bauteil B erneuert werden. Es besteht kein Zusammenhang zwischen den jeweiligen Defekten
bzw. den zugehdrigen Neubeschaffungskosten. Der Gesamtschaden im Falle des Stromausfalls ergibt sich
als Summe
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der zufallsbedingten Auswechslungskosten derb betroffenen Bauteile. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von S soll explizit berechnet werden

e fiir den Fall, dass beide Bauteile 30.000 €kosten (alle Angaben ine ), d. h. firi=1,...6 ist

X — 30.000  €mit Wahrscheinlichkeit 0.1,
v 0 mit Wahrscheinlichkeit 0.9,

e fiir den Fall, dass Bauteil A 20.000 €und Bauteil B €40.000 kostet, d.h. fir firi=1,...6 ist

20.000  mit Wahrscheinlichkeit 0.1,
Xla X27 X3 = . .. .

0 mit Wahrscheinlichkeit 0.9,
Xy Xo Xg = 40.000 mz:t Wahrschez:nlz:chkez:t 0.1,

0 mit Wahrscheinlichkeit 0.9,

e Zudem soll jeweils die erwartete Schadensumme und die Varianz des Schadens bestimmt werden.

In Fall a) liegt eine Binomialverteilung vor. Der Gesamtschaden identisch ist mit 30.000 mal Anzahl
der Schéiden. Der Erwartungswert betrdgt 6-30.000%-0.1-0.9 = 18.000, die Varianz 6-30.0002-0.1-0.92 =
486.000.0002, die Standardabweichung also 22045, 41.

Im Fall b) muss man die verschiedenen Kombinationsmdglichkeiten betrachten, wobei der Binomi-
alkoeffizient fir die Anzahl der Mdglichkeiten steht, dass bei k = 0,1,2 oder 3 Maschinen Bauteil A
bzw. B defekt ist. Der Erwartungswert betrigt (3 - 20.000 + 3 - 40.000) - 0.1 = 18.000. die Varianz
(3-20.000% + 3 - 40.000%) - 0.1 - 0.9 = 540.000.000. die Standardabweichung also 23237, 90.

Man erkennt an diesem Beispiel u.a. dass der erwartete Schaden nur ein unzureichendes Indiz fiir das
tatsdachliche Risiko ist. So ist die Varianz in den beiden Varianten bei gleichem Erwartungswert recht
unterschiedlich. Weitere Risikokennzahlen werden in Kapitel 3 behandelt.

Varianz und Standardabweichung als Risikomaf}

Es werden auch oft allgemeine Streuungsmafle wie die Varianz oder Standardabeweichung als Risikokenn-
zahlen beniitzt. Sie geben an in welcher Groflenordnung sich die Abweichungen von den tatsédchlichen
erzielten Gewinn zum Erwartungswert bewegt, und geben den Grad der Unsicherheit an. Ein Nachteil.
ist aber dass kleinere Verluste und groflere Verluste gleich behandelt werden.

Weitere relevante Risikokennzahlen ergeben sich, wenn man eine mittlere Abweichung vom Median
oder vom Modus berechnet. Hier sind je nach verwendetem Abstandsbegriff verschiedene Definitionen
moglich. Von groBerer Bedeutung ist vor allem die Grofie E(|V — M (V)|), also die erwartete absolute
Abweichung vom Median. Beim Median als Bezugsgrofle ist, anders als bei der Definition der Varianz,
tatsdchlich der Absolutbetrag in der Regel das geeignete Abstandsmaf},. Im wichtigen Fall der Normal
Verteilung ist die Wahrscheinlichkeilsmasse innerhalb bzw. auerhalb von £Std(V') Standardabweichun-
gen um den Erwartungswert immer die gleiche, unabhingig von der speziellen Wahl von und , man
spricht auch von o -Aquivalenzen.

Dariiber Hinaus werden auch manchmal Schiefmafle als Risikokennzahlen eingesetzt. Derartige Schief-
mafe sind so konstruiert dass Abweichungen zwischen den Mittelwerten, Median und Mode betrachtet
werden und ggf. normiert werden. Es gibt dazu verschiedene Varianten:

E(V) —mod(V)
Std(V) ’
3EWV) —M(V)
Std(V) ’
E(V - E(V))®
Std(V)3

Schiefmaf nach Pearson

Schiefmaf} nach Yule Pearson

Schiefmaf} geméaf dritten Moment
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Shortfallmafle

Die Gefahr der iiberschreitung einer vorgegebenen Verlustschwelle @ messen sogenannte Shortfallmafe.
Das einfachste Shortfallmaf ist die Shortfall Wahrscheinlichkeit:

Definition 2.2. Fir eine gegebene Verlustverteilung L ist die Shortfallverteilung bzgl. des Schwellen-
wertes x definiert als
SW.(L):=P(L >x).

Dies ist also die Wahrscheinlichkeit €, dass der Verlust L den Wert x tiberschreitet.

Auch betrachtet man oft fiir Verluste die oberen partiellen Momente (upper partial moments):

E (max(0, X — a)" fur h > 0,
UPMp,0)(X) = (max( ") )
P(X >a) fiir h = 0.
Spezialfille sind die Uberschreitungswahrscheinlichkeit der kritischen Grenze a (h = 0), die mittlere
Uberschreitung (h = 1) und die Semivarianz (h = 2).

Allgemeine Kritikpunkte mit Momentbasierten Maflen

Ein Problem ist, dass diese Momentbasierten Mafle finanziell schwer interpretierbar sind. Am ehesten lasst
sich noch die Standardabweichung als durchschnittlicher Abstand zum Erwartungswert interpretieren.
Jedoch ist der euklidische Abstand zwar ein gutes Entfernungsmafl aber eben kein natiirliches 3 fiir
finanzielle Risiken.

Fiir viele in der Versicherungsindustrie angewendete Verteilungen existieren hohere Momente nicht.
Bei der Modellierung operationeller Risiken mit Hilfe der Verallgemeinerten Parteo Verteilung ist in der
Praxis vorkommenden Parameter mitunter nicht einmal der Erwartungswert definiert.

iv. Valued at Risk (VaR)

Gerade diese Vorteile sind es, die den Value at Risk, als Risikomaf}, vor allem im finanzwirtschaftlichen
Sektor so populdr gemacht haben. Besonders die Morgan Guaranty Trust Company, kurz J.P. Morgan,
hat 1994 mit ihrem RiskMetrics TM System zur Verbreitung des Value at Risk beigetragen. Seinen
Durchbruch erlangte der Value at Risk in der zweiten Hélfte der 90er Jahre, als er im Aufsichtsrecht der
Banken durch Basel II als verbindliches Risikomafl vorgeschrieben wurde.

Der Value-at-Risk (VaR) , welcher sich sowohl im Bereich des Marktes- als auch des Kreditrisiko-
Management als zentrale Kennzahl des Portfoliosrisikos durchgesetzt hat, ist definiert als der maximale
Verlust eines Kreditportfolios, der mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit innerhalb eines festgelegten
Zeitraumes T' nicht iiberschritten wird. Die Abhéngigkeit von 7" kann man in die Modellierung des
Verlustes mit hereinnehmen. Z.b. falls L = R(T') gilt, wo R = {R(t) : t > 0} ein Risikoprozess darstellt).

Ist der Verlust eines Kreditportfolios durch die Zufallsvariable L beschrieben, ist der VaR formal wie
folgt definiert

VaR, (L) = llgﬂg{IP’ (L>1)<1-a}.

Er ist die kleinste Zahl [, die der Verlust L mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — « nicht iiberschreitet.
Ist die Verteilungsfunktion des Verlustes Fp(I) = P (L <), ldsst sich der VaR auch als a—Quantil
der Verteilungsfunktion interpretieren,

VaR, (L) = F~!(a).

Die fiir die Berechnung des VaR ausschlaggebende Wahrscheinlichkeit wird mittels eines Konfidenzin-
terval « festgelegt. In der Praxis iibliche Werte fiir @ sind 0.05 oder 0.01. Allerdings, ein hohes Konfi-
denznivaeau und die damit verbundene geringe Wahrscheinlichkeit VaR~{iberschreitende Verluste erzeugt
zwar ein Gefiihl der Sicherheit, erschwert aber die exakte und verlédfliche Berechnung des VaR sowie die
Uberpriifung der Giite VaR-Modellen anhand tatsichlichen eintretenden Verlusten.
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Kritikpunkte:

e Der VaR misst nur einen Punkt der Verlustverteilung und vernachléssigt dadurch das Risiko ober-
halb dieses Punktes (Tail Risk). Dies hat zu Folge dass das tatsdchliche Ausmafl der Abweichung
vom VaR sowohl im positiven als auch im negativen keinen Einfluss auf eine Anlageentscheidung
hat. Z.B. sind Portfolios denkbar, die den selben VaR haben und einem Entscheider somit gleich-
wertig erscheinen, aber bei einer Uberschreitung des VaR zu stark unterschiedlichen Ausfillen
fithren.

Beispiel 2.2. Angenommen Ly ist Gamma Verteilt mit Parameter k = 3 (shape parameter) und
A =1 (scale parameter), und Lo ist Log Normal verteilt mit Parametern r = 1;0 = 0.51. Dann gilt
fiir a = 0.05, VaR,(L1) = VaR(L1) = 6.2958, aber der durchschnittliche Verlust ist im Falle der
Gamma Verteilung, i.e. falls Ly > VaR,(L1) gleich 0.0041 und im Falle der Log Normalverteilung,
i.e. falls Lo > VaR,(La), gleich 0.0110, also mehr als doppelt so grof.

e Der VaR ist nicht subadditiv und damit kein kohérentes Risikomafl. Das Axiom der subadditi-
vitédt spiegelt die Idee der Subdervisifikation wider, wonach die Aufteilung eines Anlagebetrags auf
mehrere Einzelrisiken immer zu einer Reduzierung des Gesamtrisiko fithrt. Da dieses Axiom nicht
erfiillt ist, gibt es Portfolios deren VaR bei steigender Diversifikation steigt. Dieses soll anhand
folgendes Beispiel gezeigt werden.

Beispiel 2.3. FEs stehen 50 verschiedene Anleihen mit einem Kurswert von 95 Euro und einer
Ausfallwahrscheinlichkeit von 2 Prozent zur Verfiigung. Portfolio A besteht aus 100 Stick einer
dieser Anleihen, Portfolio B aus je zwei Stiick aller 50 Anleihen.

Aus Portfolio A resultiert mit einer Wahrscheinlichkeit von 98% ein Gewinn von €100 -5 = 500
und mit einer Wahrscheinlichkeit von 2% ein Verlust von €9500. Der VaRg. o5 dieses Portfolios ist
kleiner als 0, da der mégliche Verlust eine geringer Wahrscheinlichkeit als 5% hat.

Die Verlustverteilung des Portfolios B ist binominalverteilt. Bei einem a—Wert von 0.05 hat das
entsprechende o Quantil einen Wert von 3, dass heifit es fallen mit einer Wahrscheinlichkeit , die
grosser ist als 95% drei der 50 Anleihen aus. Dadurch einsteht ein Verlust von 6-95 | die restlichen
94 fiihren zu einem Gewinn von je 5 Anleihen. Der VaR des Portfolios entspriche in diesem Fall
6-95—94-5=100 und ist somit grifer als der des konzentrierten Portfolios A.

e Bei riskioorientierten Ertragsmessung wird die Performanz eines Portfolios hdufig als Verhéltnis
von Gewinn und eingesetzten 6konomischen Kapital gemessen Wird das 6konomische Kapital hier-
bei wie iiblich mit dem VaR bestimmt, fithrt eine Optimierung dieser Performanz aufgrund der
fehlenden Subadditivitdt wiederum zu einer Konzentration im Portfolio. Weiterhin wird die Opti-
mierung dadurch erschwert, dass der VaR als Funktion der Portfolio-Positionierungen nicht konvex
ist und mehrere lokale Extremwerte aufweisen kann.

v Expected Shortfall

RisikomafBe, die berticksichtigen dass nur die negative Abweichung von einem erwarteten zukiinftigen
Wert als Risiko betrachtet wird, werden als Downside oder Shortfall-Risikomaf3 bezeichtnet. Ist man
sich der oben dargestellten stark rechtsschiefen Verteilung der Kreditverluste bewusst, ist ersichtlich,
dass die Gefahren eines Kreditportfolios primér bei den hohen, aber seltenen auftretenden Verlusten
am rechten Rand (Tail) der Verlustverteilung liegen. Es werden also Risikomafle benotigt, welche die
Eigenschaften in den Tails moglichst addquat beschreiben.

Das bekannteste Shortfall Maf ist der Expected Shortfall. Der Expected Shortfall, auch Conditional
VaR oder Average Var, wurde 1997 von Artzner et al. als kohédrentes Risikomaf} eingefiihrt. Er ist defi-
niert als der erwartete Verlust fiir den Fall, dass VaR tatséichlich iiberschritten wird. Somit ist er der
wahrscheinlichkeitgewichtete Durchschnitt aller Verluste, die hoher sind als der VaR. Sei X eine Zufalls-
variable die den Verlust eines Portfolios beschreibt und VaR,(X) der VaR bei einem Konfidenzniveau
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von 100(1 — «) Prozent. Dann ist der Expected Shortfall definiert durch
ESo(X)=E[X |l > VaR,(X)].

Die bedingte Erwartung berechnet sich bei einer stetigen Verteilung Fx durch

ESQ(X):l/ xdFx(x).
@ JVaR., (x)

Auch ist in der Literatur folgende (gleichwertige) Definition zu finden

1

1—«

ESq(X) =

1
/ VaR..(X)dz.

Der Expected Shortfall ist ein kohédrentes Risikomafl. Zudem wird schon aus seiner Definition er-
sichtlich, dass auf die bei Kreditausfillen eher seltenen Erignisse mit hohen Verlusten fokussiert wird.
Somit bestehen die vom VaR bekannten, aus der Vernachlidssigung des Tail Risks und der fehlenden
resultierenden Probleme nicht.

Ebenso, ist der Expected Shortfall ein konvexes Risikomafl. Durch die Konvexeigenschaft lassen sich
Optimierungsalgorithmen entwerfen. So ldsst sich der Expected Shortfall z.B. unter Anwendungen der
Linearen Programmierung minimieren.

Konzeptionell kann der Expected Shortfall dem VaR. als iiberlegen angesehen werden. Es gibt aber
auch einige Nachteile.

Fiir die Stabilitdt der Ergebnisse ist die moéglichst genaue Schéitzung des Tails der Verlustverteilung
ausschlaggebend. Diese Schitzung ist mit herkommlichen Methoden sehr schwierig. Z.B. verdndern sich
unter normalen Bedingungen beobachtete Korrelationen in Extremsituationen. Daher ist es nicht moglich
den Tail dieser Verteilung mit konventionellen Monte-Carlo Simulationen zu schéitzen.

Das Backtesting eines geschéitzten Expected Shortfalls ist ebenfalls schwieriger als es fiir den VaR
ist.

Tail VaR

Dieses Shortfall-Mafibezieht sich auf den Schwellenwert x = VaR. Zu einem vorgegebenen Konfidenzni-
veau « € (0,1) ist der Tail Value at Risk definiert als

1
TVaR(V;a) := %/ VaR(V; s) ds.
—a/,

Er ergibt sich als iiber die Mittelung aller VaR.(V;s)-Werte fiir s > a; damit wird also im Gegensatz
zum VaR auch die Hohen der extremen Verluste beriicksichtigt Der Tail VaR ist in der Literatur auch
unter den Namen expected Shortfall und Conditional Value at Risk zu finden.

Der TailVaR ist ein kohérentes Risikomaf.

Worst conditional expectation

Dieses Shortfall-Maf3bezieht sich auf den Schwellenwert x = VaR,,. Hier ist die Struktur des Wahrschein-
lichkeitsraumes (€, F,P) wichtig, insbesondere die o—Algebra F. Das heifit, da die o—Algebra mit der
Information iiber die Zufallsvariable gleichzusetzten ist, héngt dieses Risikomafl von den Wissen {iber
die Zufallsvariable L ab. Zu einem vorgegebenen Konfidenzniveau « € (0,1) ist der Worst conditional
expectation definiert als

WCE(V;a) :=inf{E[X | A] : A € F,P(4) > a}.

WCE ist subadditive, WCE, > RCE,,.



2. RISIKOKENNZAHLEN 55

vi Spektralmafle

Der Expected Shortfall ldsst sich direkt verallgemeinern, um die individuelle Risikoaversion zu beriick-
sichtigen. Statt iiber alle VaR! (X) mit z > a mit gleichen Gewicht zu mitteln, kann man eine Gewichts-
funktion ¢ verwenden.

Eine Funktion ¢ : [0, 1] — R heifit Gewichtsfunktion, falls gilt

e ¢(a) >0 fiir alle « € [0, 1];

. fol () da = 1.

Definition 2.3. Sei ¢ eine Gewichtsfunktion. Dann heifst das Risikomay

My(X) = /O VaR.(X)é(a) da.

Mit einem Spektralmafwird das Risiko auch in Abh#ngigkeit von der Seltenheit, mit der ein Ver-
lust eintreten kann gewichtet. Das Konzept des Spektralmafles ermdoglicht somit die Abbildung eines
individuellen Profils der Risikoaversion.

Man sieht leicht, dass der exspected Shortfall ES,, (X) ein Beispiel fiir ein Spektralmafl mit Gewichts-
funktion ¢ = 1 ist. Der Value at Risk kann als Grenzfall von Spektralmaflen verstanden werden, wo als
Gewichtsfunktion 6, gewahlt wurde.

vii  Anforderungen an eine Risikomaf}

Allgemein ist ein Risikomaf} p eine Abbildung, die jedem Portfolio mit dem zukiinftigen Wert X eine
Zahl p(X) zuweist. Hier werden einige Eigenschaften vorgestellt, die ein RisikomaBbesitzen sollte.
Folgende Eigenschaften wéren wiinschenswert:

e Subadditivitat: Das Risiko eines aggregierten Portfolios darf nicht grofer sein als die Summe
seiner Komponenten.

P(X +Y) < p(X) + p(Y).

Das bedeutet, dass durch eine Zusammenfassung von zwei Risiken niemals zusétzliches Risko ent-
stehen kann, sondern sich das Gesamtrisiko eher vermindert. Dies entspricht dem bekannten Prinzip
der Risikodiversifikation, wird aber nicht von allen Risikomassen erfiillt. Der Value-at-Risk erfiillt
diese Bedingung nur fiir bestimmte Verteilungstypen wie etwa der Normalverteilung. Im Allgemei-
nen ist der Value-at-Risk jedoch kein subadditives Risikomaf.

Insbesondere wenn das Risikomafl unmittelbar als Kapitalbedarf interpretiert werden kann, die
Subadditivitdt aus unternehmerischer Sicht eine sinnvolle Eigenschaft, da sie eine dezentrale Risiko-
steuerung ermoglicht. Angenommen ein Unternehmen mit Gesamtrisiko X besteht zwei Geschéfts-
einheiten mit jeweiligen Risiken X; und X3 Die Unternehmensleitung strebt das Gesamtrisiko
p(V) < 10 Mio. Euro an. Wenn das verwendete Risikomaf subadditiv ist, d; kann die Unterneh-
mensleitung ihr Ziel erreichen, indem sie den einzelnen Geschiiftsbereich vorgibt, dass p(V) < 5
Mio. Euro und p(V') < 5 Mio. Euro sein sollte.

Aus regulatorischer Sicht ist die Forderung der Subadditivitét ebenfalls sinnvoll, wie die folgen-
de Uberlegung zeigt. Angenommen ein Unternechmen mit Gesamtrisiko V besteht wieder aus zwei
Geschiéftsbereichen mit entsprechenden Risiken Vi und V5. Wenn die Subadditivitit gelten wiirde,
wire p(V) = p(Vi + V) > p(Vi) + p(V2). Eine virtuelle Aufspaltung des Unternehmens in zwei
Teilunternehmen wire damit aus Sicht der Unternehmensleitung sinnvoll, sich dadurch das benétig-
te Risikokapital reduzieren wiirde. An der tatsidchlichen Risikosituation des Gesamtunternehmens
hétte sich durch diesen Trick jedoch nichts geédndert.
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e Motonie: Aus X; > X» fast iiberall folgt, dass gilt p(X1) > p(X2);

Das bedeutet das ein Portfolio, das in jeder moglichen Situation hohere Verluste als ein anderes
Portfolio aufweist, auch zu einem hoheren Risikokapital fithren muss. Ein Beispiel wéren zwei iden-
tische Portfolios, wobei das zweite Portfolio fiir die Préimien einen schadensabhéngigen nachtriglich
gewidhrten Rabatt aufweist. Damit hat das zweite Portfolio ein hoheres Risiko.

e Positive Homogenitit: Das Risiko steigt proportional zu einem positiven Faktor A, d.h.

pA-X) =X p(X).

Positive Homogenitét ist eine oftmals verwendete mathematische Eigenschaft, jedoch aus 6kono-
mischer Sicht manchmal weniger sinnvoll. Positive Homogenitidt bedeutet, dass das Risiko einer
Position proportional mit ihrer Grofle wéchst.

Man beachte, dass diese Eigenschaft folgender Asymmetrie zwischen Gewinnen und Verlusten nicht
gerecht wird: Vergrossert sich die Position um einen Faktor A, so kann das mit ihr assoziierte Risiko
starker als A wachsen, sofern die Kosten zur Verlustkompensation schneller als die Verlustgrofie
ansteigen (je grofer eine Position, desto teurer wird es typischerweise, sie zu liquidieren). Das
heif}t, fiir ein kleines Unternahmen, welches nicht so grosse Riicklagen hat, kann es bei gréferen
Verlusten schnell zu Liquiditétsproblemen kommen, und damit hat ein dreifacher Verlust, ein mehr
als dreifaches Risiko. Ein Ausweg ist, dass man als Kriterium

p(A- X) = A7 p(X).
fiir ein v > 1 annimmt.

e Translationsinvarianz (risk free condition, cash invariance): Wird zusétzlich zum betrachteten
Portfolio ein Betrag m angelegt, so reduziert sich das Risiko um den Betrag m, d.h.

p(X +m) = p(X) - m.

Cash- Invarianz formalisiert die Vorstellung, dass Risiken auf einer monetéren Skala gemessen
werden: Wird ein risikofreier Geldbetrag m zur Position X addiert, dann reduziert sich das Risiko
um m. Verteilungsinvarianz bedeutet, dass zwei Positionen, die den selben Verteilungen geniigen,
durch das selbe Risiko charakterisiert sind. Aus der Translationsinvarianz folgt auflerdem p(X —
p(X)) = 0. Das Risikokapital ist also genau der Geldbetrag der gehalten werden muss um beziiglich
des Risikomafles das Risko vollkommen abzufedern.

e Komotone Additivitét: Es gilt p(X +Y) = p(X) + p(Y) fiir X und Y comonoton.

Das bedeutet, dass fiir zwei Risiken, die sich vollstdndig gleichldufig verhalten, das Risikomaf3

Zahl des Gesamtrisikos exakt der Summe der Risikomafizahlen der Einzelrisiken entspricht. Wenn
ein Risiko X als Summe der beiden komonotonen Risiken X; = %X und Xy = %X betrachtet wird,
besagt die komonotone Additivité’it, dass p(X) = p(A X +1X) = p(3X) + p(3X) =2 p(3X) gilt.

In diesem Fall wiire also p(X) = 1p($X), was der positiven Homogenitét (R2) entspricht.

¢ Konvexitit formalisiert die Idee, dass Diversifikation risikoreduzierend wirkt. Sei Xq, X5 zwei
Verlustverteilungen und und « € (0, 1). Die Position aX; + (1 — a)) X2 wird dann als diversifiziert
bezeichnet. Das Risikomaf ist konvex, wenn das Risiko einer diversifizierten Position niemals gréfier
als die gewichtete Summe der Teilrisiken ist, d.h., wenn fiir alle Verlustverteilungen Xy, X5 und
und « € (0,1) gilt
plaXy + (1= a)X2) < ap(X1) + (1 — a)p(X2).

(Seite 102)
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Definition 2.4. Zwei Risiken Vi und Va heiffen komonoton, wenn es eine Zufallsvariable Z und eine
monoton steigende Funktion f1 und fo gibt, sodass gilt

Anschaulich bedeutet dies, dass die beiden Risiken vollsténdig von einem gemeinsamen Risikofaktor
Z abhéngen.
S 102.

Definition 2.5. FEin Risikomafheifst koharentes Risikomaf}, falls es translationsinvariant, positiv
homogen, monoton und subadditiv ist.

Beispiele kohirenter Risikomafle:
e Der expected Shortfall ist ein kodhrentes Risikomaf3.

e Ist ¢ eine monoton wachsende Gewichtsfunktion, so ist das zugehorige Spektralmafl kohérent. Ein
Spektralmaf ist also kohérent, wenn die individuelle Risikoaversion hoheren Verluste auch hohere
Gewichte zuordnet.

e Das Risikomafl VaR,, ist translationsinvariant, positiv homogen und monoton;
e Das Risikomafl VaR,, ist kohérent falls es auf normalverteilte Risiken eingeschrénkt wird.

Ein Risikomaf} das genau alles erfiillt hei3t koh&drentes Risikomaf3. Zudem ist durch die positive
Homogenitét in Verbindung mit der Subadditivitét sichergestellt, dass das Risikomafl konvex ist. Hier-
durch ist eine Portfolio-Optimierung im Sinne der Minimierung des Risikos, auf der Grundlage dieses
Risikomafles stets losbar.

Das in der finanzwirtschaftlichen Theorie und Praxis am meisten verbreitete Risikomaf ist die Varianz
bzw. die Standardabweichung als ihre Quadratwurzel. Sie mifit die Streuung einer Verlustverteilung um
den Erwartungswert und beriicksichtigt dadurch gleichermafen fiir den Kreditgeber positive und negative
Abweichungen von diesem. Somit entspricht das durch die Standardabweichung beschriebene Risiko nicht
den oben allgemein definierten Risikobegriff.

viii Diskussion

Ein Nachteil der Risikomafie Var(V'), bzw. Std(W) ist. dass positive Abweichungen als genau-
so riskant eingestuft werden wie negative Abweichungen. Kennzahlen, die auf htheren Momenten
basieren (wie Schiefe- und Wélbungsmaflzahlen), kénnen Zusatzinformationen geben. Aber auch
sie sind fiir eine Einschétzung dariiber, wie wahrscheinlich unerwiinschte oder sogar katastrophale
Ereignisse sind, nur bedingt hilfreich.

seite 42 in wertorientiertes risikomangement;

Untehrnehmenssteuerung: wahrnehmen der Chancen nicht nur der Risiken -
ix Schitzen von Risikomaflen
Schitzen des VaR,, - Schitzen von Quantilen

Die Quantile x, zu einen Wert « einer Zufallsvariable X ist definiert durch

P(X<z4)=1-q.



58 KAPITEL 3. RISIKOTHEORIE

Angenommen X steht fiir die Festigkeit eines Bauteils. Mochte man, dass die Bauteile nur mit einer
Wahrscheinlichkeit von (1 — «) brechen, so ist man an den Anteilen von Bauteilen interessiert mit
Festigkeit kleiner als x,. Der Wert o an den wir interessiert sind ist zumeist sehr nahe bei 1, z.B.
a = 0.995. Das Problem das jetzt entsteht ist, dass die Anzahl der Beobachtungen sehr gering sind, und
das wenn man auch die Verteilung modellieren kann, die Unsicherheiten fiir grosse = sehr gross sind.

Um diese Probleme zu umgehen, gibt es spezielle Losungen, eine ist die Peaks over T Threshold (POT)
Methode.

Satz 2.1. Under geeigneten Bedingung an die Zufallsvariablen X, welche zumeist erfillt sind, und ug

sehr gross ist, gilt
P(X >up+h|X >u)~1—F(ha,c),

wobei F(h;a,c) eine Verallgemeinerte Pareto Verteilung ist, i.e.

1—(1—ch/a)'c,  falls ¢ #0,

F(h;a,c) = {1 — exp(—h/a) falls ¢ =0,

fiir ) < h < oo, falls ¢ <0 und fir 0 < h <a/c falls ¢ > 0 gilt.

Diskrete Schadensverteilung

Ein Betrieb besitzt drei gleichartigen Maschinen. Beide kénnen Bauteil A oder Bauteil B ausfallen.
Nach einem unplanméssigen Stromausfall Bauteile A und B wurden jeweils in verschiedenen Maschinen
eingebaut. Insgesamt in sechs Maschinen, drei vom Typ A und drei vom Typ B.

Zunéchst sei nur der Bestand aus den drei Maschinen vom Typ A betrachtet.



Kapitel 4

Monte-Carlo Simulation

1 Was ist Monte-Carlo Simulation

Monte-Carlo-Simulation oder Monte-Carlo-Studie, auch MC-Simulation, ist ein Verfahren aus der Sto-
chastik, bei dem sehr hiufig durchgefiihrte Zufallsexperimente die Basis darstellen. Es wird dabei ver-
sucht, mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie analytisch nicht oder nur aufwéndig losbare Probleme
numerisch zu l6sen. Als Grundlage ist vor allem das Gesetz der grofien Zahlen zu sehen. Die Zufallsex-
perimente werden in allgemeinen dabei am Computer mit Zufallszahlengeneratoren erzeugt.

Das Zufallsexperiment ist durch eine Zufallsvariable X beschrieben. Die kann z.B. der Risikoprozess
zu einen fixen Zeitpunkt ¢ sein. Hier in diesem Fall kann man die einzelnen Bausteine aus denen die
Zufallsvariable zusammengesetzt ist, leicht simulieren. Allerdings ist es oft schwer moglich, die Verteilung
von X analytisch zu beschreiben.

Im Allgemeinen mochte man folgendes Problem l6sen: Gegeben ist die Zufallsvariable

X:Q—>R,

und eine Funktion ¢ : R — R. Berechne
E¢(X).

Diese Probleme konnen allerdings etwas variieren. Méchte man den Value at Risk fiir ein bestimmtes
Signivikanzniveau a € (0,1), d.h. VaR,, eines Riskos X berechnen, so ist man an folgender Grofle
interessiert:

inf E|1_ X)) >1-o.

B[l wom(X)] 21 -0

Bei der Monte Carlo Simulation macht man sich das starke Gesetz der groflen Zahlen zunutze. Das
heifit, der empirische Mittelwert einer Stichprobe néhert mit steigender Stichprobengrofie sich den Mit-
telwert der Grundgesamtheit, aus der die Stichprobe gezogen wird, an. Mathematisch formuliert lautet
dies so:

Satz 1.1. Sei Y eine Zufallsvariable mit Erwartungswert a. Sei {Y; : i =1,...,n} eine Stichprobe, d.h.
{Yi:i=1,...,n} ist Familie von unabhingigen Zufallsvariablen Y; mit Y; ~Y . Sei

Dann gilt
P(hm Dn:a) ~1.

n—oo

59



60 KAPITEL 4. MONTE-CARLO SIMULATION

Bei der Monte Carlo simulation berechnet man eine Stichprobe {Y; : 4 =1,...,n} um dann den Wert
a abzuschétzen.

Als Beispiel nehmen wir den Risikoprozess R = {R(t) : 0 < t} im Cramer Lundberg Modell. An-
genommen wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit, dass einen Firma am Ende eines Jahres
rote Zahlen schreibt, d.h. wir interessieren und fiir den Wert ob das Ereignis R(T) > 0 zum Zeitpunkt
T = 1 eintritt oder nicht. Dass heifit wir sind an der Zufallsvariablen X = R(1), bzw. and der Grosse
P(X > 0) =P (R(T) > 0) interessiert. Setzt man ¢(x) = 1(g,o)(7) dann gilt El (o 0)(X) =P (X >0) =
P (R(T) > 0). Hier weifl man aus welchen Komponenten X = R(T') aufgebaut ist, auch kennt man die ein-
zelnen Verteilungen der Komponenten. Allerdings ist es oft analytisch sehr schwierig eine Verteilung der
Zufallsvariablen R(T) herzuleiten. Das heifit, es ist analytisch oft nicht méglich die Wahrscheinlichkeit,
dass R(T') grosser als Null ist, d.h. den Wert ¢ = P (R(T") > 0) abzuleiten.

In der Monte Carlo Simulation erzeugt (berechnet) man eine Stichprobe {Ri, Ra, -+, R,,} mit R; ~
R(T),i=1,...,n. Dies ist oft recht einfach, da man die Verteilungen der einzelnen Bauteile kennt. Um

a zu berechnen, wertet man nur
n

1
Ap = E Z 1[0,00)(Rz)
i=1
aus. Aus den Gesetzt der groflen Zahlen weifl man dass a,, mit n — oo gegen a konvergiert. W&hlt man
nun n genug gross, ist a, eine gute Naherung fiir a.

Die Geschwindigkeit der Konvergenz (in n) hingt natiirlich von der Varianz von X ab. Hier gibt
es auch Techniken die die Varianz reduzieren und damit die Konvergenzgeschwindigkeit erhéhen, wir
werden aber hier nicht ndher darauf eingehen.

Hier wird nur besprochen, wie man verschiedene Zufallsvariablen, bzw. einen Zihlprozess generiert,
das Gesamtrisiko simuliert und den VaR, bzw. expected Shortfall berechnet. Auch werden wir kurz eine
Monte Carlo simulation des Cramer Lundberg Modell schildern.

Eine Einfithrung in Monte Carlo Algorithmen verweisen wir auf Miiller-Gronbach, Erich Novak,
Klaus Ritter: Monte Carlo Algorithmen (2012), Glassermann: Monte Carlo Methods in Financial engi-
neering, (2004).

2 Erzeugung von Zufallszahlen

Die meisten Programmiersprachen enthalten zwei Arten von Zufallsgeneratoren. Einmal, einen Zufalls-
generator der eine auf einen Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable X generiert, und einen Zufalls-
generator der eine ganzzahlige Zufallsvariable Z : Q — {1,2,...,,n} generiert. Da die Simulation der
meisten anderen Verteilungen in der einen oder anderen Form auf diesen Generatoren beruht, ist es
auflerst wichtig, dass gute Algorithmen implementiert wurden und die Implementierung valide Ergeb-
nisse liefert. Hinsichtlich des letzten Punkts sind auch mogliche IT-spezifische Probleme zu beachten.
Eine Einfithrung in die Problematik von Zufallszahlengeneratoren findet sich bei Lecuer.... Anzumerken
ist, dass statistische Softwarepakete wie MatLab oder R enthalten zumeist Zufallszahlengeneratoren die
Zufallsvariablen mit den géingigen Verteilungen erzeugen.

In Matlab stehen einige Zufallszahlengeneratoren zur Verfiigung, der Befehl heifit random in MatLADb
und z.B. ran in R. Die entsprechende Befehle sind in der Hilfe nachzulesen.

Trotzdem werden wir hier einige Verfahren vorstellen mit dessen Hilfe man aus gleichverteilten Zufalls-
variablen Zufallsvariablen mit einer gegebener Verteilung gewinnt. Als erstes stellen wir zwei Verfahren
zur Erzeugung von Zufallsvariablem mit stetiger Verteilungsfunktion vor, danach stellen wir auf die
Erzeugung von Zufallsvariablen mit diskreter Verteilungsfunktion vor.

i Erzeugung stetiger Zufallszahlen - die Inversionsmethode

Gesucht wird eine Methode, um Zufallszahlen {X; : ¢« = 1,...n} gemif einer gegebenen Verteilungsfunk-
tion F': R — [0, 1] zu erzeugen. Die Inversionsmethode arbeitet mit der Quantilenfunktion. Dabei wird
folgende wichtige Tatsache beniitzt:
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Satz 2.1. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und U eine [0, 1]-gleichverteilte
Zufallsvariable. Dann gilt fir F*< (u) = inf ep{u < F(z)}

FE(U) ~ X. (4.1)

Ist F stetig und streng monoton steigend, so ist '~ = F~!. Hat F Spriinge oder ist F iiber ein
Intervall konstant, so ist eigentlich F' nicht invertierbar, aber F*~ immer noch wohldefiniert und obige
Beziehung (4.1) gilt trotzdem.

Satz 2.1 hat folgende Bedeutung fiir die Praxis: Wenn die inverse Verteilungsfunktion bzw. Quantil-
funktion F'< bekannt ist, kann eine Realisierung der Zufallsvariablen X erzeugt werden, indem zunéchst
eine Zufallsvariable U die gleichverteilung ist, simuliert wird. AnschlieBend wird dieser Wert in die in-
verse Verteilungsfunktion eingesetzt, d.h. X := F*(U). Satz 2.1 besagt nun, dass X tatséichlich eine
Zufallsvariable der vorgegebenen Verteilung ist. Damit ergibt sich der folgende allgemeine Algorithmus:

Algorithmus zur Erzeugung einer Realisierung von X mit Verteilungsfunktion ' geméafl der Inver-
sionsmethode

1. Erzeuge U wobei U gleichverteilt auf [0, 1] ist.
2. Setze X := F<(U).

Beispiel: Die Exponential-Verteilung Fiir die Exponential Verteilung Exp(A) mit Parameter A > 0
ist die Verteilung gegeben durch F(z) = 1 —exp(—Az). Da F streng monoton steigend ist, lisst sich F*
folgendermafien berechnen

y = 1—exp(—Ax)
1—u = exp(—Azr)

—In(l—u) = X\x

1
Y In(l—w) = =

Da, falls U gleichverteilt auf [0, 1] ist, ist auch 1 — U gleichverteilt auf [0, 1] ist und es gilt
1
F™(u) = =3 In(u).

Damit lautet der Algorithmus zur Erzeugung einer exponential-
verteilter Zufallsvariablen X:

1. Erzeuge U wobei U gleichverteilt auf [0, 1] ist.

2. Setze X := —+In(U).

ii Erzeugung stetiger Zufallszahlen - die Verwerfungsmethode

Bei der Inversionsmethode trifft das Problem auf, dass nicht alle Verteilungsfunktionen einfach zum
invertieren sind. Ein Beispiel ist die Log Gamma Verteilung. ®

Im Gegensatz, zur Inversionsmethode handelt es sich bei der Verwerfungsmethode (Acceptance-
Rejection Method) um eine indirekte Methode zur Erzeugung von Zufallszahlen einer gewiinschten Ver-
teilung. Zunichst wird eine Zufallszahl gemé&f einer leichter zu simulierenden Verteilung erzeugt und dann
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geméf einer bestimmten Entscheidungsregel angenommen oder verworfen. Dabei muss der Verwerfungs-
mechanismus so funktionieren, dass die schliefSlich akzeptierten Zufallszahlen der gewiinschten Verteilung
gehorchen. Das Ziel ist die Simulation einer stetigen Zufallsvariablen X die F' als Verteilungsfunktion
mit Dichte f besitzt.

Man sucht sich nun eine weitere Verteilung G' mit Dichte g, die sich gut simulieren lédsst und fiir die
es eine Zahl ¢ > 0 gibt, sodass gilt

f(@) <c-g(x)

fiir alle Werte von = € R. Im ersten Schritt wird nun eine Zufallsvariable Y mit Verteilungsfunktion
G erzeugt. Diese Zufallsvariable wird nun in einen zweiten Schritt mit Wahrscheinlichkeit f(Y)/cg(Y)
als Realisierung von X akzeptiert oder mit Wahrscheinlichkeit 1 — f(Y")/cg(Y) verworfen. Dies kann
erreicht werden, indem zunéchst eine gleichverteilte Zufallszahl U erzeugt wird. Ist die Bedingung U <
FY)/cg(Y) erfiillt, wird die Zahl Y akzeptiert, ansonsten wird sie verworfen. Als Algorithmus stellt sich
die Methode wie folgt dar:

Algorithmus zur Erzeugung einer Realisierung von X mit Verteilungsfunktion f gem&f der Verwer-
fungsmethode:

1. Erzeuge Y mit Verteilungsfunktion G;
2. Erzeuge U, wobei U gleichverteilt auf [0, 1] ist;
3. Wenn U < f(Y)/cg(Y) ist, setze X := Y. Ansonsten gehe zu Schritt 1.

Die resultierende Zufallszahl besitzt tatséichlich die geforderte Verteilung. Man kann zeigen, dass die
Anzahl der Iterationen, die notwendig ist, um eine Realisierung von X zu erzeugen, eine geometrisch
verteilt Zufallsvariable mit Parameter ¢ ist. Das heisst im Mittel werden ¢ Simulationen benétigt, um
eine Simulation von X zu erzeugen. Daher sollte ¢ moglichst klein, d.h. nahe bei eins, gewahlt werden.

Beispiel: Gamma Verteilung Angenommen wir mochten eine Zufallsvariable X, welche Gamma
verteilt ist mit Parametern % und 1 simulieren. Die Dichtefunktion ist gegeben durch

flx) = xt et =" e 1> 0.

2
glz)==-¢ Y 1>0
3
Dann gilt ja
fla) € 2 ga), 00
x gx), x>
TV 2me g

Damit lautet der Algorithmus:
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Algorithmus zur Erzeugung einer Zufallsvariablen X die Gamma verteilt ist mit Pa-
rametern % und 1 mittels der Verwerfungsmethode:

1. Erzeuge U; wobei U gleichverteilt auf [0, 1] ist;
2. Setzte Y = —2 In(Uy);
3. Erzeuge U, wobei U gleichverteilt auf [0, 1] ist;

4. Wenn
vze VYe 3V
V3

Uy <

ist, setze X := Y. Ansonsten gehe zu Schritt 1.

iii Erzeugung Normalverteilter Zufallsvariablen

Prinzipiell ist es moglich, normalverteilte Zufallsvariable mit der Inversionsmethode zu erzeugen, dazu
muss aber die Quantilenfunktion der Standardnormal-verteilung ausgewertet werden. Da es keine ein-
fache exakte Formel fiir diese Funktion gibt, muss in der Praxis auf Approximationen zuriickgegriffen
werden, wodurch es zu Fehlern kommen kann. Eine andere Simulationsmethode ist die Box-Meiiller-
Transformation, die durch folgenden Algorithmus aus zwei gleichverteilen Zufallsvariablen U; und Us
zwei unabhéingig standardnormalverteilte Zufallsvariablen X; und X5 erzeugt.

Box-Miiller-Algorithmus zur Erzeugung zweier unabhéngiger standard normalverteilten Zufalls-
variablen X7 und Xs:

1. Erzeuge zwei unabhingige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable U; und Us;
2. Setze

X, = (—2In(Uy) - cos(2m - Us);
X2 = (—QIH(U1> -Sin(2ﬂ' 0 U2>;

iv  Erzeugung diskreter Zufallszahlen

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Simulationsalgorithmen fiir stetige Verteilungen vorgestellt.
Die Inversionsmethode funktioniert in etwas abgewandelter Form jedoch auch fiir diskrete Verteilungen.

Ziel hier ist es, eine Zufallsvariable X zu simulieren, die Werte 1 < 25 < --- < x, < ... mit den
Wahrscheinlichkeiten p1, po, ..., pn, ... annimmt, d.h.

x1  mit Wahrscheinlichkeit pq,

xo  mit Wahrscheinlichkeit po,
X=<... ...

xy  mit Wahrscheinlichkeit p,,,

Genauso wie bei der Inversionsmethode mit stetiger Verteilungsfunktion wird im ersten Schritt eine
auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahl U erzeugt. Die gesuchte Zufallsvariable X wird dann definiert durch
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x1  falls U < pq,
xo  falls p1 < U < p1 + po,

z, falls Z;:ll pi <U <X pi,
Diese Definition liefert das richtige Ergebnis, denn es ist
n—1 n n n—1
n»(x_m_u»(zm U< zpi) Y-S
i=1 i=1 i=1 i=1

Beispiel: Poisson Verteilung Es soll eine Zufallsvariable mit Verteilung Pois()\) erzeugt werden. In
diesem Fall ist die Menge {21, z2, - ,zp,...} gleich {1,2,...,n—1,...} und

_a A=Y A
pr=¢ , DPi= G- 1) :piflz_l-
Hier gilt also
Y A1)
VI
In diesem Fall lassen sich die Wahrscheinlichkeiten p;, i = 1, ..., durch eine Rekursion darstellen: p; =

—A _ A
€ ) pl _pi—l i—1"

Algorithmus zur Erzeugung von Poisson verteilten Zufallsvariablen mit Parameter A:
1. Erzeuge eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable U;
2. Setze i :=0, p:=e N F:=p;
. Ist U < F, setze x = i und stoppe;

3

4. Setze p = i_%l-p,F::F—i—p, 1=141;

5. Erzeuge eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable U;
6

. Gehe zu 3.

3 Ruinwahrscheinlichkeiten im Cramer Lundberg Modell

Als wichtige Anwendung des Poisson Prozesses stellen wir hier das Cramer Lundberg Modell vor. Wir
nehmen also an, dass N = {N(¢) : 0 < ¢} ein homogener Poisson Prozess mit intensitét A ist, und
{X; : i € N} ein Portfolie unabhéngig, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F
ist. Die Préamie ist mit a bezeichnet, dass Startkapital wird mit u bezeichnet. Die ZUufallsvariable R(T)
ist nun folgendermaflen aufgebaut:

0 falls N(T') = 0,
R(T):=—u—at+ N(T)
Yopeq xp  falls N(T) >0,

interessiert. Wir interessieren und fiir den Wert ob das Ereignis R(T') > 0 zum Zeitpunkt 7' = 1 eintritt
oder nicht. Dass heifit wir sind an der Grofe ¢ := P (R(T) > 0) = El( ) (R(T)) interessiert.



3. RUINWAHRSCHEINLICHKEITEN IM CRAMER LUNDBERG MODELL 65

Da T = 1 fix vorgegeben ist, geniigt die Anzahl der Schadensfille N(T') bis zum Zeitpunkt T einer
Poisson Verteilung mit Parameter AT. Wie man Anzahl N(T') simuliert, wurde schon beschrieben. Das
heifit, um R(T") zu berechnen muss man zuerst N(T') simulieren und dann N(7T) verschiedene Zufallsva-
riablen mit Verteilung F' generieren.

In unseren Beispiel nehmen wir an, dass die {X; : i € N} einer Grofischiidenverteilung geniigen, dass
heiflt Pareto verteilt sind mit Parametern «, x > 0. Das heifit,

F(x) =

1= (r/(k+ x))%, falls = >0,
0, sonst.

Eine kurze Rechnung zeigt, dass F' leicht zu invertieren ist, und es gilt

R

F%(u)zn—m

, ue(0,1).

Algorithmus zur Erzeugung des Wertes R(T):

1. setzte R = —u;

2. Erzeuge eine Poissonverteilte Zufallsvariable N;

3. Falls N = 0 gilt, setzt R = R — aT' und breche ab;

4. Falls N > 0 gilt, erzeuge N auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable {Uy, ..., Ux};
5. Setzte X; = F<(U;),i=1,...,,N;

6. Setzte R= R+ YN | X, —aT;

Um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen ob R(T) positiv ist, ist ein Sample {Ry : k = 1,...,n} zu
berechnen. Es gilt dann

P(R(T) > 0) ~ ¢y =Y 1(0,00)(Re).
k=1

Sind sie an ER(T) selber interessiert, miissen Sie folgendes beachten. Da die Pareto Verteilung lang-
sam variierend mit Exponent s ist, hingt die Konvergenzgeschwindikeit, bzw. das Konfidenzinterval
von k ab. Ist k > 2, ist das zweite Moment endlich und das schwache Gesetzt der grofien Zahlen kann
angewendet werden um die Konfidenzintervalle zu berechnen.

Ist k < 2, ist das zweite Moment nicht endlich ! Aus folgenden Uberlegungen kénnen Sie sich einen
Richtwert fiir die Sample-Grofle ableiten.
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Seinen {Xj,...,X,} Zufallsvariablen mit langsam variierender Tail Funktion mit Exponent . Sei
S, = E?:l X; und wir sind an ¢ = EX; interessiert. Soll das Konfidenzintervall mit Sicherheit 1 —§
eingehalten sein, setzten Sie

d=6"% oder auch d = F<(6).

Nun gilt ja nach Satz 9 dass

1
— (Sn —nc) ~ F,
nk

wobei F); eine k stabile Verteilung inne hat. Damit gilt

1
P(T(Sn—nc) Sd) ~1-—0¢.
ne
Nach Normierung erhilt man dass
1 14
P(|=S, —cl <dn=x ~1-—9.
n
Dies ist aber eine sehr grobe Abschétzung. Im Falle einer Normalverteilung, wiirde ca. gelten
1 1
]P’(‘—Sn—c < zxn 2) ~1-—4.
n

wobei = (1 — ) ist.

Im vorigen Beispiel haben wir berechnet wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass R = {R(t) : 0 <
t < 0o} zu einem festen Zeitpunkt T = 1 positiv ist. Mochte man wissen ob wihrend der Zeit [0, 7] der
Risikoprozess positiv wird, ist man an folgender Gréfle interessiert

c=P (Omin R(t) < 0) .

<t<T

Das heifit man muss den gesamten Prozessverlauf [0,7] 3 ¢ — R(t) simulieren. Hier kann man aber auf
folgende Konstruktion des Risikoprozesses zuriickgreifen:

Sei a die Priamie pro Zeiteinheit, {7; : ¢« € N} eine Familie von unabhiingigen exponentialverteilten
Zufallsvariabeln mit Parameter A und sei {X; : i € N} eine Familie von unabhéngiger Zufallsvariabeln,
welche einer bestimmten Verteilung F geniigen. Sei T; = >, _, 7, i € N.

Der Risikoprozess [0, 7] 3 t — R(t) im Zeitintervall [0, T ist gegeben durch

0 fall t
R(t)y=—-u—a -t+< ol n>t
Y L 00) (1) X, sonst.

Sei nun X =1 falls ming<¢<y R(t) > 0 und X = 0 falls ming<¢<p R(t) < 0.
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Algorithmus zur Erzeugung des Wertes X:

1.
2.
3.

Setzte R =u, X =0 und 79 = 0;

Erzeuge eine exponentialverteilte Zufallsvariable 7 mit Parameter \;
Falls 7 4+ 19 > T gilt, breche ab;

Falls 7 + 19 < T gilt, erzeuge eine F' verteilte Zufallsvariable V;
Setzte R=R —ar + V;

Falls R < 0 gilt, setze X = 1 und breche ab;

Falls R > 0 gilt, setze 70 = 7 + 79 und gehe zu Punkt (2);

67
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Kapitel 5

Ausgewihlte Kapitel aus den
Statistische Methoden

1 Extremwert Verteilungen und worst case Szenarien

Man spricht von einer 100 Jahr Flut, falls durchschnittlich jede hundert Jahre eine Flut mit mindestens
dieser Hohe passiert. Allgemein, sei Y das Maximum der Flut in einem Jahr. Gegeben ein Level x > 0.
Ein Ereignis A = {Y > z} heifit T'(z) Jahres Ereignis falls es durchschnittlich einmal in 7'(z) Jahren
auftritt, d.h.

1

O =py>ay

Wird, z.B. ein Deich in den Niederlanden oder Belgien geplant, so werden die Deiche so ausgelegt, dass
sie eine 10* -Jahres Flut aushalten. Man gibt sich also T' = T'(x) vor und ist an x interessiert. Das heifit
man ist an der Quantilen Funktion fiir Werte sehr nahe an 1 interessiert. Hier tritt aber ein Problem
auf. Meistens passiert so eine Flut eben alle 10* Jahre, dass heifit solche Ereignisse sind extrem selten.
Trotzdem mochte man die Wahrscheinlichkeit so eines Ereignisses abschétzen. Um dies zu tun ist die
Extremwerttheorie innerhalb der Wahrscheinlichkeitsrechnung ein wichtiges Instrument. Die Extrem-
werttheorie beschéftigt sich mit folgender Fragestellung:

Sei {X,, : n € N} eine Familie unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen. Sei

Wie ist M,, verteilt ?

Beispiel 1.1. Man mdchte die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass innerhalb eines Jahre ein Zugseil
reiffit. Man weifS dass bei einer bestimmten Last, dieses Zugseil reiffen kann. Die Last an einen Tag sei
eine normalverteilte Zufallsvariable. Beobachtet man z.B. die Lastenverteilung eines Jahres fir jeden Tag,
so erhdilt man eine Familie von unabhdingigen normalverteilten Zufallsvariable {X,, : n = 1,...,365}.
Die Frage stellt sich jetzt, wie ist das Maximum

M36 = max X
% 1<n<365

verteilt. Im allgemeinen kann man Msgs mittels einer Extremwertverteilung approximieren.
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Solche Fragestellen tauchen in der Hydrologie (Abschitzen des hochsten Wasserstandes in den niichs-
ten Jahren), Meterologie (Maximale Windgeschwindigkeit, Temperaturmaximum), Lastenberechnungen,
Versicherungen (bzw. Riickversicherer), etc.... auf.

Hier in diesem Kapitel werden wir einige Grenzverteilungen, sogenannte Extremwertverteilungen,
vorstellen und auch die Frage beantworten, wie {X; : i = 1,...,n}, verteilt sein miissen damit M,, fiir
n — oo gegen eine bestimmte Grenzverteilung zu konvergieren.

Angenommen die Famile {X,, : n € N} von Zufallsvariablen hat Verteilungsfunktion F. Dann ist ein
naiver Ansatz

PM,<a2)=P(X; <z, , X, <a)=PX; <z) - P(X, <z)=[F(x)]".

Wir werden uns fiir die Eigenschaften von M, fiir grole Werte von n interessieren. Im folgenden Satz
berechnen wir den Wert, gegen den die Zufallsvariable M,, fiir n — oo in Wahrscheinlichkeit konvergiert.
Wir definieren den rechten Endpunkt der Verteilungsfunktion F' durch zp = sup{t € R : F(t) < 1}.
Hier, zwei Beispiele wo einmal der rechte Endpunkt endlich ist, d.h. 1 und einmal der rechte Endpunkt
unendlich ist: Im ersten Bild bei Figure 5.5 ist die Verteilungsfunktion der f—Verteilung mit Parametern

p=2und q =3, i.e.
1[01](:17) /x —1 —1
F(z) = ——~ W (1 —u)? " du
(@) B(p,q) Jo (1=

gegeben. Hier ist der rechte Endpunkt 1. Im zweiten Bild bei Figure 5.5 ist die Verteilungsfunktion einer
Standard Normalverteilung gegeben. Hier ist der rechte Endpunkt zz = co.

Verteilungsfkt der  Verteilung Verteilungsfkt der Normalverteilung

0.9 0.95
0.8 0.9
0.7 0.85
0.6 0.8
Zost Zors
0.4+ 0.7
0.3 0.65
0.2 0.6
0.1 0.55
oo 05 1 15 2 25 05 1 2 3 4 5

Abbildung 5.1: Die Beta und Normalverteilung.

Man kann nun zeigen dass folgendes gilt:

Satz 2. Fir n — oo konvergiert die Zufallsvariable M, in Wahrscheinlichkeit gegen den Wert xp.
Anders
P (Mn — ,TR) =1.

Das Problem mit diesem Satz ist, dass die Konvergenz zu stark ist um welche Aussagen machen zu
konnen. Erinnern wir uns an das Gesetz der groflen Zahlen. Hier gibt es zwei Versionen, einmal das starke
Gesetz der groflen Zahlen, und das schwache Gesetz der groflen Zahlen. Beim starken Gesetz der grofien
Zahlen betrachten wir den Grenzwert von

Xi+Xo+.. . X1+ X,
n

Sind X; identisch und unabhéngig verteilt mit Erwartungswert p gilt
Xi+Xo+... X, 1+ X,
_>

n
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Beim schwachen Gesetz der groflen Zahlen, skaliert man mit y/n und betrachtet den Grenzwert von
X1+ Xo+... X, 1+ X,
n
Sind X; identisch und unabhingig verteilt mit Erwartungswert u und Varianz o2 gilt

X1—|—X2—|—...Xn,1+Xn—TL,LL
Law
vn
Das heifit um verniinftige Aussagen zu treffen, sollte man M,, noch skalieren, d.h. die Verteilung von
M,, /¢y, fiir n — oo untersuchen. Das ist der Inhalt des Fisher-Tapett Theorems, aber vorher werden noch

die verschiedenen Verteilungstypen vorgestellt zu dem der skalierte Maximalwert streben kann. Dabei
gibt es drei Typen von Verteilungen mit deren Hilfe M,, abgeschéitzt werden kann:

>—>N(O,o).

e Eine Zufallsvariable X ist Fréchet verteilt mit Parameter a, falls fiir die Verteilungsfunktion Fx gilt

falls z <0,
falls > 0.

(5.1)

Dichtefunktion der Frechet Verteilung Verteilungsfunktion der Frechet Verteilung Tail-funktion der Frechet Verteilung

09

08
07
06 -
Bos

04

02

ul/

Abbildung 5.2: Die Dichte-, Verteilungs-, und Tailfunktion.

e Eine Zufallsvariable X ist Weilbull verteilt mit Parameter a, falls fiir die Verteilungsfunktion Fx gilt

falls z <0,

5.2
falls z > 0. (52)

e Eine Zufallsvariable X ist Gumpel verteilt, falls fiir die Verteilungsfunktion Fx gilt
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Dichtefunktion der Weilbull Verteilung Verteilungsfunktion der Weilbull Verteilung Tail-funktion der Weilbull Verteilung

a=2.0

a=05

Abbildung 5.3: Die Dichte-, Verteilungs-, und Tailfunktion.

Dichtefunktion der Gumpel Verteilung Verteilungsfunktion der Gumpel Verteilung Tail-funktion der Gumpel Verteilung

Abbildung 5.4: Die Dichte-, Verteilungs-, und Tailfunktion.

Das Fisher-Tapett Theorem besagt nun folgendes: !

4 h

Satz 3. Seien {X,, : n € N} unabhingige identisch verteilte Zufallsvariabeln sodass gilt: es gibt
Konstanten ¢, > 0 und d,, gibt mit

et (M, —d,) — H, n— oo

fiir eine nicht degenerierte Zufallsvariable H. Dann geniigt H einer sogenannten Ezxtremwertver-
teilung (d.h. Gumpel, Weilbull oder Fréchet Verteilung).

N /

Beispiel 1.2. Seien {X; : i € N} unabhingig und exponential verteilt mit Parameter X\, d.h.
F(z)=1-—e? fir z>0.

Man kann sich z.B. vorstellen, dass die X; die Zerfallsdauer von radioaktiven Isotopen modellieren. Die
Tail-Wahrscheinlichkeit F ist gegeben durch F(z) :=1— F(x) = e~ **. Damit gilt

. M, logn L _emw
nlggoP<T_ \ <x) =e =A(x), z€][0,00).

Mit anderen Worten konvergiert die Zufallsvariable (M, —logn)/\ fiir n — oo in Verteilung gegen A.

Beispiel 1.3. Seien {X; : i € N} unabhingig und Pareto-verteilt mit Parameter a > 0, d.h.

F(x):{l = firxz>1,

0 fir x < 1.

1Wir sprechen von nicht degenerierten Zufallsvariablen, falls H nicht ein fester Punkt ist.
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Also, F(x) := x=%. Dann gilt

1

M, _za ..
lim]P’( . <$)=P(Mn<xné): e fiir x > 0,
n—00 na 0 fii’l",iE S 0.

Mit anderen Worten konvergiert die Zufallsvariable n=« M, in Verteilung gegen ®,.

Man kann das Ergebnis wie folgt interpretieren: Fir grofies n nimmt das Mazimum M, sehr grofle
Werte auf der Skala n'/® an. Reskaliert man M, mit dem Faktor n'/®, so erhdilt man approzimativ
Frechet-verteilte Werte.

Beispiel 1.4. Die {X; : i € N} haben die Verteilungsfunktion

0 fiir x <0,
Flz)=¢1-(1-2)* firo<z<l,
1 fir x > 1.

wobei o > 0 ein Parameter ist. Also, F(z) := (xg — )%, tr = 1, x € (0,2r). Dann gilt

—(—z)® . <0
lim ]P’((Mn—l)n% <x)={i fir <0,

n— 00 f’l‘l:’f’ T Z O,

Mit anderen Worten konvergiert die Zufallsvariable né(Mn — 1) in Verteilung gegen V..

Man kann das Ergebnis wie folgt interpretieren: Fir groffes n ndhert sich das Mazimum M, dem
Wert 1 von unten an. Die Differenz M,, — 1 nimmt sehr kleine negative Werte auf der Skala n="/* an.
Reskaliert man (M,, — 1) mit dem Faktor n'/, so erhilt man approzimativ Weibull-verteilte Werte.

Bemerkung 1.1. FEine Frechet-verteilte Zufallsvariable nimmt nur positive Werte an. Eine Weibull-
verteilte Zufallsvariable nimmt nur negative Werte an. Eine Gumbel-verteilte Zufallsvariable kann sowohl
positive als auch negative Werte annehmen.

Bemerkung 1.2. Es kommt oft vor dass man die Verteilung des Minimum eines Samples wissen mdochlte.
Z.B. besteht eine Maschine aus n Bauteilen gleicher Art. Geht eines der Bauteile kaputt, so funktioniert
die Maschine nicht mehr. Angenommen wir kennen die Lebensdauer der einzelnen Bauteile, d.h. wir
kennen die Verteilung von {T1,Ts,...,T,} wo T; die Lebensdauer der Maschine i bezeichnet. Die Le-
bensdaver der Maschine T is die Verteilung des Minimums, i.e. T = min(Th,...,T,). Sie nun TZ =-T;
und T = max(fl, e ,Tn) Dann qilt T = —T. Das heifst, kennen wir die Verteilung des Mazimums von
{Tl, . ,Tn}, so kennen wir die Verteilung von T .

2 Maximale Anziehungsbereiche

Neben seiner technischen Bedeutung beantwortet dieser Satz auch die Frage nach der Eindeutigkeit der
Grenzverteilung normierter Maxima. Existiert fiir geeignet normierte Maxima (M,, — d,,)/c, von iid
Zufallsvariablen eine nicht-entartete Grenzverteilung, so ist diese bis auf Typ-Gleichheit auch eindeutig
bestimmt. Dariiber hinaus charakterisiert dieser Satz simtliche Konstantenfolgen ¢,, > 0 und d,,, fiir die
F" (x/cn, + dy) gegen eine nicht-entartete Verteilungsfunktion konvergiert in Abhingigkeit von einem
schon gefundenen Paar (¢y,), ¢, > 0 und (d,,). Noch zu kléren ist gegen welche Verteilungsfunktion die
normierten Maxima konvergieren.

Seien {X; : i € N} unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Wir
sagen, dass F' im Max-Anziehungsbereich einer Verteilungsfunktion H liegt, falls es reellwertige Folgen
¢n > 0 und d,, gibt mit
c Y (M, —d,) = H, n—oo

n

Im Folgenden werden wir die Maximalen-Anziehungsbereiche der Verteilungen ®, ¥ und A beschreiben.
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i Max-Anziehungsbereich der Frechet-Verteilung

Um die Konvergenz genauer zu untersuchen, also um c¢,, d, und die Verteilung von H n&her zu spezifi-
zieren, muss man das links auslaufende Ende der Verteilung charakertisieren. Dazu folgende Definition.

Definition 2.1. Sei F eine Verteilung der Zufallsvariablen X, dann bezeichnen wir mit F(z) = 1 —
F(z)=P(X > x).

Wir haben bereits gesehen, dass in Beispiel 1.2 die Verteilung mit der Tailfunktion F(x) = 1—F(z) =
=% x> 1, im Max-Anziehungsbereich von U, liegt. Wir werden zeigen, dass der Anzichungsbereich von
aus allen Verteilungen besteht, deren Tailfunktionen wo sich im gewissen Sinne wie z~% verhalten. Der
entsprechende Begriff ist die regulare Variation.

Definition 2.2. Eine Funktion L : [0,00) — [0,00) heifit langsam variierend (slowly varying (at infini-
ty)) falls fiir alle a > 0, gilt
. L(x)
lim

=1
a—oo L(ax)

Fualls der Grenzwert
L(z)

2300 L(ax)

endlich, aber ungleich eins ist, heifit die Funktion regulir variierend (regularly varying function).
FEine Funktion L : [0,00) — [0,00) heif$t langsam variierend ( slowly varying (at infinity)) mit index
a falls fir alle a > 0, gilt
L(z)

[0}

z—o0 L(ax)
Beispiel 2.1. e Die Funktion f(x) = cx®, wobei ¢ > 0, ist regqulir variierend mit Indez a.
e Die Funktion f(z) = cz®(logz)B, mit ¢ >0, 8 € R ist regulir variierend mit Indez a.
e Die Funktion f(x) = (logx)? mit 3 € R ist langsam variierend.

Ist F streng monoton steigend, so ist F' invertierbar und F~! eindeutig definiert. Da aber F nicht
unbedingt streng monoton steigen ist, aber trotzdem oft an den Inversen interessiert ist, definiert man
sich das sogenannte Pseudoinverse durch

F(z) = irgl%{F(x) > x}.

Satz 4 (Konvergenz gegen die Fréchet Verteilung:). Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt
xR liegt im Maz-Anziehungsbereich der Frechet-Verteilung mit a > 0 genau dann, wenn folgende zwei
Bedingungen erfillt sind:

o 'rR = OO;
e Die Tailfunktion F ist regulir variierend mit Index —a, d.h.

1-F
zli)H;O T—Fg?xx)) =)\ fur alle X\ > 0.
Gilt (1= F(z)) = 2~ *L(z) wobei L eine langsam variierende Funktion ist, dann gibt es eine Folge ¢,
mit
M, S B,

In der Praxis ist es zumeist noch wichtig ¢,, zu bestimmen. Hier kann man zeigen, dass

cn=F"(1—-n1) = inﬂf@{F(m) >1-n"1.
zE
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Beispiele

1. Maxima einer Cauchy verteilten Zufallsvariablen: Sei {X,, : n € N} eine Familie von un-
abhéngigen Cauchy verteilten Zufallsvariablen mit Dichtefunktion

flx)=(r1+2*)"", zeR

Dann gilt 1 — F(z) ~ (7m2)~! und daher

1-F

lim ﬁ = lim f@)

T—r00 (W.I)il z—o0o T Lp—2
2

lim —2 = 1,

z—oo (1 4 22)

Das heifit

nx

P(s ) - (1-0-rE)’
- (1 — % (é +0(1)>) — exp(—z ).

2. Maxima der Pareto, Burr und stabile Verteilungen mit index o < 2: Geniigt X einer
der oben genannten Verteilungen, gilt Fi(z) = P(X > z) ~ Kz™® mit o > 0 und deswegen,
cn = (Kn)=.

3. Maxima der Loggamma Verteilung: Die Dichte der Loggamma verteilung ist gegeben durch

B
flx) = %ﬁ)(lnx)ﬁflafo‘*l, x>0, «a,f>0.

Eine kurze Rechnung zeigt, dass gilt

1

e = ((0(3) " (mn)™tn)" .

ii Maximale Anziehungsbereich der Weilbull Verteilung:

Der Maximale Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung hat eine &hnliche Charakterisierung wie der
Maximale Anziehungsbereich der Frechet-Verteilung. Der Unterschied ist, dass im Fall der Weibull-
Verteilung der rechte Endpunkt =i endlich sein muss. Damit eine Verteilungsfunktion F' im Maximale
Anziehungsbereich von liegt, muss F' in g im gewissen Sinne regulér variierend sein. Wir geben nun
eine prézise Definition.

Definition 2.3. FEine Funktion L : (0,1] — (0,00) heifst langsam variierend in 0 ( slowly varying (at 0))
mit Index o > 0 falls fiir alle A > 0, gilt
. L(x)
1
250 T(\z)

=\ fir alle A > 0.

Beispiel 2.2. Die Funktion f(x) = x® ist requlir variierend in 0 mit Index a.

Satz 5 (Konvergenz gegen die Weibull Verteilung:). Fine Verteilungsfunktion F' mit rechtem Endpunkt
xR liegt im Mazimalen Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung ¥, dann und nur dann, wenn folgende
zwei Bedingungen erfillt sind:

e xR < 00;
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e Die Funktion 1 — F(xr — x) ist reguldr variierend mit Index o in 0, d.h.

. L= FO\@n = )

=\ ir alle A > 0.
i ey p—— fiir alle X >

Gilt 1 — F(xp — 2~ ') = 27 *L(z) wobei L eine langsam variierende Funktion ist, dann gilt

o (M, —dy) S @

wobei d,, = g und
=zp— i >1-—n"1h
Cn = TR ;Ielgk{F(I)) >1—-n""}
Beispiele
e Gleichverteilung auf [0, 1]: Hier gilt ¢, =n~! und d,, = 1.

e Power law behaviour at zz: Gilt F(z) = K(zg — 2)°, fir 1 — K~ <z < 2g, mit K,a > 0,
dann gilt ¢, = (Kn)"= und d, = .

e Beta Verteilung: Die Dichte der Beta Verteilung lautet
I'(a +b)

. a— b—
f(x)—mx -2t o0<z<l.
Hier gilt )
< I'(a+b) )3
"=\ rarn)
und d,, = 1.

iii Konvergenz gegen die Gumpel Verteilung:

Der Einzugsbereich der Gumpel Verteilung als Extremwertverteilung lduft von der Lognorrglalverteilung,
der Exponential-Verteilung mit F(z) ~ e~ bis zur Normalverteilung mit F(x) ~ \/% %e‘t /2 fiir t — oo

(Regel von I"'Hospital).
Satz 6 (Konvergenz gegen die Gumpel Verteilung:). Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt

x g liegt im Mazimal Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung G(z) = e~¢ " genau dann, wenn es eine

positive und messbare Funktion g(t) gibt mit

lim w =e ¥ fir alle x € R.

Bemerkung 2.1. xr kann endlich oder unendlich sein.

Bemerkung 2.2. Die Standardnormalverteilung liegt im Anziehungsbereich der Gumpelverteilung. Man
kann zeigen dass man Satz 6 anwenden kann mit g(t) = % Genauer

- 1~ (ttag(t)?/2
F(t t zg(D) €
i FE+2ze) 0"
t—00 F(t) t—o0 ?e*t /2
1 67t2/27x7x2/(2t2)
= lim tHe/t = e 7
t—o0 %3—152/2 ’

Um die Verteilungen néher zu charakterisieren, bzw. ¢, und d,, zu finden, ist es wichtig die Funktion
a ndher zu charakterisieren. Dazu fiihren wir als erstes die von Mises Funktion ein.
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Definition 2.4. Sei f eine Dichte Funktion mit rechten Endpunkt xr < co. Angenommen, es existiert
eine positive stetige Funktion a : [0,00) und eine positive Konstante mit

F(x)—cexp{—/jﬁdt}, z<x <R

dann heifst F von Mises Funktion und a die zu F' gehorige Hilfsfunktion.

Bemerkung 2.3. In der Literatur wird auch verschiedentlich die hazard Funktion h durch

1P F)
"= T T

definiert. Dabei kann man sich folgenden Zusammenhang ableiten:

fir xp < < xg,

a(x) ~ h(zx).

Nach Definition von a gilt

Differenzieren ergibt

Es gilt somit
F(x)
f(x)

Von Mises Funktionen gehoren zu dem Einzugsbereich der Gumpel Verteilung. Folgenden Beispiele
sind von Mises Funktionen:

a(z) =

fiir x — oc.

¢ Maxima von exponential verteilten Zufallsvariablen: Sei {X,, : n € N} eine Familie von
unabhiingigen exponential verteilten Zufallsvariablen. Hier gilt F(z) = e~ **, 2 > 0, und A > 0.
Die Hilfsfunktion a lautet a(z) = A~!. Damit gilt

P(M, —Inn)<z) = (P(X <z+In(n)))"
=(1- n_le_””)" —  exp(—e™”).

e Maxima von Weilbull verteilten Zufallsvariablen: (Beim Fisher Tippet Theorem wird die
Weilbullverteilung gespiegelt und das Maximum genommen, der rechte Endpunkt ist also 0. Hier
wird dan Maximum der Weilbullverteilung selbst genommen, der rechte Endpunkt ist also co.) Hier
gilt

F(z) ~ Kz® exp(—ca"),

mit K,c,7 > 0 und o € R. Somit gilt F'(z) = exp(—ca”), x > 0, und ¢,r > 0. Die Hilfsfunktion a
lautet a(z) = ¢~ 'r~ta!~". Oben eingesetzt ergibt

en=(cr) (et 11171)%71 :

und
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e Maxima von Gamma verteilten Zufallsvariablen: Fiir die Dichtefunktion gilt

k
f( ):%.xk_l. -z

Daraus ergibt sich nach kurzer Rechnung ¢, = A~%, und

dp =X""(Inn+ (k—1)Inlnn —InT(k)).

e Maxima von Erlang verteilten Zufallsvariablen: Hier gilt

n—1 ()\LC)k
F(x):e_)‘””ZT, >0, und A > 0,n € N.
k=0 '

Die Hilfsfunktion a lautet

n—1
a(aj) = M/\(lwrl)x*k
k

>0
:O(n—k—l)! =

Proposition 2.1. (Von Mises Funktionen und die Gumpel Verteilung) Angenommen f ist eine von
Mises Funktion. Dann gilt
ey (M, —dyp) = T,

n

wobei
_ > -1
dn, = ;reli{F(:v) 1—-n""}

und
cn = a(dy),
wobei a die Hilfsfunktion von f ist.

Es gehoren nicht nur die von Mises Funktionen zum Einzugsbereich der Gumpel Verteilung sondern
auch alle Verteilungen mit #hnlichen Verhalten von F(x) fiir # — oo, aber wir gehen hier nicht néher
ein. Wir werden es aber im néchsten Beispiel beniitzen.

Beispiel 2.3. Die Normalverteilung:
Satz 7. Seien X1, Xo,... unabhingig und standard normalverteilt. Dann gilt fir alle x € R:

nh_}rrgo]P’ < 2log(n) {Mn - ( 2log(n) — log lzg(z)l;;izg)(‘lﬂ)) } < :v) e,

Seien x, normalverteilt mit Mittelwert u und Varianz o2. Der erste Schritt ist die Hilfsfunktion zu
finden. Falls die Normalverteilung eine Mises Funktion ist, muss folgende Gleichung gelten

_ r 1
F(x zexp<—/ —dy).
) L aw)
Die genaue Dichte eingesetzt gilt

1 o (w=m? 1
87 202w d = eX — —_— d .
oV 2w /;E Y P < /u a(y) y>

Differenzieren ergibt
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bzw.
1 _(z—m)? -1

—0_\/%6 202w :F((E)m

—f(x) =

Es gilt somit

_ 00 _(w=w?
(o) = ) _ LTy
f(@) o

Weiters miissen wir das Verhalten von F' fiir x — oo charakterisieren. Die Regel von L’Hospital kann
man zeigen dass gilt

. F(x) 1
m —==" = L
T—roeo ei zou‘ri
(z—p)
Angenommen wir haben eine Verteilungsfunktion mit
_ (zfzu)2
— (& 204m
Gx) = ——
() (w—p) '
o7

fiir £ — oo, dann haben F und G die gleichen Extremwertverteilung mit gleichen ¢,, und d,. Damit
reicht es fiir uns G zu invertieren (was leichter ist als F'). Wir lésen nun

_ (dn—p)?
(&4 2027 1
@ Ty
o7

nach d,, auf. Dies ergibt eine quadratische Gleichung fiir den Ausdruck o) gmlich

o2
(o =) 1" ) [(dn—p) _
[ o +1In o +1n(2) = In(n),
und somit J Il -
n — W 1 ninn + n4dmr 1
= (21 - |
{ o’ } (2lnn)? 2(21nn)% * ((nn) 2),
also mogliche Werte fiir d,,. Da gilt -
() F(x) o’n
a\xr) = ~
f@)  (z—v)
erhalten wir 5
en = aldy) ~ ﬁ ~ (21nn)7%.

Es gilt also
e (M — dy) 5 A).

n

mit obigen d,, und a,,.

Beispiel 2.4. Angenommen ein Seil wird jeden Tag mit einer Last belastet. Die Last X, ist normal-
verteilt mait Mittelwert 10 Tonnen und Varianz 0.25 Tonnen. Wie ist jetzt die Hochstlast in einem Jahr

? Wir wissen also c3gs ~ (2111365)7% und dsgs ~ o (2111365)% — %) + . Es gilt also
n 2

M, ~ G c3g5 + d3g5, wobei G Verteilungsfunktion A hat.
Bemerkung 2.4. Der Satz ldsst sich wie folgt interpretieren: das Maximum M, nimmt Werte an, die

sehr nahe bei losl lox(d
by = /TTog() — 28 og(n) + log(4m)

24/21og(n)

sind. Die Differenz zwischen M, und b, ist von der Grifienordnung a, = 1/v/2logn. Reskaliert man
M,, — b, mit dem Faktor \/2logn, so erhdlt man eine approzimativ Gumbel-verteilte Zufallsvariable.
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3 Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit

Konvergenzgeschwindigkeit normalisierter Extrema unabhéngiger Zufallsvariablen Das Fisher-Tippett-
Theorem gibt die moglichen Extremwertverteilungen fur richtig normierte Maxima von Folgen von iid
Zufallsvariablen an. Um diesen Satz auch praktisch brauchbar zu machen, miissen wir wissen, wie schnell
diese Konvergenz ist. d. h. wir miissen folgende Grofle

|P(M,, = anz + b,) — G(x)]
punktweise oder gleichméfig in x abschétzen.
Satz 8. Seic, = F“(1—2), n > 2. Wir definieren die Punktion r,(x) wie folgt:
e Fir F' im Anziehungsbereich der Gumpel-Verteilung A

Tﬂ(‘r) = n(l - F(Cn +xg(cn))) - 6_17 S R,

e Fiir F' im Anziehungsbereich der Frechet—Verteilung @,

Tn(x) =n(l- F(Cn)) -z~ % x>0,

e Fir F' im Anziehungsbereich der Weilbull-Verteilung ¥,

() =n(l—-Fzr+z(Xgp—cn))) — (—2)% <0,

Dann gilt fiir hinreichendes grosses n
e Fir F' im Anziehungsbereich der der Gumpel-Verteilung A

0.6 e
r
- 2n-—-1

e e (@) _ 1‘

[P (M, < alen)  + cn) — A2)|

= (’)(max(l, Irn(x)]), = €R,n— .
n

Hier, ist die Funktion a identisch mit der Funktion aus Theorem 6

e Fir F' im Anziehungsbereich der Frechet—Verteilung @,

0.6 g
e
2n—1

IN

P (M, < wen) — O ()| e 1]

1
= O(max(ﬁ, [rn(2)]), > 0,n— oo.

e Fir F' im Anziehungsbereich der Weilbull-Verteilung W,

0.6 i
e
2n—1

|]P (Mn < (xR - Cn)CC + wR) - @a($)| < e~ Tnl(@) _ 1‘

1
O(max(ﬁ, [rn(2)]), > 0,n— oo.

Als Voriiberlegung verwenden wir
Sei

()
fir xp < & < zr. Exponential(1): F(z) = 1 — exp(—=x), f(z) = exp(—z) and so h(x) =1 for all z > 0
(constant hazard).
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Normal verteilung s 37,38 (pareto typ)

Sei
en = sup|[F(anx + b,)]" — G(x)|.
z€R
dann gilt
O(en) = maX{O(nil)a h/(bn) - 5}
p- 50

Exponential(1) Previously we found that h'(z) = 0 und damit ist die Konvergenzrate and O(n™1,
also sehr schnell.

N(0,1) Previously we found that h'(z) = 2% + 3z* + ... £ = 0, d.h. konvergenzrate ist O((logn)~1)
also sehr langsam.

4 Statistische Methoden zum Schéitzen von seltenen Ereignis-
sen

There is always going to be an element of doubt, as one is extrapolating into areas
one doesn’t know about. But what Extrem Value Theory is doing is making the best
use of whatever data you have aboutl extreme phenomena - Richard Smith.

In der Statistik wird meistens das Hauptaugenmerk auf die Betrachtung von Mittelwerten gelegt. Fiir
viele Bereiche ist das sinnvoll, doch z.B. bei der Investition in eine Aktie, ist es zwar interessant zu
wissen wie viel im Durchschnitt an Gewinn oder Verlust zu erwarten ist, aber viel entscheidender ist
die Frage nach dem worst case. Wie viel kann mit dieser Investition mit welcher Wahrscheinlichkeit im
schlimmsten Fall verloren gehen? Auch in vielen anderen Bereichen, wie z.B. in Versicherungen oder bei
der Planung von Deichen, ist es entscheidend, sich fiir den schlimmsten Fall abzusichern. Denn um einen
Deich so hoch zu planen, dass im Normalfall keine Uberschwemmungen zu befiirchten sind, niitzt es wenig,
die durchschnittliche Wasserhthe zu kennen. Stattdessen miissen die besonders hohen Wassersténde,
oder im Fall der Versicherung die besonders hohen Versicherungsrisiken, abgeschétzt werden. Mit dieser
Frage beschéftigt sich die Extremwerttheorie. Dabei werden, wie der Name schon sagt, hauptsichlich
die extremen Werte, sogenannte Ausreiffer betrachtet. Doch eine Abschéitzung dieser Werte ist in vielen
Fillen nicht einfach, da Aussagen iiber einen Bereich der Stichprobe gemacht werden sollen, in denen
nur wenige Werte vorliegen

In vielen Schétzungen wird dazu eine Normalverteilung an die Daten angepasst und damit der Value
at Risk berechnet. Das Problem dabei ist, dass die Normalverteilung bei der Art von Daten, die hier
betrachtet werden sollen, oft keine sehr gute Anpassung an die extremen Werte der Daten liefert, da
diese sehr selten auftreten. Da hier keine Mittelwerte betrachtet werden sollen, sondern grosse Verluste,
ist aber gerade die Anpassung an diese extremen Werte wichtig. Eine bessere Moglichkeit die sogenann-
ten Tails (Flanken) der unbekannten, zugrunde liegenden Verteilung zu schitzen, bietet die Peak over
Threshold Methode (kurz: POT-Methode), bzw. die Block Methode. Mit diesen Methoden kann eine
verallgemeinerte Paretoverteilung an die hohen Werte der Daten angepasst und schliefilich der Value at
Risk berechnet werden.

Beim Abschiitzen solcher Ereignisse spielt die Verallgemeinerte Paretoverteilung eine Zentrale Rolle.

Definition 4.1 (Verallgemeinerte Pareto Verteilung). Sei £ € R. Dann ist die Verallgemeinerte Pareto
Verteilung mit Index & > 0 und Skalierungsparameter o > 0 gegeben durch

1
3
Peg(a)=1— (1+§—x> )
) a
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Ist £ < 0 dann ist der Definitionsbereich x € [0,—c /€], und ist & = 0 dann ist die Verallgemeinerte
Pareto Verteilung definiert durch

1
3
Pyo(z) = lim <1 — (l—l— §x> ) =1—e%7 z>0.

g

£—0

GDP fiir y=1 GDP fiir y=0
T

——0=05
——0=10]
——0=15

——0=05[]
——0=10[]
——0=15

0.1

Abbildung 5.5: Verallgemeinerte Paretoverteilung mit verschiendenen Parametern.

i Die Blockmethode

Wie der Name dieser Methode schon suggeriert, teilen wir die Daten {X1, Xa,..., Xgm} (hier ist n =
km) in m gleich grofie Blocke der Linge k auf und bilden die Blockmaxima, das heifit, wir definieren
My; = max(X(j—1)g41,- .-, X jk) fir j = 1,...,m. Wenn die Daten {X1,X>,..., Xgy} zum Beispiel
die téglichen Verluste einer Feuerversicherung iiber m Monate sind (das heifit, X; ist der Verlust am
I-ten Tag), dann schiitzen wir den maximalen Verlust in einem Monat. Die Blockgréfien sind ungefihr
gleich grof}, ndmlich n ist zwischen 28 und 31 Tagen, und M,, ; ist der maximale Verlust im j-ten Monat.
Wir wissen aus den Satz von Fisher Tippett 3, dass die Verteilung von M,, ; durch eine verallgemeinerte
Extremwertverteilung approximiert werden kann, so es Konstanten ¢,, > 0 und d,, gibt mit

P (M, <u)~Gyos(u) fir grosses u.

wobei v, 8, und 9 Parameter sind, die geschétzt werden miissen, und die Konstanten a,, und b,, in § und
¥ integriert sind. Zur Wiederholung, es gilt

z—p

_1
e‘(l-wT) T, fallsy #0 fiir {1+71“>0, falls v # 0,

G o.ul) = T—p 7
o (W) ——— falls 7 = 0 reR falls v = 0.

Es gibt verschiedene statistische Verfahren, um v, 6, und ¥ zu schiitzen, und wir bezeichnen mit 4, ,
und ) entsprechende Schitzwerte. Damit approximieren wir

P (Mp,; <u)~ G%élﬁ(u) fiir grosses u.

ii Die PoT-Methode

Ubersetzt heifit Peak Spitze oder Hochstpunkt und ein Threshold ist einfach ein Schwellenwert. Peak over
Threshold bedeutet also so etwas wie Héchstpunkt oder Spitze iiber einem Schwellenwert (Threshold).
Der Name beschreibt im Prinzip auch schon das Vorgehen der Methode. Es wird zun#chst ein Schwellen-
wert im oberen Bereich der Daten gewihlt. Dabei ist es entscheidend den Schwellenwert moglichst gut zu
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wiéhlen, damit es nicht zu viele, aber auch nicht zu wenige Schwellenwertiiberschreitungen gibt. Schlief3-
lich sollen nur die extremen Werte betrachtet werden. Ist der Schwellenwert aber so hoch, dass zu wenige
Uberschreitungen iibrig bleiben, ist die Anpassung evtl. die Schiitzer fiir die Parameter zu ungenau. Ist
der Schwellnewert zu niedrig, greift der Grenziibergang noch nicht und die Approximation der oberen
Werte mittels einer verallgemeinerten Paretoverteilung ist nicht zuléssig. Ist der Schwellenwert gewéhlt,
kann schlieflich eine heavy tail Verteilung an die Uberschreitungen angepasst werden. Somit erhilt man
mit der Peak over Threshold Methode eine Verteilung, die die hohen Werte sehr gut beschreibt.

Problem: Gegeben ist eine Stichprobe {z1,...,z,} einer Grundgesamtheit die Verteilungsfunktion
F hat. Zu finden ist die Wahrscheinlichkeit von F(z) fiir « sehr gross (bzw. das ¢ Quantil fiir ¢ nahe 1,
ie.y=F(q)).

Um mit der Peak over Threshold Methode eine geeignete Verteilung an die hohen Werte der Beobach-
tungen anzupassen, wird zunéchst ein Schwellenwert (Threshold) w, der im oberen Teil des Wertebereichs
der Daten liegen sollte, vorgegeben. Mit diesem Schwellenwert werden dann fiir z; > u die Exzesse {iber
u bestimmt, i.e.

Yii=x;—u, t=1,...

n

) 3

bestimmt. Die x;, die x; > wu erfiillen, heiflen Exceedances.

Definition 4.2. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Die Exzess-Verteilungsfunktion
von X bzw. F oberhalb des Schwellenwerts w wird definiert durch

F(x+u) — F(u)

F(r)=PX—-u<z|X>u)= = F(w)

fir x > 0 und festes u < xgr, wobei xp = sup{z € R : F(z) < 1} < oo den rechten Endpunkt von F
bezeichnet.

fiir x > 0 und festes u < z i definiert. Diese Verteilungsfunktion wird hiufig auch Residual Life Vertei-
lungsfunktion zum Alter u genannt. Dabei stellt F,(z) die Wahrscheinlichkeit dar, dass die verbleibende
Lebenszeit kleiner als x ist, wenn das Alter u erreicht wurde.

Bemerkung 4.1. Es gilt

Fu+y) = F(u) Fu(y).
Beispiel 4.1. Sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter X. Dann gilt

P(X—u>tX>u)

PX—-u>t|X>u) = P(X>u) Formel von Bayes
P (X t
= ﬁ Geddichnislosigkeit der Exponentialverteilung
_ e
e—Au '

Beispiel 4.2. Sei X eine Zufallsvariable aus den Anziehungsbereich der Frechetverteilung mit Index —c,

d.h. _
fim A7) e
Z—00 F(x)

Dann gilt

X — P(X=t>¢t X >
P st | X >u) = (% 4 Formel von Bayes
u P(X > u)

P(X > u+ut)
7]P’(X>u)

= Flult+1)) =1+t~
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Beispiel 4.3. Sei X eine standard normalverteilte Zufallsvariable. Dann gilt

P (u(X — t, X
Pu(X—-—u)>t|X>u) = (u( 7 (UX) i u,) >u) Formel von Bayes
P(X >u+t/u)
P(X > u)
€7u2/27t7t2/(2u2)
t

= Py —e "

Die Exzess-Verteilung reprisentiert also die Wahrscheinlichkeit, dass ein Verlust den Schwellenwert
u mit hochstens einem Betrag x iiberschreitet, gegeben, dass der Schwellenwert {iberschritten wird. Mit
Hilfe des Fisher Tippet Theorem, kann man Grenzsétze beweisen, gegen was F,, konvergiert, wenn u
gegen den rechten Endpunkt der Verteilung F' strebt.

Dazu spezifizieren wir aber als erstes die Typen von Verteilung die als Grenzwert in Frage kommen.
Das wichtigste Verteilungsmodell fiir Exzesse iiber Schwellenwerts ist die verallgemeinerte Paretovertei-
lung (generalized pareto distribution, kurz: GPD).

Definition 4.3. Die Verteilungsfunktion der verallgemeinerten Paretoverteilung wird definiert durch

1—(1+€559)78, falls € £ 0,

G )= o
& () {1 _et ﬂu), falls £ = 0.

wobei >0 und x > 0 im Falle £ > 0 gilt und 0 < x < —% falls € < 0 gilt.
Bemerkung 4.2. Fiir £ =0 ist dies die Gumpelverteilung.

Der Parameter ¢ ist der Form-Parameter (auch: Shape-Parameter) und £ ein zusétzlicher Skalierungs-
Parameter (auch: Scale-Parameter). Der Parameter p ist der Lokalisation Parameter genannt. Fiir £ >
0 ist G¢ g eine reparametrisierte Version der gewohnlichen Paretoverteilung, & = 0 entspricht einer
Exponentialverteilung und £ < 0 ist bekannt als eine Pareto Typ II Verteilung. Ist die Verteilungsfunktion
F der Grundgesamtheit heavy tailed, dann ist vor allem der Fall £ > 0 relevant.

Nun kann das Pickands-Balkema-de Haan Theorem formuliert werden. Es liefert ein wichtiges Resultat
fiir die Schitzung von Exzessverteilungen oberhalb hoher Schwellenwerts

Satz 4.1. Fir alle £ € R liegt eine in xg stetige Verteilungsfunktion F' in D(H) genau dann, wenn

im  sup  |Fy(2) — Ge puy(@)| =0

UZTR O0<z<xpr—u

fiir eine geeignete positive, messbare Funktion (3 gilt, wobei xp = sup{x € R : F(x) < 1} den rechten
Endpunkt von F bezeichnet.

Beispiel 4.4. (siche Beispiel 4.1) Sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter A\. Dann
gilt

lim  sup |Fu(z) — Goi/a(z)] =0

U=30 g<r<oo

Beispiel 4.5. (siche Beispiel 4.2) Sei X eine Zufallsvariable aus den Anziehungsbereich der Frechetver-
teilung mit Index —a.. Dann gilt

lim sup |Fu(x) - Gl/a,u/a(‘r)‘ =0

U0 g<r<oo

Beispiel 4.6. (siehe Beispiel 4.3) Sei X eine standard normalverteilte Zufallsvariable. Dann gilt

lim sup
U0 < r<oo

F.(z) — G07%(:v)‘ =0
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Das Pickands-Balkema-de Haan Theorem besagt insbesondere, dass die verallgemeinerte Paretover-
teilung fiir groBe u eine gute Approximation der Exzess- Funktion Fu darstellt, wenn F im Anziehungsbe-
reich einer Extremwertverteilung liegt. Dariiber hinaus ist der Shape-Parameter der GPD fiir die Exzesse
derselbe wie der Shape-Parameter der GEV Verteilung fiir die Maxima.

Aus dem Pickands-Balkema-de Haan Theorem resultiert, dass die gesuchte Verteilung der Exzesse
durch eine GPD approximiert werden kann, wenn der Schwellenwert grofl genug ist. Dies legt nahe, einen
relativ hohen Schwellenwert zu wihlen, der sehr nah am rechten Endpunkt liegt. Andererseits bleiben
bei einem sehr hohen Schwellenwert nur noch sehr wenig Exzesse iibrig, mit denen das Modell geschétzt
werden kann, was unter Umstédnden zu einer sehr hohen Varianz fithrt. Die Wahl eines Schwellenwerts
ist somit grundsétzlich ein Kompromiss zwischen der Wahl eines ausreichend hohen Schwellenwerts, so
dass das Theorem von Pickands-Balkema-de Haan als tatséchlich exakt betrachtet werden kann, und der
Wahl eines ausreichend kleinen Schwellenwerts, so dass geniigend Material zum Schétzen der Parameter
zur Verfiigung steht. Eine optimale, universale Losung fiir die Schwellenwertwahl gibt es also nicht. Es
gibt aber welche Hilfsmittel die wir hier vorstellen.

Feststellen des Verteilungstyp der Zufallsvariablen

Gegeben ist die Stichprobe {Xi,...,X,}. Die erste Aufgabe ist es nachzupriifen in welchen Einzugs-
bereich die Verteilungsfunktion der Grundgesamtheit liegt. Dass heifit, man muss untersuchen ob sie in
dem Einzugsbereich der Frechet Verteilung, oder Gumpelverteilung liegen.

Um den Tail einer Verteilung abzuschitzen gibt es verschiedene Methoden:

Hill Schétzer (§ > 0: Sei {Xi,...,X,} und {X(y),..., X(,)} die geordnete Stichprobe, d.h. es gilt

Xi—1) < X fiir alle i = 2,...,n. Dann ist der Hill Schétzer von % = é der k£ ten Ordnung gegeben
durch
k
Hy, =~ log | —— | .
Es gilt

Satz 4.2. Fualls n — 0o, k — co und % — 0, dann gilt

1
Hyp — —.
@

In der Praxis wird im allgemeinen ein Hill Plot von a gezeichnet, d.h. ein Plot der Punktepaare
{(k, H,;}l) : 1 <k < n}. Ist der Plot stabil, kann man « ablesen.

Pickands Schéitzer ¢ € R:

F(Pickands) — ( 1 > log ( X(k) B X(zk) >
b log(2) X2k) — X(ak)
Deckers Einmal und de Haan Schéitzer ¢ € R:

1 (555”)2 B
fDEd H(1
PP = gl 41— o |1 - gt

k,n

mit

r 1 X’L "
,ffl):z%[log< © )} , o r=1,2,....

Xkt
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Falls n — oo, K — oo und % — 0, dann konvergieren alle Schétzer, weiters kann man die Konfidenz-
intervalle mittels der Normalverteilung ermitteln, genauer gilt

1 (Pickand) 2 (22£+1 + 1)
F (kv" 5) - N(M 2(26 —1)m2)2 )"

k2 (PP —¢) — N(0,1+¢€%),
k2 (e, —¢) — N(0,62).

QQ-Plots: eine weitere Moglichkeit ist einen qq plot der Verteilung mit einer heavy tail Verteilung zu
vergleichen.

Wahl des Schwellenwertes (Threshold) u:

Im Folgenden stellt sich die Frage, wie ein geeigneter Threshold gewihlt wird. Bei der Einfithrung der
POT-Methode, wurde bereits erwahnt, dass der gewéhlte Threshold im oberen Teil des Wertebereichs der
Daten liegen sollte, da sonst keine extremen Werte geschéitzt werden konnen. Aus dem Pickands-Balkema-
de Haan Theorem resultiert, dass die gesuchte Verteilung der Exzesse durch eine GPD approximiert
werden kann, wenn der Threshold grof§ genug ist. Dies legt nahe, einen relativ hohen Threshold zu
wihlen, der sehr nah am rechten Endpunkt liegt. Andererseits bleiben bei einem sehr hohen Threshold
nur noch sehr wenig Exzesse iibrig, mit denen das Modell geschéitzt werden kann, was unter Umsténden
zu einer sehr hohen Varianz fithrt. Die Wahl eines Thresholds ist somit grundsétzlich ein Kompromiss
zwischen der Wahl eines ausreichend hohen Thresholds, so dass das Theorem von Pickands-Balkema-de
Haan als tatséchlich exakt betrachtet werden kann, und der Wahl eines ausreichend kleinen Thresholds,
so dass geniigend Material zum Schétzen der Parameter zur Verfiigung steht.

Kurz gesagt, ist u zu gross, so gibt es zu wenige Beobachtungen mit X; > u, andererseits, ist u zu
klein, ist die Approximation F,(x) ~ GQ)B(U) (y) nicht sehr gut.

Eine optimale, universale Losung fiir die Thresholdwahl gibt es also nicht. Es gibt aber zwei graphische
Hilfsmittel mit denen geeignete Thresholds gefunden werden konnen. Eines davon ist der sogenannte
Mean Residual Life Plot oder auch mean excess Funktion genannt.

Im Fall der Lebenszeit-Schitzung ist die im Alter u zu erwartende verbleibende Lebenszeit von
Interesse. Diese wird durch die Mean Residual Life Funktion (kurz: mrl-Funktion) dargestellt:

Definition 4.4. Die Mean excess function (MeF) einer Zufallsvariablen ist gegeben durch
e(u) = EX—ul|X >ul.

Es gilt also, wenn Y GP-verteilt ist, mit den Parametern f und &, dann gilt fiir £ < 1 e(u) =

1%. Fiir £ > 1 ist der Erwartungswert unendlich. Sei nun wug der kleinste Threshold, fiir den das GP-
Modell gilt, und X7y, ..., X,, seien Zufallsgréfen mit der entsprechenden durch u festgelegten Verteilung.

Vorausgesetzt £ < 1, gilt dann fiir jedes X;

Bo
1-¢

wobei [y den Scale-Parameter, der sich fiir die Verteilung der Exzesse iiber den Threshold ug ergibt,
darstellt. Aber wenn das GP-Modell giiltig ist fiir Exzesse iiber den Threshold ug, sollte es auch giiltig
sein fiir alle Thresholds u > wug, allerdings mit einem anderen durch u gegebenen Scale-Parameter f3,,.
Zwischen 3, und Sy besteht folgender Zusammenhang:

IE()(Z — Ug | X > UQ) =

Bu = Bo + u.

Das folgt aus der Beweisskizze des Pickands-Balkema-de Haan Theorem, wenn anstatt der GPD-Verteilungsfunktion
G¢ .3, die GPD-Verteilungsfunktion G¢ g, eingesetzt wird, d.h. die Verteilungsfunktion, die noch nicht
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durch einen Loc- Parameter erweitert wurde. Fiir die mrl-Funktion ergibt sich daraus

ﬁu o ﬁuo —{u
1-¢ 1-¢ 7

E(X;, —u|X; >u)=

Fiir u > wug ist die mrl-Funktion also linear in wu.

Im folgenden Bild sind einige mean excess function von verschiedenen Verteilungen aufgezeichnet.
Was wichtig ist, die mean excess function einer Pareto Verteilten Zufallsvariablen ist linear. Dies ist
einfach nachzurechnen. Sei dazu X Parteo verteilt mit Parameter 6 und a und v > 6. Dann gilt

EX—-u|X>u = m/wf(x)xdx

1 R
= swew ), G

- soswl) (vg) @

=

¢ u\ B B+&u
- (i) £

Fiir die Wahl eines geeigneten Thresholds heifit das nun, dass die mrl-Funktion auf ihrem gesamten
Wertebereich geplottet werden muss.
Hat man die Stichprobe {Xi,..., X, } gegeben, so kann man eine empirische Mean Excess Funktion
berechnen. Dazu sei
Ny=#{i:1<i<n:X;>u}

die Anzahl der Uberschreitungen von w durch X;, i = 1...n. Die empirische durchschnittliche Exzess
Funktion ist gegeben durch

n

nlu) = 3 S (Xi — )l oy
=1
Der Schwellenwert ug sollte so gross gewéhlt sein, dass der Plot (e, (X;), X;) fir u > wuo (ann&hernd)
linear ist - die Steigung sollte circa (1%5) betragen. Eine Anwendung des starken Gesetz der groflen
Zahlen ergibt, dass die empirische empirische mean excess-Funktion ndherungsweise mit der tatséchlichen
iibereinstimmt. Somit liefert dieses Verfahren eine gute Hilfestellung fiir die Wahl des Schwellenwertes.

Beispiel 4.7. e Die Mean FExcess Funktion der der Exponential Verteilung (Verallgemeinerten Pa-
retoverteilung mit £ = 0 und v = 0) lautet
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e die Mean Excess Funktion Gumpel Verteilung

e(u)_l—i—fu 0<wufalls 0 <& <1,
C1-¢7 |o<u< —1/¢, falls € <O0.

Dazu lésst man sich in R einen Mean Residual Life Plot (mrlplot). Auch kann man in R sich einen
teplot ausgeben lassen - siehe Hilfe in R (Internet).

iii Schitzen der Parameter in der GDP-Verteilung

Seien {Y7,...,Y;} die Exceedanten der Stichprobe {Xi,...,X,}, d.h. die Werte die w iiberschreiten,
d.h. es gilt fiir allei = 1,...,k, Y > u. Achtung, in der Literatur werden oft die Wert {71, ..., Z;} mit
Z; = Y; — u betrachtet.

Nachdem ein geeigneter Schwellenwert gewéhlt wurde, konnen die Parameter der GPD-Verteilung
geschitzt werden. Durch die Wahl des Schwellenwerts u ist der Lokation Parameter p bereits festgelegt.
Da die Wahrscheinlichkeit, den Schwellenwert zu iiberschreiten, bei einem Wert, der kleiner ist als u,
gleich 0 ist, ist u der linke Endpunkt der Exzess-Verteilung. Dieser entspricht bei einer GPD-Verteilung
dem Location Parameter p. Nimmt man als Grundlage der Schitzung {Y7,..., Y}, so ist g = w, nimmt
man als Grundlage der Schiitzung {Z1, ..., Z;}, so ist u = 0.

Bleiben also noch der Shape- und der Scale-Parameter zu schétzen. Diese kénnen durch verschiedene
Methoden geschétzt werden. Die bekanntesten Methoden sind die Momentenmethode (method of mo-
ments, kurz: MoM), die Methode der wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente (method of probability
weighted moments, kurz: PWM) und die Maximum-Likelihood Methode (kurz: MLE).

Maximum-Likelihood-Schitzung Bei der Maximum-Likelihood-Schéatzung versucht man, die un-
bekannten Parameter 9 einer Verteilung so zu bestimmen, dass die beobachtete Stichprobe moglichst
wahrscheinlich ist. Dafiir berechnet man erst die Likelihood-Funktion und maximiert diese dann fur die
gesuchten Parameter (siche Kapitel 2.1).

Die Dichte der Verallgemeinerten Pareto Verteilungsunktion (GPD) ist ja

1 — -1
o) = 5 (1 + %)

Daraus ergibt sich fiir die Log Likelihood Funktion (Schwellenwert = u)

b k
1(B,€) = log (H f&ﬁ,u(Yi)> = Zlog(fg,ﬁ,u(yi)) = —klogB — <% + 1) Zlog (1 4 w> 7

unter der Voraussetzung dass gilt 1 + W >0 firi=1,..., k. Fiir £ =0 gilt fiir die Dichte

;T

—1 —r—r

fOﬁ-,u(x):ﬂ e 5, x>

Daraus erhélt man als Log Likelihood Funktion

k
1(3) = ~klog P~ 5 > (¥~ w).
=1

Die Maximum Likelihood Schétzer fiir £ und S(u) sind diejenigen Werte an denen [(3,£) ein lokales
Maximum annimmt. Die exakten Werte é und B wo [(f,¢) maximal wird, kann man mit Hilfe von
numerischen Optimisierungsalgorithmen 1osen. Wichtig ist die Instabilitdt um & = 0 zu beachten und
gegebenenfalls £ = 0 setzen.
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Die Momenten Methode: Bei der Momenten-Methode werden die gesuchten Parameter in Abhéngig-
keit von den Momenten der Verteilung ausgedriickt (das r-te Moment von einer Zufallsvariable X ist
der Erwartungswert der r-ten Potenz von X). Anschlieflend werden diese theoretischen Momente jeweils
durch den empirisches Schitzwert ersetzt. Auf diese Weise erhélt man dann die Momentenschétzer.

Angenommen X ist GPD verteilt mit Parameter . Das r-te Moment der GPD existiert fiir £ < %
Fiir den Fall, dass sie existieren, gilt:

_ B
EX - m,

ﬂQ
(1-8)2(1 -2

Nun schiitzt man EX mit X = 1 37" | X; ab und Var(X)? durch § = 22 3" (X; — X)? ab. Auflosen
der obigen Beziehung nach £ und ( ergibt

. 1 X

¢ 5(-%)
R X X2
R 1051

Wahrscheinlichkeitsgewichtete Momenten-Methode Fiir eine Zufallsvariable X mit Verteilungs-
funktion F' sind die wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente (PWM) definiert als:

Var(X) =

M., =EXPIF(X)]"[1 - F(X)]°.

M, 0,0 ergibt den normalen Momentenschétzer. Aber oftmals ist die PWM-Methode jedoch giinstiger, da
sie robuster gegeniiber Ausreiflern ist und besonders fiir kleine Stichproben zuverldssigere Schitzungen
liefert. Der Grund dafiir ist, dass extreme Werte herabgewichtet werden. Fiir die Schitzung der Parameter
B und ¢ der verallgemeinerten Paretoverteilung sind p =1 und r = 0 gute Werte. Also

p
(s+1)(s+1-¢&)

Mo, =

Welche Methode man nehmen sollte hdngt mitunter von den Skale Parameter £ ab (Hosking und
Wallis und 1995 von Rootz’en und Tajvidi).

e falls £ > 0.2 dann ist der MLE schétzer stabil.
e falls ¢ nahe 0 ist und £ > 0, dann sollte man die Momentenmethode wiéhlen;
e ist £ < —0.2 sollte man die PWM Methode wéhlen

Smith (1985) gibt folgenden Vorschlag:

e Fiir £ > —0.5 ist die MLE regulér, auch gilt die Normalapproximation zur Berechnung der Konfi-
denzintervalle;

e Fiir —1 < £ < —0.5 ist die MLE anwendbar (bzw. lésbar), die Normalapproximation zur Berech-
nung der Konfidenzintervalle gilt i.A. nicht;

e Fiir £ < —1 ist die MLE i.A. nicht l6sbar;

Die Verteilungsfunktion der gesamten Verteilung fiir > u ist nun gegeben durch

Flz) =Pz >u) Gs 5 (v —u) ~ S Ge g (x —u).



90 KAPITEL 5. AUSGEWAHLTE KAPITEL AUS DEN STATISTISCHE METHODEN

iv. Uberpriifung der Anpassung

Beim Finden des richtigen Wertes ist folgende Beobachtung hilfreich. Wir wissen ja dass F}, () ~ Ge plu),u
gilt. Ist v > u so gilt Fy,(z) ~ G¢ 5, mit 8 = B(u) +&(v —u).

Verschiebt man also u, dann sollte beim Schétzen des Parameters § die gleiche lineare Beziehung
wiederspiegeln. (siehe auch teplot in R)

Weiters, vergleichen mit den Daten mittels einen Histogramm, QQ-Plot. Plot.

5 Schatzen des VaR,, - Schitzen von Quantilen, Berechnung des
Expected Shortfalls

Die Quantile x, zu einen Wert « einer Zufallsvariable X ist definiert durch
P(X <z4)=1-a.

Angenommen X steht fiir die Festigkeit eines Bauteils. Mochte man, dass die Bauteile nur mit einer
Wahrscheinlichkeit von (1 — «) brechen, so ist man an den Anteilen von Bauteilen interessiert mit
Festigkeit kleiner als x,. Der Wert o an den wir interessiert sind ist zumeist sehr nahe bei 1, z.B.
a = 0.995. Das Problem das jetzt entsteht ist, dass die Anzahl der Beobachtungen sehr gering sind, und
das wenn man auch die Verteilung modellieren kann, die Unsicherheiten fiir grosse x sehr gross sind.

Der erste Schritt ist mittels der Peaks over Threshold Methode die entsprechende GPD-Verteilung zu
finden. Angenommen, wir haben é und /3 der gefunden. Aus

F(x) = F(u) Fy(z — u),

und F'(u) ~ % folgt

(F)n(z) = % (1 +§Ax;u>—1/é'

Gibt man sich nun die o Quantile vor, so kommt man auf

VaR(a) = F<(a) = u+§: <<w>f B 1) :

Als néchstes mochten wir eine Formel fiir den Fxpected Shortfall ableiten. Wir wissen ja dass
es, =E[X | X > VaR,] = VaR, + E[X — VaR, | X > VaR,]

Der zweite Term ist gerade der Erwartungswert der Verteilung Fyar,, (z) iiber dem Schwellenwert VaR,,.
Man kann also die Verteilung Fyar, () mittels der GDP mit schon geschitzten Parameter £ und para-
meter 8+ 5 + £(VaR, — u) anpassen. Daraus folgt nach kurzer Rechnung (£ < 1)

E[X — VaR, | X > VaR,] = 5+5+é(zfz)Ra —u).

Einsetzten der Dichtefunktion und Ausrechnen ergibt

) E
fé-,B.,Vara () xdr = al a2

E[X—VaRa|X>VaRa]:a-/
Var

und damit folgt

es, = VaR, —l—al p -
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6 Schitzen von Riickkehrzeiten oder der Parameter im Poisson
Modell

Sei N = {N(t) : t > 0} ein homogener Poisson Prozess. Gegeben ist eine Zeitreihe X = {z; : i =1...n}.
In diesem Kapitel behandeln wir das Problem, wie kann man aus der Zeitreihe X, den Poisson Parameter
A schétzen.
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KAPITEL 5. AUSGEWAHLTE KAPITEL AUS DEN STATISTISCHE METHODEN



Anhang A

Verteilungen und Verteilungstypen

In diesem Kapitel werden die géngigen Verteilungen vorgestellt. Zu Begin werden zwei Klassen von
Verteilungen und Konvergenz sdtze erlautert, a—stabile Verteilungen und Extremwertverteilungen. Der
Grund ist, dass diese Arten von Verteilungen relativ oft in der Risikoanalyse vorkommen.

93
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1 Klassen von Verteilungen und Grenzséitze

i Stabile Verteilungen und das schwache Gesetzt der groflen Zahlen

Seien {X; : i € N} identisch verteilte Zufallsgrossen mit Verteilung F' gegeben und es sei

S, = anXn

die n-te Partialsumme der Folge {X; : i € N}. Dann besagt dass starke Gesetzt der grofien Zahlen, dass
. 1
[ = =Sy = pi=EXq,
n

falls E|X;| < oo. Statistisch gesehen bedeutet dies, dass der empirische Mittwelwert einer Stichprobe
gegen den Mittelwert v der Grundgesamtheit strebt. Méchte man die Konfidenzintervalle des Schétzers
Uy, berechnen, verwendet man das schwache gesetzt der groflen Zahlen. Das besagt, dass
1
%Sn — N(M, O'),

wobei ¢ die Standardabweichung der Grundgesamtheit ist. Das diese Konvergenz hilt ist aber wichtig,
dass die Standardabweichung der Grundgesamtheit endlich ist und existiert.Genuegen aber {X; : ¢ € N}
einer Cauchy Verteilung, so ist ¢ nicht endlich, es existieren sogar keine ersten Momente ! In diesem Fall
bleibt aber die Konvergenz erhalten, nur die Skalierung muss abgeéindert werden und die Grenzverteilung
ist nicht mehr die Normalverteilung sondern eine sogenannte stabile Verteilung.

Definition 1.1. FEine Verteilung F heifst stabil, falls es fiir jedes n eine Verteilung F,, g¢ibt und ein
a € (0,2] sodass gilt

Fe

n"a Fn(")*.
Besser kann man sich die Stabilitat einer Zufallsvariaben vorstellen:

Definition 1.2. Eine Zufallsvariable besitze eine stabile Verteilung, falls es fiir jedes n € N eine Familie
von n identische und unabhdingig verteilter Zufallsvariablen {X: :i=1,...,n}, eine reelle Zahl by, und

ein a € (0,2] gibt, sodass gilt
1 (=
X=— X: | — bn.

Solche a—stabile Verteilung treten in der Versicherungsmathematik relativ oft auf. Z.b. ist die Cauchy
Verteilung 1-stabil.

Bemerkung 1.1. Positive stabile Verteilungen sind leptokurtotic und heavy-tailed.

Hat man jetzt z.B. eine Familie {X; : i € N} von identisch verteilte Zufallsgroien die Parteo verteilt
sind, d.h. F' ~ Par, dann ist das zweite Moment nicht endlich. Hier stellt sich nun die Frage, wie man
die Summe S, skalieren muss und gegen welche Verteilung diese Skalierte Summe strebt. Um das zu
analysieren muss man die Tails der Verteilung abschétzen. Dazu fithren wir folgende Definition ein:

Definition 1.3. Eine Funktion L : [0,00) — [0,00) heifst langsam variierend (* slowly varying (at
infinity)) falls fir alle a > 0, gilt
. L(x)
lim

=1.
z—oo L(ax)

Falls der Grenzwert
L(z)

w00 L(ax)

endlich, aber ungleich eins, ist, heifit die Funktion regulir variierend (reqularly varying function).
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Beispiele einer langsam variierender Funktion ist [0,00) 3  — In(z) und [0, 00) > z + In(2?).
Definition 1.4.
e Die durch F(z) :=1— F(x), x € R definierte Funktion heifit Tailfunktion von F.

e [ heifit requlir variierend mit Index o in 0o, wenn

lim — =x% x>0

t—00 F(t)
qgilt.

o Wir nennen xg := sup{z : F(x) < 1} den rechten Endpunkt der Verteilungsfunktion F und
xp :=1inf{z: F(x) > 0} den linken Endpunkt der Verteilungsfunktion F.
Satz 9.
e Die Partialsummen S, skaliert mit \/Lﬁ konvergiert gegen die Normalverteilung, falls die Funktion

T y2dF (y)
ly| <z
langsam variierend ist.

e Die Partialsumme S, skalierte mit = konvergiert gegen eine o — stabile Verteilung, falls es eine

na
langsam variierende Funktion L und zwei Konstanten mit c1 + co > 0 gibt, sodass gilt

Flea) = S8 10y und 1 — pla) = 2712

x xr

L(x) fir x — oo.

Durch den Skalierungsfaktor % stimmt die iibliche Berechnung der Konfidenzintervalle fiir den Mit-
telwertschétzer nicht mehr. Diese Konfidenzintervalle werden unter Annahme der Normalverteilung
berechnet !

2 Diskrete Verteilungen

i Die Gleichverteilung

Vorhanden sind n nummerierte Kugeln. Man zieht zuféllig eine Kugel. Sei der Wert der Zufallsvariable
X die Nummer auf der Kugel. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit dass diese Kugel genau den Wert 1
hat (X =1) 7

Der Erwartungswert lautet

EX = (n+1)/2,

die Varianz lautet
Var[X] = (n+1)(2n+ 1)/6.
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ii Binominal Verteilung

Betrachten wir ein Experiment das nur zwei Mogliche Ausgéinge hat, Erfolg oder Misserfolg. Die Wahr-
scheinlichkeit von Erfolg ist p, die Wahrscheinlichkeit von Misserfolg ist ¢ = 1 — p. Dieses Experiment
wird n mal wiederholt. Dabei nehme man an, dass die Ausgénge von den Experimenten unabhéngig sind.

Sei X eine Zufallsvariable in der die genaue Anzahl der Erfolge steht. Dann ist X Binominal-verteilt,
d.h.

Der Erwartungswert lautet

EX = np,

die Varianz lautet

Var[X] = np(1 — p).
Verteilungen fiir verschiedene Parameter sind in Bild A.1 illustriert.

Binominal Verteilung, n=15, p=0.125 Binominal Verteilung, n=15, p=0.4
T T T T T T T T T

0.25

0.35

b(k,n,p)
b(k,n,p)

Binominal Verteilung, n=15, p=0.5 Binominal Verteilung, n=50; p=0.125

20 30 40 50 60
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Binominal Verteilung, n=50; p=0.25 Binominal Verteilung, n=50; p=0.5

b(k,n,p)

30 40 50 60

Abbildung A.1: Die Binominal-Verteilung.

iii Die Geometrische Verteilung

Betrachten wir wieder das Experiment von vorher, d.h. das Experiment beschrieben in dem ersten Absatz
der Binominal-Verteilung. Jetzt aber fragen wir uns: nach dem wievielten Versuch ist das Experiment
erfolgreich? Sei X die Anzahl der Versuche die bis zu dem Zeitpunkt stattgefunden haben wo das erste
mal Erfolg eintritt.

Die Zufallsvariable X geniigt einer geometrischen Verteilung, wobei gilt

Der Erwartungswert lautet

EX:ik(l—p)’“‘lp=p[l+2(1—p)+3(1—p)2+...]:%_
k=1

Die Grofle % heifit oft Riickkehrzeit. Die Varianz lautet

1-»)

Var[X] = 5
p

Verteilungen fiir verschiedene Parameter sind in Bild A.2 illustriert.

Beispiel 2.1. Jemand darf beim Wiirfelspiel erst aufhoren, falls er zweimal die Eins geworfen hat. Wie
grof$ ist die Wahrscheinlichkeit dass jemand mindestens sieben Mal keine eins geworfen hat, bevor er
aufhoren darf.

iv  Hypergeometrische Verteilung

Man hat eine Stiickzahl von N Bauteilen. Genau D Bauteile sind nicht funktionstiichtig und N — D
Bauteile sind funktionstiichtig. Man greift zufillig n Bauteile heraus. Die Zufallsvariable X beschreibt
die Anzahl der nicht funktionstiichtigen Bauteile. Dann ist X Hypergeometrisch-verteilt, d.h.
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Geometrische Verteilung, p=0.125

Geometrische Verteilung, p=0.25

0.25

g(kp)
g(kp)

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
k

k

Geometrische Verteilung, p=0.5
T T

Geometrische Verteilung, p=0.75
T T

L L L
10 15 20 25

Abbildung A.2: Die Geometrische Verteilung.

h(k;N,D) = M k=0,1,...,min(N, D). (A.4)

Die Wahrscheinlichkeit P(X = k) sagt an wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist dass genau k Bauteile nicht
funktionstiichtig sind. Der Erwartungswert lautet

EX = np.
Die Varianz lautet
N —n D N —-D
—n - g=__—_"
Var[X] WPQ(N_1>7 p=4 v

Beispiel 2.2. In einer Region studiert man die Population der Wolfe. 18 Wilfe fing man ein, bezeichnete
sie und lies sie wieder frei. Nach einer ldngeren Zeit haben sich die Wélfe mit den micht gezeichneten

wieder vermischt und man fing 10 Wolfe, zwei von Ihnen waren gezeichnet. Berechnen Sie den Maximum
Likleihood Schditzer der Wolfpopulation.

Antwort: Sei N die Populationsgrosse. D = 13, n = 10. Die Anzahl der gezeichneten Wolfe beim
zweiten Fang ist Hypergeometrisch verteilt. Also suchen wir den Parameter N, wo h(2; N, 13) am grofiten



2. DISKRETE VERTEILUNGEN 99

ist, also

e (05
(o)

Da dies schwer zu Berechnen ist, schaut man sich den Quotienten h(2; N,13)/h(2; N — 1,13) an, und
setzt diesen gleich 1. Die Losung ist 65. !

v Poisson Verteilung

Betrachten Sie nun die Anzahl eines Ereignis das iiber einen Zeitraum geschehen kann. Zum Beispiel
die Anzahl der Erdbeben in einem Jahr in einer bestimmten Region, die Anzahl aller Besucher einer
Tankstelle in in der Mittagszeit 12.00 — 14.00, die Ausfiille einer Maschine innerhalb eines Tages).

Die durchschnittliche Hiufigkeit (=\) dieses Ereignisses sei konstant und die Ereignisse selber seien
als unabhéngig angenommen.

Bezeichnet man die Anzahl solcher Ereignisse als K dann geniigt K einer Poisson Verteilung, d.h.

k
P (K = k im Zeitintervall (0,¢) ) ; — = ce (A.5)

Der Erwartungswert lautet

EX = A\t

Die Varianz lautet

Var[X] = At.

Verteilungen fiir verschiedene Parameter sind in Bild A.3 illustriert.

Hst der Quotient grofer eins, steigt N +— h(2; N, 13), ist dieser Quotient kleiner 1 sinkt N +— h(2; N, 13).
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Poisson Verteilung, A=0.5 Poisson Verteilung, A=1

p(k:(0,1).\)

10 15 20 25 10 15 20 25
k k

Poisson Verteilung, A=2 Poisson Verteilung, A=5
0.35 T T T T 0.18 T T

0.16
0.3r

0.14

0.25-
0.12

p(k;(0,1),A)
o
[ °
& N
p(k;(0,1),A)
o
o ©
8 =&

0.1r

L L L L
10 15 20 25 15 20 25

Abbildung A.3: Die Poisson-Verteilung,.

Beispiel

Im Durchschnitt kommt es in einen Land jede fiinf Jahre zu einen Erdbeben. Nehmen Sie an, dass
die Anzahl der Erdbeben durch einen Poisson Prozess beschrieben werden kann. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:

1. Das Erdbeben passierte genau einmal in drei Jahren;
2. Wihrend der nichsten drei Jahr findet keine Erdbeben statt;
3. Es gibt in den néchsten zwei Jahren hochstens zwei Erdbeben

4. In den néchsten fiinf Jahren gibt es hochstens ein Erdbeben.

vi Negative Binominal Verteilung

In seiner einfachsten Form (wenn r eine ganze Zahl ist), modelliert die negative Binomialverteilung die
Anzahl der Ausfille z in einer bestimmten Anzahl von Erfolgen. Hier nimmt man an das die einzelnen
Experimente unabhéingig und identisch verteilt sind. Die Parameter der Negativen Binominal Verteilung
sind die Wahrscheinlichkeit des Erfolgs in einem einzigen Versuch, p, und die Anzahl der Erfolge r. Die
geometrischen Verteilung ist ein Spezialfall der negativen Binomialverteilung fiir r = 1.

Eine Zufallsvariable ist negativ Binominalverteilt mit Parametern r und p, 0 < p < 1, X ~ NB(r;p)
falls gilt
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n

n) = (T—’_n_l)-pT-(l—p)n, n=0,1,2,....

Verteilungen fiir verschiedene Parameter sind in Bild A.4 illustriert.

Negative Binominal Verteilung, r=50; p=0.2
0.03 T T T T

Negative Binominal Verteilung, r=50; p=0.35
0.06 T T T T

0.025

0.02-

NB(r,p)
°
B
&

0.005

e, L L
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
k k

Negative Binominal Verteilung, r=50; p=0.5 Negative Binominal Verteilung, r=50; p=0.8
T T T T T T T T

0.25

0.2

0.15[

NB(r,p)

0.1

0.05

L L L L L L L
40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Abbildung A.4: Die Negative Binominal-Verteilung.

Ganz allgemein kann r auch nicht-ganzzahligen Werte annehmen. Die negativen Binomialverteilung
kann nicht im Hinblick auf wiederholte Versuche interpretiert werden, ist aber wie die Poisson-
Verteilung sinnvoll bei der Modellierung von Z&hldaten. Auch ist die negative Binomialverteilung
allgemeiner als die Poisson-Verteilung, da ihre Varianz grofler als der Mittelwert sein kann. Im
Grenzfall, falls r ins Unendliche wichst, nahert sich die negative Binomialverteilung der Poisson-
Verteilung.

Angenommen, Sie sammeln Daten iiber die Anzahl der Autounfille an einer viel befahrenen Au-
tobahn, und mochten die Anzahl der Unfille pro Tag modellieren. Da die Anzahl der Autos die
vorbeifahren sehr grof§ ist und die Wahrscheinlichkeit eines Unfalls sehr gering ist, konnte man mei-
nen, dass die Poisson-Verteilung pafit. Allerdings variiert die Wahrscheinlichkeit eines Unfalls sowie
der Verkehr von Tag zu Tag, und somit sind die Annahmen fiir die Poisson-Verteilung nicht erfiillt.
Insbesondere ist oft die Varianz von solchen Zahldaten grofler als der Mittelwert. An den meisten
Tagen passieren nur wenige oder gar keine Unfélle, und an ein paar wenigen Tagen passieren viele
Unfille.
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Normal-Verteilung, p=0.0

0=0.5
o=1
- - 0=2
—+— 0=5.0

wopeiamerenvegiesen Tt e,

Abbildung A.5:

3 Stetige Verteilungen

i Normalverteilung

Sei X eine Zufallsvariable. Dann ist X normalverteilt?, falls die Dichtefunktion fyx von X folgende Form
hat:

In Bild A.5 ist die Dichte der Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Varianz 1 abgebildet.
Die Parameter ¢ > 0 und x4 € R in (A.7) kann man frei wihlen. Man schreibt auch kurz, X ist
N (u, o) verteilt. Der Parameter p heifit Mittelwert und es gilt

/OO z fx(x)de = p.

— 0o

Der Parameter o heiffit auch Standardabweichung und es gilt

| @ pxeyds = o*

Ist X eine normalverteilte Zufallsvariable, bzw. X ~ N (0, o), so kann man an der Standardabweichung
sehen, wieviel im Durchschnitt fiir ein w der Wert X (w) vom Mittelwert 0 abweicht. Will man sich
insbesondere die Wahrscheinlichkeit ausrechnen, dass X in dem Interval [—o, o] liegt, so muss man den
Wert des Integrals von —o nach o iiber fx berechnen, d.h.

P{weQ:—o(w) < X < o}) = — /Ue*%dx. (A.8)

oV2m

2Siehe Skriptum Kirschenhofer, Statistik B.2.
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Analog, kann man die Wahrscheinlichkeiten berechnen, dass die Werte von X im Interval [—20,20],
[-30,30], ..., liegt. Hier berechnet man den Wert des Integrals von —20 nach 20 (beziehungsweise von
—30 nach 30, ...) iiber f, das heifit

PweQ:—20 < X < 27}) = / e 5 da. (A.9)
oVt J_&

In folgender Tabelle sind einige wichtige Werte eingetragen:

n ‘ P(—no <z <no) ‘ P(jz| > no)
1 68.3% 31.7%
2 95.4% 4.6%
3 99.7% 0.3%

ii ~Exponentielle Verteilung

Angenommen eine Maschine hat eine konstante Fehlerrate von A. Angenommen in der Frith (genannt
Zeitpunkt 0) wird diese Maschine in Betrieb gesetzt und lduft bis Mittag (also bis ¢t = 4). Unterteilen
wir diese Zeitldnge von vier Stunden in Teilintervalle der Lénge t/n(= At), n > 10. In jeden Teilintervall
passiert entweder mit der Wahrscheinlichkeit 1 — AA¢ kein Fehler oder die Maschine stoppt mit wegen
einen Fehler mit der Wahrscheinlichkeit AAt.

Fasst man alle diese Zeitintervalle zusammen, kann man jeden Zeitintervall ein Experiment zuordnen
und die Wahrscheinlichkeit dass bei der Maschine kein Fehler auftritt als Bernoulli Experiment berechnen,
d.h.

P ( es tritt keine Fehler auf ) (A.10)

= b(0;n, AAL) = (g) (AAL)O(1 — AAL)™ 0 = (1 — AAL)".

Betrachtet man nun einen stochastischen Prozess X der zu Beginn 0 ist, und zum Zeitpunkt 7' des
ersten Fehlers auf eins springt, so kann man einfach durch einen Grenziibergang in (A.10) mit n — oo
die Wahrscheinlichkeit P(T" > ¢) = P(X(s) =0, 0 < s < T') berechnen,

P(T>t) = lim (1-AAH)" = lim (1— 5)” =e M,
At—0 n—00 n

Die Exponentialverteilung tritt (ndherungsweise) in Natur und Technik recht héiufig auf. Typische
Beispiele sind Lebensdauern von technischen Bauteilen, zeitliche und rdumliche Abstdnde zwischen
Autos auf wenig befahrenen Autobahnen, Zeitabstinde zwischen Impulsen beim Radioaktiven Zer-
fall, Sehnenlédngen zu unregelméssige verteilten Strukuren in ebenen Schliffen, Abstéinde zwischen
Anrufen in einer Telefonzentrale, etc. .

Die Exponentialverteilung hangt stark mit den Poisson Prozess zusammen, hier sind die Wartezeiten
zwischen den einzelnen Ereignissen eines Poissonprozess exponential verteilt.

Eine wichtige Eigenschaft der exponentialverteilung ist die Geddchnislosigkeit. Dazu stellen wir uns
einen Lebensdauernversuch vor, der zur Zeit ¢ = 0 beginnt und bei einem Ausfall eines Bauteils endet.
Die Lebensdauer X eines Bauteils sei exponentialverteilt. Es gilt dann also

P(X>t)=e ™ t>0.
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Nun moge die Beobachtung so verlaufen, dass das Bauteil bis zur Zeit ¢ty nicht ausfillt. Welche Prognose
kénnen wir dann fiir das Ausfallen nach der Zeit ¢y machen ? Genauer, wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass das Bauteil ¢ weitere Zeiteinheiten aushalt ?

Diese Frage kann mit Hilfe bedingter Wahrscheinlichkeiten beantwortet werden. Es sei X}, die Rest-
lebensdauer unseres Bauteils nach der Zeit ¢o. Wir suchen P (X, > t). Es gilt

P(Xy>t)=P(X>t+1t| X >x).

Nach der Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit erhalten wir

P(X >t+tg, X >z)  P(X >t+t)
PX>t+1t| X >x) P(X > 1) < P(X > )
B e—>\(t+t0) e
= 7€—At =€ .

Das zweite Gleichheitszeichen ergibt sich daraus, dass Ereignis {X > to 4t} das Ereignis {X > to} nach
sich zieht: Wenn X > to + ¢, dann ist selbstversténdlich auch X > ¢y. Unsere Rechnung hat also ergeben
dass

P(X; >t) =P (X >t)=e M.

Das Ergebnis besagt, dass unser Bauteil, wenn es einmal das Alter ¢( erreicht hat, in Zukunft die gleichen
Chancen auszufallen hat wie bereits zur Zeit ¢ = 0. Die verflolenen Lebensdauer ¢y spielt keine Rolle.

Sicher ist, die exponentialverteilte Lebensdauer werden wir nicht beobachten konnen, wenn Ver-
schleifferscheinungen eine Rolle spielen. Wir kénnen Sie aber ndherungsweise erwarten, wenn zufillige
seltene Ereignisse die Ausfille verursachen, z.B. Uberlastung oder Fehlbedienung. Ansonsten sollte man
die Weilbullverteilung oder Rayleigh Verteilung modellieren.

iii Die Rayleighverteilung

Seien X : Q@ - Rund Y : 2 — R zwei unabhéngige normalverteilte Zufallsvariable mit Mittelwert 0 und
Varianz o. Mittels X und Y kann man eine neue Zufallsvariable r definieren, die durch den Betrag des
Vektors (X,Y) gegeben ist. Mathematisch ausgedriickt, ist r definiert durch

r:Q — R,

w = rw) =V X3(w) + Y2 (w).

Die Dichtefunktion von r kann man leicht mittels Substitution ableiten: Sei 0 < a < b < co. Dann gilt

P(r € [a,b])

P(10g)(r)) = Bl (VX2 +Y?2)
/0 /0 Fx(@) fy (y) 1o (V72 + y?)dady

1 o0 o0 z2 2
/ / €3 7B 1y 4y (v/22 + y?)drdy
0 0

022w

1 0o 2w 2 104
= T o2 1 .
o22m /0 /0 ‘ fa.0) (T) "

©

Sei —o0 < a < b < 0. Dann ist P (r € [a,b]) = 0, da der Betrag eines Vektors nicht negativ sein kann.
Damit lautet die Dichtefunktion dieser Zufallsvariablen r, die man Rayleigh-Verteilung nennt (kurz:
r ~ Rayleigh(o))
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Rayleigh Verteilung
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die Verteilungsfunktion lautet

In Bild A.6 ist auf der linken Seite die Dichtefunktion fiir die Raighley Verteilung und auf der rechten
Seite die Verteilungsfunktion der Raighley Verteilung gezeichnet. Die Varianz ist jeweils 1 gesetzt.

Weitere Kenngroflen sind der Erwartungswert, die Momente und die Varianz. Der Erwartungswert
lautet p, = a\/g , was aus folgender Rechnung folgt:

oo oo xQ 2
Wy = / x fr(x)de = / —e 27 dr =
0 0

g

> X 2 z2 0 z2
= $—2€_2U_2 dx:e_za_2|80+ e 22 dxr =
0 0

g

1 2 1 1 °
= oV2rm- 6_2072(1’]":0'\/277'._.—/ e
ov2m Jo 2 o271 J_oo

1 T
= U\/27T'§—O’\/;.

Der maximale Wert der Dichtefunktion wird in o angenommen. Das zweite Moment lautet p,» = 202

o0 T2
_mdx =
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was aus folgender Rechnung folgt:

S 3 22
fp2 = /0 22 fr(x)dz :/0 — e 22 dw

o
= 207
©
Allgemein gilt fiir das kte Moment:
e = o"2F20(1 4+ k/2)3, keN.
Fiir die Varianz gilt: Var(r) = 02 = 0%(4 — 7)/2.
op = py2 — (ur)? = 207 02%: 4;7T o’
-]

Eine gute Abschatzung fiir o, ist %cr.

Wie bei der Normalverteilung kann man sich fragen, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine
Rayleighverteilte Zufallsvariable vom Mittelwert abweicht. Sei n € N. Berechnet man die Werte vom
folgenden Integral

o0
X 22

]P’(r>na):/ — e 2o2dr

o O

so kommt man auf folgende Tabelle:

‘ P(r > no)
100%
60.7%
13.5%
1.2%

w N~ o3

iv. Weibull Verteilung

Ein anschauliches Beispiel fiir die Anwendung der Weibull-Statistik ist die Ausfallwahrscheinlichkeit
einer Kette. Das Versagen eines Glieds fiihrt zum Festigkeitsverlust der ganzen Kette. Sprode Werkstoffe
zeigen ein dhnliches Bruchverhalten. Es geniigt ein Riss, der die kritische Rissldnge iiberschreitet, um
das Bauteil zu zerstoren.

Die Dichtefunktion der Weibull-Verteilung Wei(«, ), «, 8 > 0 ist gegeben durch

aBzf~te=”  fiir x>0,

sonst,

und ihre Verteilungsfunktion lautet

Das Maximum der Dichtefunktion wird in (Ba—_ﬁl)ﬁ angenominen.
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Verteilungen fiir verschiedene Parameter sind in Bild A.7 illustriert.

Die Weibullverteilung

25}

=0,5
15¢

=1 =2
05F

: : : f(x)
0.5 1 15

Abbildung A.7: Die Dichtefunktion ,fiir verschiedene Parameter

Die Grafik A.7 zeigt die Dichtefunktionen der Weibull-Verteilung fiir verschiedene Werte von « . Man
sieht, dass der Fall a = 1 die Exponentialverteilung ergibt. Fiir a < 1 ist die Dicht streng monoton
abfallend.

Fiir a = 3,4 ergibt sich eine Verteilung dhnlich der Normalverteilung.

Den Erwartungswert ist gegeben durch

1
E(X)=a'?.T (— + 1) .

B

Die Varianz ist gegeben durch
2 1 °
— " 2/B
ox = | —+1)—I‘(—+1) ,
* ( (ﬂ B

wobei I' die Gammafunktion® bezeichnet. Weiters gilt

1
Wei ( 2) = Rayleigh(c?)

202’

Die Weibull-Verteilung ist eine statistische Verteilung, die beispielsweise zur Untersuchung von
Lebensdauern in der Qualitdtssicherung verwendet wird. Man verwendet sie vor allem bei Fra-
gestellungen wie Materialermiidungen von sproden Werkstoffen oder Ausfillen von elektronischen
Bauteilen, ebenso bei statistischen Untersuchungen von Windgeschwindigkeiten. Benannt ist sie
nach dem Schweden Waloddi Weibull (1887-1979).

Die deutschen Ingenieure Rammler und Rosin benutzten sie schon in den 30 Jahren als Kerngrofien-
verteilung.

In der Schadensmodellierung wird die Weilbul Verteilung in der Regel nur fiir £ < 1 verwendet, und
zwar zur Abbildung von GroBschéden, z.B. im Industriebereich, in der Kfz-Haftpflichtversicherung
und Riickversicherung. Fiir £ > 1 eignet sie sich nur fiir die Modellierung von Kleinschéden.

4Dije Gammafunktion I' ist eine spezielle Funktion in den mathematischen Teilgebieten der Analysis und der Funk-
tionentheorie. Die Gammafunktion kann fiir positive reelle Zahlen  durch I'(z) = fooo tr—letdt.
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v Log-Normal Verteilung

Betrachten wir einen stochastischen Prozess der an einen Punkt anfingt und deren prozentualer Zuwachs
normalverteilt ist. Genauer sei {r; : i = 1,...n} eine Familie von normalverteilten Zustandsvariablen
mit Erwartungswert 0 und Varianz 1/n. Sei {x; : i = 1,...n} ein diskreter stochastische Prozess mit

Tiy1 =x; +miz;, 1=0,...n—1.

Li+1 T4

Setzt man Ax; = so gilt ja

PLF Ty Ty = —— e

L&aBt man n gegen unendlich gehen wissen wir aus den schwachen Gesetz der groflen Zahlen dass gilt

lim (ry + 72+ -+ 7)) = N(0,1).

n—r00

Auf der anderen Seite gilt

n—r00 n—r00

lim (ry +ro+---+7r,) = lim (——|——+-.-+

Il
T~
°F
=|F
Il
5
7N
H|i~2
o |3
N——

Sei Z = limy,yo0(r1 +r2+ -+ -+ 1) und X = lim, 00 fﬁ—g Dann gilt Z = In(X) und die Verteilung von
X ist die Log-Normal Verteilung mit Parameter 0 und 1.
Sei fz und gx die Dichte Funktion von Z und X. Mit Hilfe der Beziehung

fzdz =gxdx

kann man zeigen dass gilt

1 1 7%<ln(m)7yz)2

7z x,07 >0,

gX(I;,UZ,O'Z): \/%0_ Ee )
Z

wobei 1z und oz der Erwartungswert und die Standardabweichung der Zufallsvariablen Z ist.
Der Erwartungswert lautet

Mz-‘rﬁ
EX =e 2,

die Varianz lautet
Var[X] = 2zt (e”zz - 1) .

Die Schiefe der Verteilung lautet
Y(X)=Ve'z —1- (e"zz +2) .

Verteilungen fiir verschiedene Parameter sind in Bild A.8 illustriert.
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log-Normal-Verteilung, p=0.5
0.7 T T

0.6

0.5F

04r

1,0

031

021

01r

0=0.5

- 0=0

log-Normal-Verteilung, p=1.5
T T

)
o
R

log-Normal-Verteilung, p=1.0

0=0.5

— — 0=15

+ 0=0 |]

—+— 0=2.0

0.9

()

log-Normal-Verteilung, p=2
T T

Abbildung A.8: Die Log-Normal-Verteilung.
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Die Log Normalverteilung wird héufig angewendet. Da sie rechtsschief ist und die meisten empiri-
schen Verteilungen diese Eigenschaften ebenfalls haben, benutzt man sie gern als Approximation,
z.B. im Zusammenhang mit Lebensdauern, Belastungen oder Partikelparametern. Letztere Anwen-
dungen ist sogar theoretisch begriindet: Der berithmte russische Stochastiker Kolmogorov zeigte,
dass fortlaufende Zerkleinerungsprozesse unter bestimmten Bedingungen asymptotisch zur Log Nor-

malverteilung fithren.

Da die Log-Normal Verteilung asymmetrisch und nach rechts schief verlagert ist, wird sie in der
Versicherungsmathematik oft benutzt um die Unsicherheit der Ausfallraten von Maschinen zu mo-
dellieren. So werden Grofischdden von Maschinen mit ihr modelliert.

vi Erlang und Gamma Verteilung

Die Exponentialverteilung und die Erlang Verteilung sind Spezialfille der Gamma Verteilung. Die Dich-
tefunktion einer Gamma-verteilten Zustandsvariable X ~ I'(k;A) mit reellwertigen Parametern k& > 0

und A > 0 hat fiir x > 0 die Gestalt
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Dabei ist
[(z) = / t* et dt (A.13)
0
die sogenannte Gamma Funktion.
Der Erwartungswert lautet
k
EX = —
A 3
die Varianz lautet
k
Var[X] = ’YR
Die Schiefe der Verteilung lautet
2
(X)) =

Fiir ganzzahliges k wird die Gamma Verteilung auch als Erlang Verteilung bezeichnet. Fiir £ = 1 ist es
die exponential Verteilung.

Die Summe zweier unabhéngig I-verteilter Zufallsvariablen X ~ T'(k1, A), Xo ~ T'(ka, A) (k1, ko >
0) mit demselben Verteilungsparameter A > 0 ist selbst auch I' verteilt mit Parameter A\ und es gilt
X1+ X2 ~ T'(ky + ko, \). Insbesondere lisst sich fiir k ganzzahlig eine TI'-verteilte Zufallsvariable als
k—fache Summe von k unabhéngigen exponentialverteilter Zufallsvariablen interpretieren.

Verteilungen fiir verschiedene Parameter sind in Bild A.9 illustriert.

-Verteilung, A=0.25 -Verteilung, A=0.5

£,
£,

r-Verteilung, A=1 -Verteilung, A=2
T T

()

Abbildung A.9: Die allgemeine Gamma Verteilung.
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Die Gamma Verteilung wird haufig zur Modellierung kleiner bis mittlerer Schiaden verwendet, z.B.
in der Hausrats- , Gewerbe-, Kfz-Kasko- und Kfz-Haftpflichtversicherung. Sie ist wegen ihrer zwei
Parameter recht flexibel.

vii Die t-Verteilung

Die t-Verteilung spielt in der Statistik normalverteilter Zufallsvariablen eine wichtige Rolle und wird auch
zur Modellierung von Risiken eingesetzt. Eine Zufallsvariable X ist ¢t-verteilt mit v > 0 Freiheitsgraden
(man schreibt X ~ t,), wenn ihre Dichtefunktion fx folgendermafien gegeben ist

I'((v+1)/2)

@) =) <1

Dabei bezeichnet " wieder die I' funktion definiert in (?7?).

Wenn die Zufallsvariablen Y Normalverteilt, Y ~ A/(0,1) und Zx? unabhingig sind, kann man zeigen
das der Quotient

die Verteilung ¢, besitzt.
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t-Verteilung, u=0

04r
=1
© =2
035+ e (=5
—+— =10
0.3r normalverteilung

0.25

0.2

£,

0.15

0.1

0.05

Abbildung A.10: Die t-Verteilung und Normalverteilung zum Vergleich, u = 0.

In der Abbildung ?? sind die Dichtefunktionen der ¢-Verteilung fiir verschiedene Freiheitsgrade sowie
die Standardnormalverteilung dargestellt.

Offensichtlich fallen die Dichtefunktionen der t-Verteilung langsamer gegen null ab, als die der Nor-
malverteilung. Die ¢t-Verteilung besitzt also grofiere Tail-Wahrscheinlichkeiten als die Normalvertei-
lung, somit lassen sich dadurch Risiken modellieren, bei denen sehr grofle Gewinne oder Verluste
héufiger auftreten als unter der Normalverteilungsannahme. Dieser Effekt ist umso grofer, je klei-
ner die Anzahl der Freiheitsgrade v ist. Fiir grole v néhert sich die ¢-Verteilung immer mehr der
Standardnormalverteilung an.

In der Statistik tritt die ¢ Verteilung in natiirlicher Weise fiir Mittelwertschéitzer (unbekannte Va-
rianz) auf.

viii Log-Gamma Verteilung

Ahnlich der Lognormalverteilung aus der Normalverteilung ergibt sich die Log-Gammaverteilung aus der
I-Verteilung. Sie wird erzeugt durch X = exp(Y) mit Y ~ T'(k, A). Die Dichtefunktion einer Log-gamma
verteilten Zufallsvariable X ~ LNI'(k; \) mit den reellwertigen Parametern £ > 0 und A > 0 hat die
Gestalt
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fX(I) _ % : (ln(x))kil . x_k_l firz > 1 (A15)
’ 0 sonst.

Der Erwartungswert lautet

die Varianz lautet

Die Log-Gammaverteilung wird zur Modellierung von Grofischdden benutzt. Mit Y = X — 1 erhalt
man einen Verteilung auf (0,00); mit ¥ = M - X erhélt man eine Verteilung auf (M, o), d.h.
mit der Log Gammaverteilung lassen sich Schiden oberhalb eines vorgegebenen Schwellenwertes
modellieren.

ix Pareto Verteilung

Die Pareto-Verteilung liefert nut oberhalb eines Schwellenwertes xy positive Wahrscheinlichkeiten. Die
Dichtefunktion fx und die Verteilungsfunktion F'x einer Pareto verteilten Zufallsvariablen X ~ Pareto(z; a)
mit den reelwertigen Parametern zy > 0, # > 0 und a > 0 lauten

a-xz8-(x—0)"*1 firz>40
fx(z) = { 6 ( ) (A.16)
0 sonst.

und

Der Erwartungswert lautet

EX =z - (falls a > 1) ,
a—
die Varianz lautet “
2 “
Var[X] = IO . m (faub a > 2) .
Die Schiefe lautet
va—2 1
p(x)=2Ya=20t D s gy

Vala—3)
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x Die Gumpel Verteilung und andere Extremalverteilungen

FEine Zufallsvariable X ist Gumpel verteilt mit Parameter a und b, falls fiir die Verteilungsfunktion Fx
gilt

Ist a = 1 und b = 0 schreiben wir A = Fx. Ist b = 0, a = 1 und U eine gleichverteilte Zufallsvariable,
dann gilt X = —In(—In(U)). Weiters gilt fiir die Dichte Funktion

Die Gumpelverteilung ist eine der drei fiir die Extremwerttheorie wichtigen Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen. Sie wurde benannt nach Emil Julius Gumbel. Wie die Rossi-Verteilung und die Frechet-
Verteilung gehort sie zu den Extremwertverteilungen, die den in einem Zeitraum 7' zu erwartenden
hochsten Messwert berechnen. Sie wird u.ain folgenden Bereichen benutzt:

o Wasserwirtschaft fiir extreme Ereignisse wie Hochwasser und Trockenzeiten
e Verkehrsplanung

e Meteorologie (Wettervorhersage)

e Hydrologie.

Die Gumbel Verteilung ist eine typische Verteilungsfunktion fiir jahrliche Serien. Sie kann nur
auf Reihen angewendet werden, bei denen die Liange der Mefireihe mit dem Stichprobenumfang
iibereinstimmt. Ansonsten erhélt man negative Logarithmen.

Man kann folgenden Sachverhalt zeigen: Seien X; unabhiingige identisch verteilte Zufallsvariabeln
mit Verteilungsfunktion F' ~ Gump(a, b). Sei

Mn == maX(Xl,Xg, ce 7Xn)

Dann gilt fiir das Maximum
P(Mn < I) _ exp(_e—(m—b—aln(n))/a)'

xi Die Cauchy Verteilung

Der Quotient zweier normalverteilter Zufallszahlen ist Cauchy-verteilt. Die Cauchy-Verteilung tritt bei
der Brown’schen Molekularbewegung in Erscheinung (random walk). Der Mittelwert und die Varianz
existieren nicht.

Weiters ist die Cauchy Verteilung ein Spezialfall der ¢-Verteilung (¢ = 1).

Bei der Cauchy-Verteilung ist die Wahrscheinlichkeit fiir extreme Auspragungen sehr grofl. Sind die
1X mindestens 2,58, betréagt bei einer Cauchy-verteilten Zufallsvariablen die entsprechende Untergrenze
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ca. 31. Mochte man die Auswirkung von Ausreifiern in Daten auf statistische Verfahren untersuchen,
verwendet man héufig Cauchy-verteilte Zufallszahlen in Simulationen.

xii Die Beta-Verteilung

Die Beta-Verteilung beschreibt Zufallsvariablen die nur im Interval [0,1] Werte annehmen kann. Die
Dichtefunktion einer Betaverteilten Zufallsvariablen X mit Parametern a,b € (0,1), X ~ 8(a,b), lautet

(A.20)

1 {xal(l -zt firo<z<1

Fx(z) = B(a,b)

0 sonst.

T'(a)T(b)
B(a,b) =
@) = Tt g
Der Erwartungswert lautet
a
EX =
a+b
die Varianz lautet
b
Var[X] = a

(a+0b)?(a+b+1)
Ist Y eine t-Verteilte Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden, dann ist die Zufallsvariable X mit

Y
NS

11
X=c-+4-=
275

8 (%, %) verteilt.

Verteilungen fiir verschiedene Parameter sind in Bild A.11 illustriert.

Beta Verteilung: b=1 Beta Verteilung: b=2.5

20

18 + a=25|4 +  a=25

16 + a=10 | 4 as10

141
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Beta Verteilung: b=5 Beta Verteilung: b=7.5

a=1

a=1

X X
Beta Verteilung: b=10 Beta Verteilung: b=20
a=1
a=2.5 14
— — a5
+ a=10
O a=20

Abbildung A.11: Die Beta-Verteilung.

Wichtige Eigenschaften:
1. Gilt X ~ Bqp, dann gilt 1/X ~ 5 4.
2. B1,1 ist die Gleichverteilung.

3. Ist X ~ B4, dann gilt v/c+1 \/% ~ N(0,1) fiir grofie ¢ = a + b.

Mit der Beta Verteilung kann man Daten die eine untere und obere Schranke haben sehr gut
beschreiben.

xiii Die y-quadrat Verteilung

Die x-quadrat Verteilung tritt in erster Linie in der Statistik auf. Sie ist ein Spezialfall der I' Verteilung
fiir b = 2. Eine Zufallsvariable X ist y-quadrat verteilt mit Freiheitsgraden n € N, X ~ x2, falls gilt

s7le"s  fir0 <z

fx(@) = X2 () = {< ne

0 sonst.
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Der Erwartungswert lautet
EX =n,

die Varianz lautet
Var[X] = 2n.

Die Verteilung ist in der Statistik wichtig. Hat mein eine Stichprobe mit n normalverteilten Zufalls-
variablen, und s? deren empirische Varianz,

(n=1s ;21)82 ~x%(n —1).

Weitere wichtige statistische Eigenschaften:

L. x2(x) = vz o(x). Speziell, falls n = 2 ist, erhiilt man die exponential Verteilung mit X = 1.
2. X =Y" | X2 wobei X; ~ N(0,1) und unabhéngig verteilt sind, dann gilt X ~ 2.

3. X =31 (X;X)? wobei X; ~ N (0,1) und unabhiingig verteilt sind, dann gilt X ~ y2_,.

4. X = 53" (X; —v)?, wobei X; ~ N(u,0) und unabhiingig verteilt sind, dann gilt X ~ x2.

5. X =531 (X, — X)?, wobei X; ~ N(u,0) und unabhéngig verteilt sind, dann gilt X ~ x2_,.

6. Gilt X ~x2,Y ~ x2,, dann gilt X +Y ~x2,,..

xiv  Die F-Verteilung

Die F' Verteilung kommt wiederum zumeist nur in der Statistik vor. Sie wurde von Ronald A. Fisher
(1890-1962) eingefithrt, um Quotienten von Varianzen zu studieren und ist nach ihm benannt. Der
Quotienten zweier unabhéngig I'-verteilten Zufallsvariablen, jede durch ihre Varianz dividiert, ist F
verteilt.

Die Dichtefunktion einer F-verteilten Zufallsgrofie X lautet

r(~m)( )% 2(n=2)/2 .
> fir 0 <
F(g)r( ) (1+%12)(n+m)/ ir 0 < (TAQ

0 sonst.

Der Erwartungswert lautet
EX = — (falls m > 2) |

die Varianz lautet
2m?(n +m — 2)

Var X = e 2 — )

(falls m > 4) .

Weitere statistische Eigenschaften:

1. Ist X1 ~ Yoy .p1> X2 ~ Yao,p,- Dann gilt % ~ f2a1,2a5-

. X/a X/
2. Ist X ~ f4, dann gilt (1_)/0/17 = (l—X)/l{l—u) ~ faa,20-

3. Ist X ~ fop, dann gilt 1/X ~ f 4.

X/n1
Yo ~ fnl,nz'

4. Ist X ~ x%l Y ~ x%z, X und Y unabhéngig, dann gilt
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5. Seinen Xj,..., X, und Yy,...,Y,, n + m unabhiingige Zufallsvariablen mit X; ~ N(u1,01) und
Y; ~ N(uz,02), dann gilt

(S (i = m)?) /(no)
(01 (Y = 12)2) /(merz)

6. Seinen Xi,..., X, und Yj,...,Y;, n + m unabhingige Zufallsvariablen mit X; ~ N(u1,01) und
Y; ~ N (u2,02), dann gilt

~ Jn,m

(Zi (X = X2) /(= Do)
(Zi (¥ = 1)2) /((m = 1)ers)

~ Jn—1m-—1

xv Die Parteo-Verteilung

Die Pareto-Verteilung, benannt nach Vilfredo Pareto (1848-1923) ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf einem rechtsseitig unendlichen Intervall [z, 00). Sie ist skaleninvariant und geniigt einem
Potenzgesetz. Fiir kleine Exponenten gehort sie zu den heavy tailed Verteilungen. Die Verteilung wur-
de zunéchst zur Beschreibung der Einkommensverteilung Italiens verwendet. Paretoverteilungen finden
sich charakteristischerweise dann, wenn sich zufillige, positive Werte iiber mehrere Gréflenordnungen
erstrecken und durch das Einwirken vieler unabhéngiger Faktoren zustande kommen.

Eine stetige Zufallsvariable X heifit pareto-verteilt Par(k,min) mit den Parametern k& > 0 und
Tmin > 0, wenn sie die Wahrscheinlichkeitsdichte

k Lmin k+1
(—) X Z Lmin
f(@) =4 Tmin \

0 T < Zmin

besitzt. Dabei ist zpi, ein Parameter, der den Mindestwert der Verteilung beschreibt. Dieser ist auch
gleichzeitig der Modus der Verteilung, also die Maximalstelle der Wahrscheinlichkeitsdichte. Mit stei-
gendem Abstand zwischen x und zp,;, sinkt die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert x annimmt. Der
Abstand zwischen den beiden Werten wird als Quotient, das heif3t als Verhéltnis zwischen beiden Grofien,
bestimmt. k ist ein Parameter, der das Groflenverhéltnis der Zufallswerte in Abhéngigkeit von ihrer
Héufigkeit beschreibt. Mit & wird der Quotient potenziert. Bei einem grofleren k verlduft die Kurve
deutlich steiler, das heifit, die Zufallsvariable X nimmt grofle Werte mit geringerer Wahrscheinlichkeit
an.
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X Werte grofier x annimmt, ist gegeben mit:

N
P{X>z2}=1-P{X <a}= (xm—“) , Vo > Tamin.
x
Der Erwartungswert ergibt sich zu:
k
miny 7 k 17
E(X)={ =1 "~

00 k <1.

Varianz ist nicht fiir alle &£ > 0 definiert, nur fiir £ > 2. Dann gilt

EX? = k(2 — k)22

min*

4 Verteilungstests

Hat man ein Sample {21, z2,...,2,} gegeben, so kann man mittels dem Histogramm des Samples versu-
chen mittels Vergleich die richtige Verteilungstyp herauszufinden. Die Parameter kann man mittels einen
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Maximum Liklihood Schétzer berechnen. Fiir die meisten géngigen Verteilungstypen sind die Schétzer
in MatLab mit einen Befehl zu berechnen. Nun stellt sich die Frage, ist dies aber wirklich die richtige
Verteilung. Mit Hilfe eines Verteilungstest kann man kldren ob ein gegebener Sample {x1,x2,..., 2y}
dieser einer bestimmten Verteilung geniigt oder nicht.

Die zentrale Idee beim Entwurf solcher Tests ist der Vergleich der empirischen Verteilungsfunktion
Fx mit der hypothetischen (zu testenden) Verteilungsfunktion.

Nullhypothese und Alternativhypothese sind dabei:

e Hy: X hat Verteilungsfunktion Fx(x)
e H;: X hat nicht Verteilungsfunktion Fx (z)

Die bekanntesten dieser Tests sind der Kolmogorov Smirnov Test fiir stetige verteilte Merkmale und
der Chi Quadrat Test. Im weiteren werden hier noch den Wilconschen Rangsummentest and QQ-Plot
hier vorgestellt.

i Chi Quadrat Test

Mit Hilfe der Stichprobe {z1, 22, ..., z,} kénnen wir die zugehorigen empirische Verteilung bestimmen
und sie der hypothetischen Verteilung gegeniiberstellen.

1. Teile den Wertebereich in K Klassen ein d.h., man erhélt dann yp < y1 < --- < yx mit yo =
min{xzy, 9, ..., 2n}, und yx = min{xy, za,..., x,}.

2. Zahle fiir jede Klasse wie viele Elemente in diese Klasse fallen und halte dies in einen Vektor
A= (ay,...,Ak) fest. Also

Aj = #{zi € [yj-1,95)}
3. Berechne die theoretische Klassenhdufigkeit durch
Bj = (Fx(y;) — Fx(yj-1)) - n
wobei Fx die zu testende Verteilungsfunktion ist.
4. Berechne den quadratischen Fehler
o -~ (B; —Aj)2'
— B;

=1

Die Variable ¥ ist die Testvariable, von der man weifl dass sie fiir grosse n x? verteilt ist mit
Freiheitsgraden K — 1.

5. bestimme zu einem vorgegebenen Signifikanzniveau « einen kritischen Wert ¢ > 0, der von der
Testvariablen ¥ nicht {iberschritten werden darf.

6. Ist X grofler als ¢, verwerfe Hy ansonsten nehme Hy an.

Man sollte darauf achten, dass in jeder Klasse mindestens 5 Elemente zu finden sind. Ist die Vertei-
lung abhéngig von Parametern, und wurden diese Parameter vorher geschétzt, so sollte man fiir jeden
Parameter einen Freiheitsgrad abziehen.
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ii Kolmogorov Simirnov Test

Der Kolmogorv Smirnov test ist eine Test fiir stetige Merkmale. Die Idee des Testes beruht auf den
Vergleich der mit einer Stichprobe vom Umfang n ermittelten empirischen Verteilungsfunktion Fx (x)
mit der hypothetischen Verteilungsfunktion Fx (z). Das Vergleichskriterium ist der dabei betragsméissige
grofite Abstand der Werte dieser beiden Funktionen
D,, = max |Fx(x) — Fx (2)].
zeR

Die Ermittelung des Maximums wird dabei durch die Tatsache vereinfacht, dass die Verteilung stetig sein
soll. In diesem Fall kann das Maximum nur an einer Sprungstellen der empirischen Verteilungsfunktion
auftauchen.

Anschaulich ist klar, dass die Nullhypothese, dass die Daten aus einer Grundgesamtheit mit Vertei-
lungsfunktion Fx () kommen, wohl dann abgelehnt werden muss, wenn D,, zu grof} ist.

Den kritischen Vergleichswert ¢ wihlt man zu einem Niveau « so, dass

P(D,<¢)=1-a.
Kolmogorov hat die asymptotische Verteilung von \/(n)Dn ermittelt und gezeigt dass fiir A > 0 gilt

k=00
. _ 1\k,—2k2N?
lim P(v/nDy <) = k; (—1)ke .

Der Reihenwert ist fiir n > 50 eine sehr gute Approximation. In Matlab kénnen sie den Kolmogorov-
Smirnov test mittels kstest aufrufen.

iii Wilxconschen Radgsummen text

Gegeben sind hier zwei Stichproben X = {x1,22,...,2,} und Y = {y1,92,...,Ym . Zu kldren ist hier
die Fragestellung ob beide Stichproben der gleichen Grundgesamtheit angehoren, das heifit, ob beide die
gleiche Verteilung haben. Man kann diesen Test als Verteilungtest fiir eine Stichprobe {x1,z2,...,2,}
beniitzen indem man die Stichprobe {y1,ya,...,ym} mittels Monte Carlo Simulation gemiss einer
bestimmten Verteilung F' erzeugt. Mittels den Rangsummentest wird festgestellt ob die Stichprobe
{x1,22,...,2,} die gleiche Verteilung wie die Stichprobe {y1,ya,...,ym} besitzt, also auch F als Ver-
teilungsfunktion hat.

Dazu werden die Stichproben als erstes nach Threr Grofle nach geordnet und nummeriert. D.h., man
erhélt zwei Listen

{117(1), x(g), ceey I(n)}
und
Wy Ym) b

mit z;) < x341) firl<i<n-—1und Yy < Y(it1) firl<i<m-—1.

Hierbei werden die Unterschiede zwischen den erreichten Punktzahlen durch Einfiihrung einer Ranglis-
te und einer entsprechenden Bewertung, die sich aus dieser Rangliste ergibt, quantitativ herausgearbeitet.

Der aus den Rangfolgen resultierende Test basiert nun auf folgender Idee. Wiren die Ergebnisse der
Gruppe X deutlich schlechter als die der Gruppe Y, so wéren die zugehorigen Rédnge und in Folge dessen
die Rangsumme R klein. Die Rangsumme lige dann in der Néihe des Minimalwertes (die X-Werte nehmen
die ersten n Rénge ein). Umgekehrt, wiire die Vorlesungsgruppe deutlich besser, so wiren die Rénge grofl
und die Rangsumme R in der Nihe des Maximalwertes nin + (s. dazu Ubung 89). Ist kein Unterschied
zu erkennen (dies entspricht der Nullhypothese), so sind die Ringe, die den Werten von Afugeordnet
werden, gut durchmischt und es sollte eine mittlere Rangsumme errechnet werden. Verschiebt man den
Wertebereich der Rangsumme durch Subtraktion des Minimalwertes, so erhalten wir die tatséchlich fiir
den Wilcoxon’schen Rangsummentest verwendete Testvariable

QQ-Plot



