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Bonus-Malus System der Versiherung

Zwei Kategorien von Risiken:

den objektiven Risiken: z.B. die PS zahl eines Autos, der Hubraum, das

Gewiht, et .. ;

und den subjektiven Risiken (niht objektiv messbare Risiken):

Risikobereitshaft, das Können, das Fahrverhalten des Fahrers,

Temperament, die genaue Kilometeranzahl, et ... .
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Bonus-Malus System der Versiherung

Jeder Autofahrer a hat sein individuelles Risikopro�l, das durh den

Parameter ϑa beshrieben wird. Dieser Parameter kann Werte aus DΘ

annehmen, wobei DΘ die Menge aller möglihen Werte für ϑa darstellt.
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annehmen, wobei DΘ die Menge aller möglihen Werte für ϑa darstellt.

Für einen bestimmten Autofahrer ist der genaue Wert von ϑa zumeist

unbekannt. Aus Statistiken kann man aber Rükshlüsse auf die Verteilung

von ϑa mahen, so sind die meisten Autofahrer vorsihtig, allerdings gibt es

einige Ausreiÿer, die immer wieder Unfälle verursahen.
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Bonus-Malus System der Versiherung

Jeder Autofahrer a hat sein individuelles Risikopro�l, das durh den

Parameter ϑa beshrieben wird. Dieser Parameter kann Werte aus DΘ

annehmen, wobei DΘ die Menge aller möglihen Werte für ϑa darstellt.

Für einen bestimmten Autofahrer ist der genaue Wert von ϑa zumeist

unbekannt. Aus Statistiken kann man aber Rükshlüsse auf die Verteilung

von ϑa mahen, so sind die meisten Autofahrer vorsihtig, allerdings gibt es

einige Ausreiÿer, die immer wieder Unfälle verursahen.

A'priori Verteilung des Parameters ϑa

A'priori ist die Risikobereitshaft im Fahrverhalten bei Abshluss eines

Vertrages hoh. Fahren Sie jetzt einige Zeit Unfallfrei, werden die Daten

miteinbezogen und die Autohaftp�ihtversiherung ordnet Ihre

Risikobereitshaft geringer ein. Die Wahrsheinlihkeit im nähsten Jahr

einen Unfall zu verursahen ist (statistish gesehen) geringer und Ihre

Prämie sinkt.
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Statistisher Hintergrund

Variablen

Jeder Autofahrer hat eine Risikobereitshaft Θ, diese Risikobereitshaft ist

wird als Zufallsvariable interpretiert;

Für j = 1, . . . , n ist Xj die Forderung eines Versiherten im Jahr j mit einer

Verteilung Fϑ die vom Parameter ϑ = Θ abhängt.
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Für j = 1, . . . , n ist Xj die Forderung eines Versiherten im Jahr j mit einer

Verteilung Fϑ die vom Parameter ϑ = Θ abhängt.

Gegeben im Jahre n:

Forderung von den letzten Jahren, d.h. X = (X
1

, . . . ,Xn)
′

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Risikotheorie 25. April 2018 5 / 17



Statistisher Hintergrund

Variablen

Jeder Autofahrer hat eine Risikobereitshaft Θ, diese Risikobereitshaft ist

wird als Zufallsvariable interpretiert;

Für j = 1, . . . , n ist Xj die Forderung eines Versiherten im Jahr j mit einer

Verteilung Fϑ die vom Parameter ϑ = Θ abhängt.

Gegeben im Jahre n:

Forderung von den letzten Jahren, d.h. X = (X
1

, . . . ,Xn)
′

Aufgabe:

Die individuelle Prämien für das nähste Jahr aller Autofahrer berehnen.
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Gegeben im Jahre n:
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1

, . . . ,Xn)
′

Aufgabe:

Die individuelle Prämien für das nähste Jahr aller Autofahrer berehnen.

Dazu ist die Verteilung von Xn+1

zu shätzen. Da unter der Bedingung dass ϑ
bekannt ist, der Typ der Verteilung Fϑ bekannt ist, heiÿt dies dass der Parameter

ϑ geshätzt werden soll. Um ϑ zu shätzen, können wir nur auf die Daten X

zurükgreifen.
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Modellannahmen:

Um das Modell mathematish formulieren zu können werden folgende Annahmen

gemaht:

Ist Θ = ϑ gegeben, dann sind X
1

,X
2

, . . . unabhängig, identish verteilt und

X
1

∼ Fϑ.

Identishe verteilt ist gleih zu setzten mit stationärität - damit kann man

auf historishe Daten zurükgreifen - In�ation und andere Ein�ussfaktoren

müssen dabei herausgerehnet werden.
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gemaht:

Ist Θ = ϑ gegeben, dann sind X
1

,X
2

, . . . unabhängig, identish verteilt und

X
1

∼ Fϑ.

Identishe verteilt ist gleih zu setzten mit stationärität - damit kann man

auf historishe Daten zurükgreifen - In�ation und andere Ein�ussfaktoren

müssen dabei herausgerehnet werden.

Θ ist eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion U und Dihtefunktion u

und Verteilungsfunktion U . Diese Verteilungsfunktion heiÿt Struktur

Funktion des Kollektives (strutural funtion of the olletive).

Problem:

Gegeben X = (X
1

, . . . ,Xn)
′
, zu shätzen ist die Prämie für das nähste Jahr. Die

Prämie hängt vom Parameter ϑ ab, aber dieser Parameter hängt von

(X
1

, . . . ,Xn)
′
. Damit ist T also ist eine Funktion

T : Rn −→ D,

wobei D die Menge der möglihen Shätzewerte bezeihnet. Mittels

ϑ̂ = T (X
1

, . . . ,Xn) wird jetzt die Prämie errehnet.
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Methoden die Prämie zu Shätzen

Allgemein gibt es bestimmte Möglihkeiten Prämien (oder Rüklagen) zu

berehnen. Dabei hat man eine Zufallsvariable X , die den möglihen

Verlust (Risiko, Forderungen) bezeihnet. In unseren Fall, gilt X = Xn+1

ist

die Forderung im Jahre n + 1:
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Allgemein gibt es bestimmte Möglihkeiten Prämien (oder Rüklagen) zu

berehnen. Dabei hat man eine Zufallsvariable X , die den möglihen

Verlust (Risiko, Forderungen) bezeihnet. In unseren Fall, gilt X = Xn+1

ist

die Forderung im Jahre n + 1:

Möglihkeiten eine Prämien festzusetzten

X 7→ (1+ α)EX , α > 0 ( expetation priniple )

X 7→ EX + βStd(X ), β > 0 ( Standard Deviation Priniple )

X 7→ EX + γVar(X ), γ > 0 ( Variane Priniple )

X 7→ 1

δ
ln(EeδX ), δ > 0 ( Exponential Priniple )
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Methoden die Prämie zu Shaetzen

Aufgrund der Daten X = (X
1

, . . . ,Xn)
′
, ist der Wert E[Xn+1

| ϑ], bzw.
E [µ(Θ) | Θ| = µ(ϑ) zu Shätzen.

De�nition

Die Korrekte individuelle Prämie ist gegeben durh

P ind = E[Xn+1

| ϑ] =

∫

∞

0

x dFϑ(x) =: µ(ϑ).

De�nition

Die Kollektive Prämie ist gegeben durh

Pcoll =

∫

DΘ

µ(ϑ) dU(ϑ) =: µ
0

.

Hier bezeihnet DΘ die Menge aller zulässigen (und möglihen ) Parameter

Θ, i.e. DΘ := {ϑ | ϑ ist als Parameter möglih }.
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Shätzmethode

Minimierung der Abweihung:

Sei L(ϑ,T (x)) der Verlust, die sih ergibt, falls ϑ der rihtige Parameter ist und

T (x) der aus der Beobahtung x = (x
1

, . . . , xn) ∈ R
n
geshätzte Wert von µ(ϑ)

ist. Eine möglihe Verlustfunktion wäre z.B. die quadratishe Funktion

L(ϑ,T (x)) = (µ(ϑ)− T (x))
2

.
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ist. Eine möglihe Verlustfunktion wäre z.B. die quadratishe Funktion

L(ϑ,T (x)) = (µ(ϑ)− T (x))
2

.

Risikofunktion

RT (ϑ, x) := Eϑ [L(ϑ,T (x))] = L(ϑ,T (x)) dFϑ(x1) · · · dFϑ(xn).
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Shätzmethode

Risikofunktion

RT (ϑ, x) := Eϑ [L(ϑ,T (x))] = L(ϑ,T (x)) dFϑ(x1) · · · dFϑ(xn).

De�nition

Bayes'sher Riskoshätzer von T mit Anfangsverteilung U(ϑ):

RT (x) :=
∫

D
RT (ϑ, x) dU(ϑ).
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Shätzmethode

Risikofunktion

RT (ϑ, x) := Eϑ [L(ϑ,T (x))] = L(ϑ,T (x)) dFϑ(x1) · · · dFϑ(xn).

De�nition

Bayes'sher Riskoshätzer von T mit Anfangsverteilung U(ϑ):

RT (x) :=
∫

D
RT (ϑ, x) dU(ϑ).

De�nition

Der Bayes'sher Shätzer von T ist gegeben durh

T (x) := arg mint:Rn
→DRt(x),

wobei das Minimum über alle möglihen Abbildungen T : Rn → R genommen

wird.
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Poisson Verteilung

Verteilungsfunktion:

P (K = k im Zeitintervall (0, t) )

= p(k ; (0, t), λ) =
(λt)k

k!
e−kλt , k = 1, 2, . . . .

Der Erwartungswert lautet

EX = λt.

Die Varianz lautet

Var[X ] = λt.
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Gamma Verteilung

Die Dihtefunktion einer Gamma-verteilten Zustandsvariable X ∼ Γ(k ;λ) mit

reellwertigen Parametern k > 0 und λ > 0 hat für x > 0 die Gestalt

f (x) = λk

Γ(k) · x
k−1 · e−λx .

Dabei ist

Γ(x) =
∫

∞

0

tx−1e−t dt

die sogenannte Gamma Funktion.

Erwartungswert: EX = k
λ
, die Varianz: Var[X ] = k

λ2
.

Die Summe zweier unabhängig Γ-verteilter Zufallsvariablen X
1

∼ Γ(k
1

, λ), X
2

∼ Γ(k
2

, λ) (k
1

, k
2

> 0) mit

demselben Verteilungsparameter λ > 0 ist selbst auh Γ verteilt mit Parameter λ und es gilt

X
1

+ X
2

∼ Γ(k
1

+ k
2

, λ). Insbesondere lässt sih für k ganzzahlig eine Γ-verteilte Zufallsvariable als k�fahe Summe

von k unabhängigen exponentialverteilter Zufallsvariablen interpretieren.
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Weitere Modellannahmen

1

Gegeben sei das Risikopro�l ϑ des Autofahrers. Dann gilt

E [Xj | Θ = ϑ] = C · E [Nj | Θ = ϑ]

wobei C nur von der PS-Zahl des Autos abhängt und E [Nj | Θ = ϑ] vom
Fahrer (bzw. dessen Risikobereitshaft) anhängt.

2

Gegeben ist Θ = ϑ, dann sind die {Nj : j = 1, . . . , n, n + 1} unabhängig und

Poisson verteilt mit Parameter ϑ, i.e.

fϑ(Nj ) = P (Nj = k | Θ = ϑ) = e−ϑ ϑk

k!
.

3

Die Zufallsvariable Θ ist Gamma verteilt mit Parametern γ und β. Genauer,
die Dihtefunktion lautet

u(ϑ) =

{

βγ

Γ(γ) ϑ
γ−1e−β ϑ, ϑ > 0,

0 sonst .
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Weitere Modellannahmen

Bemerkung

Es gilt

E[Θ] =
γ

β
und Var[Θ] =

γ

β2

.

Durh eine kurze Rehnung lässt sih folgendes zeigen

E[Nn+1

| Θ = ϑ] =

∞
∑

k=0

P(Nn+1

= k | Θ = ϑ) · k =

∞
∑

k=0

e−ϑ ϑk

k!
· k

= ϑe−ϑ

∞
∑

k=1

ϑk−1

(k − 1)!
= ϑe−ϑeϑ = ϑ.
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Wihtige Eigenshaften

Proposition

Unter den oben genannten Annahmen gilt

P ind = E [Nn+1

| Θ] = Θ,

Pcoll = E[Θ] =
γ

β
,

Pbayes =
γ +

∑n

j=1

Nj

β + n
= αN̄+ (1− α)

γ

β
,

wobei α = n/(n + β) und N̄ = 1

n

∑n

j=1

Nj . Weiters gilt für die Abweihung der

geshätzten Prämie zur eigentlihen Prämie

E

[

(

PBayes −Θ
)

2

]

= (1− α)E
[

(

Pcoll −Θ
)

2

]

= αE
[

(N̄ −Θ)2
]

.
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Einsetzten der Daten

k 0 1 2 3 4 5 6 Total

N(k) = # Polizen

mit k Forderungen 103 704 14 075 1766 255 45 6 2 119 853
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Modellvergleih

Poisson Negative Binomial

k beobahtete (λ = 0.1555) (γ = 1.001, β = 6.458)

0 103 704 102 629 103 757

1 14 075 15 922 13 934

2 1 766 1 234 1 871

3 255 64 251

4 45 3 34

4 6 0 5

6 2 0 1
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