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Bonus-Malus System der Versi
herung

Zwei Kategorien von Risiken:

den objektiven Risiken: z.B. die PS zahl eines Autos, der Hubraum, das

Gewi
ht, et
 .. ;

und den subjektiven Risiken (ni
ht objektiv messbare Risiken):

Risikobereits
haft, das Können, das Fahrverhalten des Fahrers,

Temperament, die genaue Kilometeranzahl, et
 ... .
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Bonus-Malus System der Versi
herung

Jeder Autofahrer a hat sein individuelles Risikopro�l, das dur
h den

Parameter ϑa bes
hrieben wird. Dieser Parameter kann Werte aus DΘ

annehmen, wobei DΘ die Menge aller mögli
hen Werte für ϑa darstellt.
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Für einen bestimmten Autofahrer ist der genaue Wert von ϑa zumeist

unbekannt. Aus Statistiken kann man aber Rü
ks
hlüsse auf die Verteilung

von ϑa ma
hen, so sind die meisten Autofahrer vorsi
htig, allerdings gibt es

einige Ausreißer, die immer wieder Unfälle verursa
hen.
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von ϑa ma
hen, so sind die meisten Autofahrer vorsi
htig, allerdings gibt es

einige Ausreißer, die immer wieder Unfälle verursa
hen.

A'priori Verteilung des Parameters ϑa

A'priori ist die Risikobereits
haft im Fahrverhalten bei Abs
hluss eines

Vertrages ho
h. Fahren Sie jetzt einige Zeit Unfallfrei, werden die Daten

miteinbezogen und die Autohaftp�i
htversi
herung ordnet Ihre

Risikobereits
haft geringer ein. Die Wahrs
heinli
hkeit im nä
hsten Jahr

einen Unfall zu verursa
hen ist (statistis
h gesehen) geringer und Ihre

Prämie sinkt.
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Statistis
her Hintergrund

Variablen

Jeder Autofahrer hat eine Risikobereits
haft Θ, diese Risikobereits
haft ist

wird als Zufallsvariable interpretiert;

Für j = 1, . . . , n ist Xj die Forderung eines Versi
herten im Jahr j mit einer

Verteilung Fϑ die vom Parameter ϑ = Θ abhängt.
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hste Jahr jedes Autofahrers bere
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hätzen, können wir nur auf die
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Weitere Modellannahmen

1

Gegeben sei das Risikopro�l ϑ des Autofahrers. Dann gilt

E [Xj | Θ = ϑ] = C · E [Nj | Θ = ϑ]

wobei C nur von der PS-Zahl des Autos abhängt und E [Nj | Θ = ϑ] vom
Fahrer (bzw. dessen Risikobereits
haft) anhängt.

2

Gegeben ist Θ = ϑ, dann sind die {Nj : j = 1, . . . , n, n + 1} unabhängig und

Poisson verteilt mit Parameter ϑ, i.e.

fϑ(Nj ) = P (Nj = k | Θ = ϑ) = e−ϑ ϑk

k!
.

3

Die Zufallsvariable Θ ist Gamma verteilt mit Parametern γ und β. Genauer,

die Di
htefunktion lautet

u(ϑ) =

{

βγ

Γ(γ) ϑ
γ−1e−β ϑ, ϑ > 0,

0 sonst .
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Einsetzten der Daten

k 0 1 2 3 4 5 6 Total

N(k) = # Polizen

mit k Forderungen 103 704 14 075 1766 255 45 6 2 119 853
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Modellverglei
h

Poisson Negative Binomial

k beoba
htete (λ = 0.1555) (γ = 1.001, β = 6.458)

0 103 704 102 629 103 757

1 14 075 15 922 13 934

2 1 766 1 234 1 871

3 255 64 251

4 45 3 34

4 6 0 5

6 2 0 1
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Das Bonus Malus System

Vorgangsweise

S
hätzen der Strukturalen Parameter α und β anhand der Gesamtdaten;

Bere
hnen des Individuellen Prämie mit Hilfe der beoba
hteten Daten eines

Autofahrers;
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Literatur

Bühlmann, Gisler: A Course in Credibility Theory and its Appli
ations

Ho�: A First Course in Bayesian Statisti
al Methods;
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Kunjugierte Klassen von Verteilungen

Das Problem:

Sei D der Parameterberei
h und p : D → R
+
0

eine struktur Funktion

abhängig von Parametern α und β;

Sei {Fθ : θ ∈ D} eine gegebene Familie von Verteilungen,

{f (x | θ) : θ ∈ D} die Familie der zugehörigen Verteilungsfunktionen;

Sei X verteilt mit Di
htefunktion

f (x) =

∫

D

f (x | θ)p(θ)dθ, x ∈ R.

Gegeben ist X = (X
1

, . . . ,Xn), s
hätzen Sie α und β;

Gegeben ist Xind = (X
1

, . . . ,Xn), s
hätzen Sie Θ;

Bere
hnen Sie die Prämie anhand von Θ.
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Kunjugierte Klassen von Verteilungen

Binominal Verteilung ⇔ Beta Verteilung

Normal Verteilung ⇔ Normal Verteilung

Gamma Verteilung ⇔ Gamma Verteilung

Geometris
he Verteilung ⇔ Beta Verteilung

Pareto Verteilung ⇔ Gamma Verteilung
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Der Binomial � Beta Fall

Die Story:

Ein Betrieb produziert Werkstü
ke . Diesen Werkstü
ke werden von

vers
hiedenen Mas
hinen produziert jede Mas
hine hat eine bestimmte

Ausfall Rate. Diese Ausfallrate kann bei vers
hiedenen Mas
hinen

unters
hiedli
h sein. Allerdings hat jede Mas
hine eine konstante Ausfall

Rate die ni
ht in der Zeit variiert. Die Aufgabe ist es diese Ausfallrate in

Abhängigkeit von der Mas
hine zu s
hätzen.

Mathematis
h gesehen, hat man vers
hiedene Gruppen von Werkstü
ken.

Man ist an der Wahrs
heinli
hkeit des Auftretens eines S
hadenfalles

innerhalb einer bestimmten Gruppe interessiert. Hier nehmen wir an dass

jedes Werkstü
k (Element) der Gruppe (oder Klasse) mit glei
her

Wahrs
heinli
hkeit defekt wird und das dies unabhängig von den anderen

Gruppenelementen passiert. Au
h nehmen wir an dass ein Element in Falle

eines Defektes oder S
hadenfalls die Gruppe verlässt.
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Der Binomial � Beta Fall

Modellannahmen:

Unter der Bedingung dass der Parameter ϑ gegeben ist, sind die Nj ,

j = 1, 2, . . . unabhängig und binominal verteilt, i.e.

P (Nj = k | P = ϑ) =

(

Vn+1

k

)

ϑk(1− ϑ)Vn+1 .

Der Parameter Θ ist Beta(a, b) verteilt mit a, b > 0, bzw.

u(ϑ) =
1

B(a, b)
ϑa−1(1− ϑ)b−1, 0 ≤ ϑ ≤ 1,

wobei gilt B(a, b) = Γ(a)Γ(b)
(a+b) .
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Der Binomial � Beta Fall

Bemerkung

Die ersten beide Momente der Beta Verteilung lauten

EΘ =
a

a + b
, Var(Θ) =

a b

(1+ a + b)(a + b)2

Wir wollen den Ausfallrate s
hätzen;

Die Familie der Beta Verteilungen die mit a und b bes
hrieben werden

ist ziemli
h gross.
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Der Binomial � Beta Fall

Proposition

Unter den obigen Modellannahmen gilt

F ind = E[Xn+1

|Θ] = Θ,

F coll = EE [Θ] =
a

a+ b

FBayes =
a+

∑n

j=1

Nj

a+ b +
∑n

j=1

Vj

= αN̄ + (1− α)
a

a + b

wobei gilt N̄ =

∑n

j=1

Nj
∑n

j=1

Vj

, α =

∑n

j=1

Vj

a+ b +
∑n

j=1

Vj

.

Der quadratis
he Verlust des S
hätzers FBayes
beträgt

E(FBayes −Θ)2 = (1− α)E(F coll −Θ)2 = αE(N̄ −Θ)2.
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Der Normal ⇔ Normal Fall

Die Story

Angenommen eine Mas
hine produziert Bauteile einer bestimmten Länge L.

Die Mas
hinen müssen adjustiert werden, dabei passiert es öfters das die

Länge der Bauteile die erzeugt werden variieren, d.h. um einen Mittelwert

s
hwanken. Wird so ein Bauteil gemessen, gibt es aber Messfehler, bzw.

passieren bei der Produktion Fehler.
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Der Normal Normal Fall

Lj die Länge des j ten Bauteils

die Mas
hine produziert Bauteile der Länge Θ

Modellannahmen:

Unter der Bedingung dass der Parameter ϑ gegeben ist, sind die Lj ,

j = 1, 2, . . . unabhängig und normal verteilt mit Mittelwert ϑ und Varianz

σ2, i.e. L ∼ N (ϑ, 0.01).

Der Parameter Θ ist Normalverteilt mit Mittelwert µ und Varianz τ2.
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Der Normal Normal Fall

Proposition

Unter den obigen Modellannahmen gilt

P ind = E[Xn+1

|Θ] = Θ,

Pcoll = E[Θ] = µ,

PBayes =
τ2µ+ σ2

(

∑n
j=1

Xj

)

τ2 + nσ2

= αX̄ + (1− α)µ

wobei gilt X̄ =
1

n

n
∑

j=1

Xj , α =
n

n2 + σ2

τ2

.

Der quadratis
he Verlust des S
hätzers FBayes
beträgt

E(FBayes −Θ)2 = (1− α)E(F coll −Θ)2 = αE(X̄ −Θ)2.
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Pareto ⇔ Gamma Fall

Die Story

Man betra
htet nur Beträge von vers
hiedenen Forderungen die gröÿer als

eine bestimmten S
hwellenwert x
0

sind. Diese Fragestellung ist für

Rü
kversi
herungen (Mün
her Rü
k, Züri
her Rü
k) wi
htig. Aus

Grenzwertsätzen weiss man, dass diese Verteilungen annähernd Pareto

verteilt sind.
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Pareto ⇔ Gamma Fall

Die Pareto-Verteilung liefert nur oberhalb eines S
hwellenwertes x
0

positive

Wahrs
heinli
hkeiten. Die Di
htefunktion fX und die Verteilungsfunktion FX einer

Pareto verteilten Zufallsvariablen X ∼ Pareto(x
0

;α) mit den reelwertigen

Parametern x
0

> 0 und α > 0 lauten

fα,x
0

(x) =

{

α · xα
0

· (x − θ)−α−1

für x > x
0

0 sonst.

und

FX (x) =







1−
(

x
x
0

)

−α

für x > x
0

0 sonst.

Der Erwartungswert lautet

EX = x
0

·
α

α− 1

(falls α > 1) ,

die Varianz lautet

Var[X ] = x2
0

·
α

(α− 1)2(α− 2)
(falls α > 2) .
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