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Starke Gesetz der grossen Zahlen

Satz
Sei {Xj : j € N} eine Familie von unabhangigen identisch verteilten

Zufalsvariablen mit EX; = v und Var(X;) = 0? < oo und o > 0. Dann gilt P fast
iiberall

1 n
Sp = ;Z;X,—)/L
=
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Arten der Konvergenz

Konvergenz fast sicher

Eine Folge {Z, : n € IN} iiber einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 7, P)
konvergiert fast sicher gegen eine feste Zahl a € R, falls

lim P(Z, — a) =0.

n—o0
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Arten der Konvergenz

Konvergenz fast sicher

Eine Folge {Z, : n € IN} iiber einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 7, P)
konvergiert fast sicher gegen eine feste Zahl a € R, falls

lim P(Z, — a) =0.

n—oo

Konvergenz in der Verteilung

Eine Folge {Z, : n € IN} iiber einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P)
konvergiert fast sicher gegen eine andere Zufallsvariable H iiber (Q, F,P), falls

lim Fz,(x) = Fu(x), Vx€eR.
n— oo
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Schwache Gesetz der grolen Zahlen

Satz

Sei {Xj : j € N} eine Familie von unabhangigen identisch verteilten
Zufalsvariablen mit EX; = v und Var(X;) = 0? < oo und o > 0. Dann gilt

1 1 &
SEi=—=Y X —H,
V=

wobei H eine normalverteilte Zufallsvariable ist, mit Erwartungswert v und
Varianz o2
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Schwache Gesetz der grolen Zahlen

Stichprobengroesse 50 Skaliert 0.75

Stichprobengroesse 5000 Skaliert 0.75

Leobe

Stichprobengroesse 50 Skaliert 0.2

-2 -1 0 1 2 4
Stichprobengroesse 5000 Skaliert 0.2
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-2 -1 0 1 2 4
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Verteilung von Extremen

Problem

Man spricht von einer 100 Jahr Flut, falls durchschnittlich jede hundert Jahre eine
Flut mit mindestens dieser Hohe passiert. Allgemein, sei Y das Maximum der Flut
in einem Jahr. Gegeben ein Level x > 0. Ein Ereignis A = {Y > x} heift T(x)
Jahres Ereignis falls es durchschnittlich einmal in T(x) Jahren auftritt, d.h.

1
T(x)= =—————.
M=
Wird, z.B. ein Deich in den Niederlanden oder Belgien geplant, so werden die
Deiche so ausgelegt, dass sie eine 10* -Jahres Flut aushalten. Man gibt sich also
T = T(x) vor und ist an x interessiert. Das heift man ist an der Quantilen
Funktion fiir Werte sehr nahe an 1 interessiert.
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Verteilung von Extremen

Problem

Sei {Xj : j € N} eine Familie von unabhangigen identisch verteilten
Zufalsvariablen. Sei

M, := max(X1, Xa, ..., X,)

Frage:

Was kann man iiber die Verteilung von M, mit n groB aussagen?
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Verteilung von Extremen

Beispiel

Man mochte die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass innerhalb eines Jahre ein
Zugseil reiBt. Man weiB dass bei einer bestimmten Last, dieses Zugseil reillen
kann. Die Last an einen Tag sei eine normalverteilte Zufallsvariable. Beobachtet
man z.B. die Lastenverteilung eines Jahres fiir jeden Tag, so erhdlt man eine
Familie von unabhangigen normalverteilten Zufallsvariable {X,: n=1,...,365}.
Die Frage stellt sich jetzt, wie ist das Maximum

M365= max X
1<n<365

verteilt. Im allgemeinen kann man Mjsg5 mittels einer Extremwertverteilung
approximieren.
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Verteilung von Extremen

Problem

Sei {Xj : j € N} eine Familie von unabhangigen identisch verteilten
Zufallsvariablen. Sei

M, := max(X1, Xa, ..., X,)
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Verteilung von Extremen

Problem
Sei {Xj : j € N} eine Familie von unabhangigen identisch verteilten
Zufallsvariablen. Sei

M, := max(X1, Xa, ..., X,)

Erster Ansatz:

PM, <x)=P(X1 <x,--, Xy < x) =P (X1 < x) - P(X, < x) =[F(x)]".
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Verteilung von Extremen

Problem

Sei {Xj : j € N} eine Familie von unabhangigen identisch verteilten
Zufallsvariablen. Sei

M, := max(X1, Xa, ..., X,)

Erster Ansatz:

PM, <x)=P(X1 <x,--, Xy < x) =P (X1 < x) - P(X, < x) =[F(x)]".

Es gilt:

lim F(x)" =

n—oo

0 falls F(x)<1,
1 falls F(x)=1.
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Verteilung von Extremen
Definition
rechten Endpunkt der Verteilungsfunktion F durch xg = sup{t € R: F(t) < 1}.

Betaverteilung

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

— 1[071](X) X p—1 qg—1
F(x) = B(p.q) Jo uP=H (1= u)7 du

Wie schaut xg aus?

Normalverteilung

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

X 1 2
F(x) ::/ — e dy

oo V2T

Wie schaut xg aus?

v
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Verteilung von Extremen

Problem

Sei {X; : j € IN} eine Familie von unabhéngigen identisch verteilten
Zufalsvariablen. Sei

M,, = max(Xl,Xg, 500 ,Xn)
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Verteilung von Extremen

Problem

Sei {X; : j € IN} eine Familie von unabhéngigen identisch verteilten
Zufalsvariablen. Sei

M,, = max(Xl,Xg, 500 ,Xn)

Es gilt:

lim F(x)" =

n—oo

0 falls F(x)<1,
1 falls F(x)=1.
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Verteilung von Extremen

Problem

Sei {X; : j € IN} eine Familie von unabhéngigen identisch verteilten
Zufalsvariablen. Sei

M,, = max(Xl,Xg, 500 ,Xn)
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Verteilung von Extremen

Problem
Sei {X; : j € IN} eine Familie von unabhéngigen identisch verteilten
Zufalsvariablen. Sei

M,, = max(Xl,Xg, 500 ,Xn)

Satz
Fiir n — oo konvergiert die Zufallsvariable M, in Wahrscheinlichkeit gegen den

Wert xg. Anders
[FD(M,, — XR) =1
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Extremwertverteilungen

© Frechet Verteilung
© Gumbel Verteilung
© Weibull Verteilung
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Frechetverteilung

Eine Zufallsvariable X ist Fréchet verteilt mit Parameter a, falls fiir die
Verteilungsfunktion Fx gilt

0 falls x <0
o} = F =<7 -7
() x(x) —x7?), fallsx>0.

Tai-funktion de Frechet Verteiking

Abbildung: Die Dichte-, Verteilungs-, und Tailfunktion.
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Weibullverteilung

Eine Zufallsvariable X ist Weibull verteilt mit Parameter a, falls fiir die
Verteilungsfunktion Fx gilt

exp(—(—x)*), falls x <0,

v = F =
a(x) x(3) 1 falls x > 0.

Verteiungstunktion der Weilbul Vertelung

—==0
10

— 0

Abbildung: Die Dichte-, Verteilungs-, und Tailfunktion.
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Gumbelverteilung

Eine Zufallsvariable X ist Gumbel verteilt, falls fiir die Verteilungsfunktion
Fx gilt

A(x) := Fx(x) = exp(—e™™)

Dichatunkion der Gumpel Verieiung Vertllungstunkton der Gumpel Vrtelung Tai-funkion der Gumpel Vereiung
o0 09 0
08 o
03
o7 o]
02 05 o
£ 02 Zos £ o
o1 04 o4
03 03
0y
02 03
008 0y 0
3 2 T 0 T z 2 3 2 T 0 T z 2 5 z T o T 2 3

Abbildung: Die Dichte-, Verteilungs-, und Tailfunktion.
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Satz von Fisher—Tapett

Satz

Seien {X, : n € IN} unabhingige identisch verteilte Zufallsvariabeln sodass
gilt: es gibt Konstanten ¢, > 0 und d, gibt mit

;' (M, —dy) = H, n— oo

fiir eine nicht degenerierte Zufallsvariable H. Dann geniigt H einer
sogenannten Extremwertverteilung (d.h. Gumpel, Weibull oder Fréchet
Verteilung).
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Satz von Fisher—Tapett

Beispiel
Seien {X; : i € IN} unabhéngig und exponential verteilt mit Parameter A,
d.h.

F(x)=1—e™ fir x>0.

Man kann sich z.B. vorstellen, dass die {X; : i =1,..., n} die Zerfallsdauer
von radioaktiven Isotopen modellieren. Die Tail-\Wahrscheinlichkeit F ist
gegeben durch F(x) := 1 — F(x) = e~**. Damit gilt

M | —x
lim P (T" 8 X> =e ° =Ax), x€[0,00).

n—o0 A

Mit anderen Worten konvergiert die Zufallsvariable (M, — log n)/\ fiir
n — oo in Verteilung gegen A.
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Satz von Fisher—Tapett

Beispiel
Seien {X; : i € IN} unabhdngig und Pareto-verteilt mit Parameter a > 0,

d.h.
1— L firx>1,
Flx) = - ar x
0 fur x < 1.
Also, F(x) := x~2. Dann gilt
l e
lim P(Ml"<x>:IP’(/\/ln<xni):{e i e > 0

B=e2 na 0 fir x <0.

Mit anderen Worten konvergiert die Zufallsvariable n_%l\/l,, in Verteilung
gegen P,.

Man kann das Ergebnis wie folgt interpretieren: Fiir groBes n nimmt das
Maximum M, sehr groRe Werte auf der Skala n'/? an. Reskaliert man M,
mit dem Faktor n'/2, so erhilt man approximativ Frechet-verteilte Werte.

4
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Satz von Fisher—Tapett

Beispiel

Die {X; : i € IN} haben die Verteilungsfunktion

0 fiir x < 0,
F(x)=q1—(1—x)* firo<x<1,
1 fiir x > 1.

wobei o > 0 ein Parameter ist. Also, F(x) := (xg — x)%, xg = 1, x € (0, xg). Dann gilt

ef(fx)a fiir x

1 0
lim P((M,—1)na < = B
n=00 <( h—1)n X) {1 fiir x

0,

IV IA

1
Mit anderen Worten konvergiert die Zufallsvariable na (M, — 1) in Verteilung gegen V.
Man kann das Ergebnis wie folgt interpretieren: Fiir groRes n nahert sich das Maximum M, dem Wert 1 von unten

an. Die Differenz M, — 1 nimmt sehr kleine negative Werte auf der Skala n~/ an, Reskaliert man (Mp — 1) mit

dem Faktor nl/a, so erhdlt man approximativ Weibull-verteilte Werte.
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Maximale Anziehungsbereiche

Frage:
Sei {Xj : j € IN} eine Familie von unabhidngigen identisch verteilten
Zufallsvariablen. Wie kann man

O eine Folge {c, : n € IN} von reellen Zahlen

@ eine Folge {d, : n € IN} von reellen Zahlen

© eine Zufallsvariable H

finden, sodass gilt

1
—(My—dy) = H, n— .

Cn
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Maximale Anziehungsbereiche

Definition
S_ei F eine Verteilung der Zufallsvariablen X, dann bezeichnen wir mit
F(x)=1-F(x) =P(X > x).

Definition

Ist F streng monoton steigend, so ist F invertierbar und F~! eindeutig
definiert. Da aber F nicht unbedingt streng monoton steigen ist, aber
trotzdem oft an den Inversen interessiert ist, definiert man sich das
sogenannte Pseudoinverse durch

F() = inf {F(y) = x}.
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Maximaler Anziehungsbereich der Frechetverteilung

Definition
Eine Funktion L : [0,00) — [0, 00) heit langsam variierend (slowly varying (at
infinity)) falls fiir alle a > 0, gilt

Falls der Grenzwert
. L(ax)
lim

w10 L(x)

endlich, aber ungleich eins ist, heift die Funktion reguldr variierend (regularly
varying function).

Eine Funktion L : [0,00) — [0, c0) heilt langsam variierend ( slowly varying (at
infinity)) mit index « falls fiir alle a > 0, gilt

lim L(ax)

X—00 L(x)

= &%,
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Maximaler Anziehungsbereich der Frechetverteilung

Beispiel
@ Die Funktion f(x) = cx?, wobei ¢ > 0, ist .. ..
@ Die Funktion f(x) = cx?(logx)3, mit ¢ >0, 3 € Rist .. ..
@ Die Funktion f(x) = (logx)? mit 3 € Rist ....
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Maximaler Anziehungsbereich der Frechetverteilung

Beispiel
@ Die Funktion f(x) = cx?, wobei ¢ > 0, ist regulir variierend mit Index 3.

@ Die Funktion f(x) = cx?(log x)3, mit ¢ > 0, 8 € R ist regular variierend
mit Index 5.

@ Die Funktion f(x) = (log x)? mit 3 € R ist langsam variierend.
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Maximaler Anziehungsbereich der Frechetverteilung
Satz

Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt xg liegt im

Max-Anziehungsbereich der Frechet-Verteilung mit o > 0 genau dann,
wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

Q Xp = OQ;
@ Die Tailfunktion F ist reguldr variierend mit Index —a, d.h.

. 1—-F(\x) _ .
im —————~2 =X"% fir all .
XI_)rTgol_F(X) A ur alle A >0

Weiters gilt, fiir

a=F (1—-n1)=inf{F(x)>1-n"'}.

x€R
gilt
_1M d ®
G n— Pqu.
V.
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Maximaler Anziehungsbereich der Frechetverteilung

Maxima einer Cauchy verteilten Zufallsvariablen:

Sei {X, : n € IN} eine Familie von unabhangigen Cauchy verteilten
Zufallsvariablen mit Dichtefunktion

f(x)=(r(1+x*)"', xe€R.
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Maximaler Anziehungsbereich der Frechetverteilung

Maxima einer Cauchy verteilten Zufallsvariablen:

Sei {X, : n € IN} eine Familie von unabhangigen Cauchy verteilten
Zufallsvariablen mit Dichtefunktion

f(x)=(r(1+x*)"', xe€R.

Dann gilt 1 — F(x) ~ (7x)~! und daher

. 1—-F(x) . f(x) . T2
Iim ——~ = lim ——% = |m —— =
X—00 (71'X)_1 x—oo T 1x—2 X—00 71'(1 + X2)

Das heifit
p(M<Z) = (1-a-FEy)

_ (1 -2 (% + 0(1)>>n S exp(—x71).

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Risikotheorie 9. Mai 2018
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Maximaler Anziehungsbereich der Frechetverteilung

Maxima der Pareto, Burr und stabile Verteilungen mit index o < 2:

Geniigt X einer der oben genannten Verteilungen, gilt F(x) = P(X > x) ~ Kx~ @
mit a > 0 und deswegen, ¢, = (Kn)=.
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Maximaler Anziehungsbereich der Frechetverteilung

Maxima der Loggamma Verteilung:
Die Dichte der Loggamma verteilung ist gegeben durch

ab

f(x) = ) (Inx)P~Ix=271 x>0, «a,8>0.

Eine kurze Rechnung zeigt, dass gilt

1
o

¢ = ((1(8) " (Inm)"~"n)
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Definition

Eine Funktion L : (0,1] — (0, c0) heit langsam variierend in 0 ( slowly varying
(at 0)) mit Index « > 0 falls fiir alle A > 0, gilt

L),
)!I_IHJ 10 =\ fur alle A > 0.
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Theorem

Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt xg liegt im Maximalen
Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung W,,, dann und nur dann, wenn folgende
zwei Bedingungen erfiillt sind:

@ Xp < 00;

o Die Funktion f(x) =1 — F(xg — 1) ist regular variierend mit Index —a in 0,
d.h.

lim

7 =\ furalle A >0.
x=o0 11— F(xgr — %)

Die Folgen ¢, und d,:

Unter den obigen Voraussetzungen gilt

(M, —dy) S o,

wobei d, = xg und

ch=xr — inf{F(x))>1-n"1}.
x€R
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Gleichverteilung auf [0, 1]
Hier gilt ¢, = n~! und d, = 1.

=] = = = E 9Dac
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Gleichverteilung auf [0, 1]

Hier gilt ¢, = n~! und d, = 1.

Power law behaviour at xg:

Gilt F_(x) = K(xg — x)%, fiir xg — K—% < x < xg, mit K,a > 0, dann gilt
G = (Kn)_é und d, = xg.
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Beta Verteilung:
Die Dichte der Beta Verteilung lautet

f(x) = %X‘H(l —x)7t 0<x<1.
Hier gilt
. _(n M(a+ b) >—%
"\ T(a)F(a+ b) ’
und d, = 1.
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Maximaler Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung

Der Einzugsbereich der Gumbel Verteilung als Extremwertverteilung lduft von der
Lognormalverteilung, der Exponential-Verteilung mit F(x) ~ e~ bis zur

Normalverteilung mit F(x) ~ \/%%e_tz/z fiir t — oo (Regel von I'Hospital).

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Risikotheorie

9. Mai 2018 35 / 42



Maximaler Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung

Der Einzugsbereich der Gumbel Verteilung als Extremwertverteilung lduft von der
Lognormalverteilung, der Exponential-Verteilung mit F(x) ~ e~ bis zur
Normalverteilung mit F(x) ~ \/%%e_tzp fiir t — oo (Regel von I'Hospital).
Theorem

Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt xg liegt im Maximal
Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung G(x) = e=¢  genau dann, wenn es
eine positive und messbare Funktion g(t) gibt mit

lim M =e X furalle x e R.

X—XR F(X)
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Maximaler Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung

Der Einzugsbereich der Gumbel Verteilung als Extremwertverteilung lduft von der
Lognormalverteilung, der Exponential-Verteilung mit F(x) ~ e~ bis zur

Normalverteilung mit F(x) ~ \/12f%e_t2/2 fiir t — oo (Regel von I'Hospital).

iy
Theorem

Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt xg liegt im Maximal
Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung G(x) = e=¢  genau dann, wenn es
eine positive und messbare Funktion g(t) gibt mit

lim M =e X furalle x e R.

X—XR F(X)

Remark
xr kann endlich oder unendlich sein.

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Risikotheorie 9. Mai 2018 35 / 42



Maximaler Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung

Um die Verteilungen ndher zu charakterisieren, bzw. ¢, und d, zu finden, ist es
wichtig die Funktion a ndher zu charakterisieren. Dazu fiihren wir als erstes die
von Mises Funktion ein.

Definition

Sei f eine Dichte Funktion mit rechten Endpunkt xg < co. Angenommen, es
existiert eine positive stetige Funktion a : [0, 00) und eine positive Konstante mit

’E(X)Zcexp{—/zxﬁdt}, z < x < Xgr

dann heiSSt F von Mises Funktion und a die zu F gehorige Hilfsfunktion.
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Maximaler Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung
In der Literatur wird auch verschiedentlich die hazard Funktion h durch

1-F(x) B f:_(x)
"= = T

definiert. Dabei kann man sich folgenden Zusammenhang ableiten:

a(x) ~ h(x).

fiir x, < x < xg,

Nach Definition von a gilt

/Xoof(y)dy:exp (—/:ﬁ@).

Differenzieren ergibt

Es gilt somit ~
F(x)
a(x) = fiir x — oc.
%)= 79
9. Mai 2018
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Maxima von exponential verteilten Zufallsvariablen:

Sei {X, : n € IN} eine Familie von unabhangigen exponential verteilten

Zufallsvariablen. Hier gilt F(x) = e ™, x > 0, und A > 0. Die Hilfsfunktion a
lautet a(x) = A~1. Damit gilt

P(M,—In(n) <x) = (P(X < x+In(n)))"
=(1-—nlte™)" = exp(—e ).
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Maxima von Weibull verteilten Zufallsvariablen:

(Beim Fisher Tippet Theorem wird die Weibullverteilung gespiegelt und das
Maximum genommen, der rechte Endpunkt ist also 0. Hier wird dan Maximum
der Weibullverteilung selbst genommen, der rechte Endpunkt ist also co.)
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Maxima von Weibull verteilten Zufallsvariablen:

(Beim Fisher Tippet Theorem wird die Weibullverteilung gespiegelt und das
Maximum genommen, der rechte Endpunkt ist also 0. Hier wird dan Maximum
der Weibullverteilung selbst genommen, der rechte Endpunkt ist also co.) Hier gilt

F(x) ~ Kx“exp(—cx"),

mit K,c,r > 0 und a € R. Somit gilt F(x) = exp(—cx’), x >0, und ¢, r > 0.
Die Hilfsfunktion a lautet a(x) = c7trixt=r

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Risikotheorie 9. Mai 2018 39 / 42



Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Maxima von Weibull verteilten Zufallsvariablen:

(Beim Fisher Tippet Theorem wird die Weibullverteilung gespiegelt und das
Maximum genommen, der rechte Endpunkt ist also 0. Hier wird dan Maximum
der Weibullverteilung selbst genommen, der rechte Endpunkt ist also co.) Hier gilt

F(x) ~ Kx“exp(—cx"),

mit K,c,r > 0 und a € R. Somit gilt F(x) = exp(—cx’), x >0, und ¢, r > 0.
Bic Filsirlaten 5 ki a(x) = c71r71x'=r. Oben eingesetzt ergibt

=1 =1 F-1
cn=_(cr)" (¢ tInn)" 7,
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Maxima von Weibull verteilten Zufallsvariablen:

(Beim Fisher Tippet Theorem wird die Weibullverteilung gespiegelt und das
Maximum genommen, der rechte Endpunkt ist also 0. Hier wird dan Maximum
der Weibullverteilung selbst genommen, der rechte Endpunkt ist also co.) Hier gilt

F(x) ~ Kx“exp(—cx"),

mit K,c,r > 0 und a € R. Somit gilt F(x) = exp(—cx’), x >0, und ¢, r > 0.
Die Hilfsfunktion a lautet a(x) = ¢ 1r=1x*~" Oben eingesetzt ergibt

=1 =1 F-1
cn=_(cr)" (¢ tInn)" 7,

und

do=(ctInn)" + % (cinn)” {3 (¢ inn) + '”(K)}.

cr C
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Proposition

(Von Mises Funktionen und die Gumbel Verteilung) Angenommen f ist eine von
Mises Funktion. Dann gilt

e H(My—dy) =T,
wobei
dp = inf{F(x) > 1-n""}
und
cn = a(dy),

wobei a die Hilfsfunktion von f ist.
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Theorem

Seien Xi, Xo, ... unabhdngig und standard normalverteilt. Dann gilt fiir alle x € R:

[Nim P <\/2 log(n) {M,, - ( 2log(n) — Ioglc;g\(/r;)li—%ﬂﬂ)) } < X> =,
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