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Maximaler Anziehungsbereich der Frechetverteilung

Definition
Eine Funktion L : [0,00) — [0, 00) heit langsam variierend (slowly varying (at
infinity)) falls fiir alle a > 0, gilt

Falls der Grenzwert
. L(x)
lim
x—oo L(ax)

endlich, aber ungleich eins ist, heift die Funktion reguldr variierend (regularly
varying function).

Eine Funktion L : [0,00) — [0, c0) heit langsam variierend ( slowly varying (at
infinity)) mit index « falls fiir alle a > 0, gilt

lim L(x)
x—o0 L(ax)

= a%.
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Maximaler Anziehungsbereich der Frechetverteilung
Satz

Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt xg liegt im

Max-Anziehungsbereich der Frechet-Verteilung mit a > 0 genau dann
wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

@ XR = OQ;

@ Die Tailfunktion F ist reguldr variierend mit Index —a, d.h.

im L) e e s o
x—o00 1 — (x)

Weiters gilt, fiir

ch=F~(1—nY=inf{F(x)>1-n"1}.

x€eR
gilt
M, % o,
)
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Maximaler Anziehungsbereich der Weibull Verteilung

Theorem

Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt xg liegt im Maximalen
Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung W,,, dann und nur dann, wenn folgende
zwei Bedingungen erfiillt sind:

@ xp < O0O;
@ Die Funktion 1 — F(xg — x) ist reguldr variierend mit Index a in 0, d.h.

limy o0 o0m=2) = Ao fiir alle A > 0.

Die Folgen ¢, und d,:

Gilt 1 — F(xg — x~1) = x~®L(x) wobei L eine langsam variierende Funktion ist,
dann gilt

Y (M, — dy) S o,

n

wobei d, = xg und

Ch = XR — )!ren];{{F(x)) >1-n1}.

v
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Maximaler Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung

Der Einzugsbereich der Gumbel Verteilung als Extremwertverteilung lduft von der
Lognormalverteilung, der Exponential-Verteilung mit F(x) ~ e~ bis zur

Normalverteilung mit F(x) ~ \/%%e"z/z fiir t — oo (Regel von I'Hospital).
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Maximaler Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung

Der Einzugsbereich der Gumbel Verteilung als Extremwertverteilung lduft von der
Lognormalverteilung, der Exponential-Verteilung mit F(x) ~ e~ bis zur
Normalverteilung mit F(x) ~ \/%%e_tz/z fiir t — oo (Regel von I'Hospital).
Theorem

Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt xg liegt im Maximal
Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung G(x) = e=¢ ~ genau dann, wenn es
eine positive und messbare Funktion g(t) gibt mit

lim w =e X furalle xeR.
X—XR F(X)
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Maximaler Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung

Der Einzugsbereich der Gumbel Verteilung als Extremwertverteilung lduft von der
Lognormalverteilung, der Exponential-Verteilung mit F(x) ~ e~ bis zur

Normalverteilung mit F(x) ~ \/127%6—:2/2 fiir t — oo (Regel von I'Hospital).

g
Theorem

Eine Verteilungsfunktion F mit rechtem Endpunkt xg liegt im Maximal
Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung G(x) = e=¢ ~ genau dann, wenn es
eine positive und messbare Funktion g(t) gibt mit

lim M =e X furalle xeR.
X—XR F(X)

Remark
xr kann endlich oder unendlich sein.
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Maximaler Anziehungsbereiche

@ Heavy tailed = Frechet Verteilung
@ Medium tailed = Gumbel Verteilung
@ Light (Short) tailed = Weibull
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Extremwerttheorie

@ Wichtig ist den Tail der Verteilung abzuschatzen.
9@ Heavy tailed ?

@ Schitzen des Tail index.
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Statistische Methoden zum abschatzen des Tails
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Statistische Methoden zum abschatzen des Tails

@ Block Methode
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Statistische Methoden zum abschatzen des Tails

@ Block Methode

@ Peak over Threshold (POT)-Methode;
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Pickands—Balkema—de Haan Theorem

Definition
Die Verteilungsfunktion der verallgemeinerten Paretoverteilung wird definiert

durch )
1—(1+&858)7¢, falls € £0,

Ge,pu(x) = -
¢.8.u(X) {l—e_w falls £ = 0.

K

wobei 8> 0 und x > 0 im Falle £ > 0 gilt und 0 < x < —% falls £ < 0 gilt.
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Pickands—Balkema—de Haan Theorem

Verhalten im Tail
Fiir alle £ € R liegt eine in xg stetige Verteilungsfunktion F in D(H) genau dann,
wenn
lim su Fu(x) — Ge gny(x)| =0
HXR0<X§XF:_U| u(x) = Ge s (¥)]
fiir eine geeignete positive, messbare Funktion § gilt, wobei
xr = sup{x € R: F(x) < 1} den rechten Endpunkt von F bezeichnet.
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Pickands—Balkema—de Haan Theorem
Beispiel 1

Sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter A. Dann gilt

lim sup |Fu(X)—G0,1/A(X)|:0

U= g x<oo

Beispiel 2

Sei X eine Zufallsvariable aus den Anziehungsbereich der Frechetverteilung mit
Index —a. Dann gilt

[im sup |Fu(X) - Gl/a,u/a(x)| =0

U= g<x<oo
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Pickands—Balkema—de Haan Theorem
Beispiel 1

Sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter A. Dann gilt

lim sup |Fu(X) = Go,l/A(X)| =0

U= g x<oo

Beispiel 2
Sei X eine Zufallsvariable aus den Anziehungsbereich der Frechetverteilung mit
Index —a. Dann gilt

[im sup |Fu(X) - Gl/a,u/a(x)| =0

U= g<x<oo

Beispiel 3

Sei X eine standard normalverteilte Zufallsvariable. Dann gilt

lim sup |Fuy(x)— Gp1(x)| =0

U—=00 g<x<oo T
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POT Methode

Definition
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Die

Exzess-Verteilungsfunktion von X bzw. F oberhalb des Schwellenwerts u wird
definiert durch

F(x + u) — F(u)

Fu(x)=P(X —u<x|X>u)= 1= F(0)

fiir x > 0 und festes u < xr, wobei xg = sup{x € R: F(x) < 1} < oo den
rechten Endpunkt von F bezeichnet.
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POT Methode

Aufgabe

Gegeben ist eine Stichprobe {xi,...,x,} einer Grundgesamtheit die
Verteilungsfunktion F hat. Zu finden ist die Wahrscheinlichkeit von F(x) fiir x
sehr gross (bzw. das g Quantil fiir g nahe 1, i.e. y = F<(q)).
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POT Methode

Aufgabe

Gegeben ist eine Stichprobe {xi,...,x,} einer Grundgesamtheit die
Verteilungsfunktion F hat. Zu finden ist die Wahrscheinlichkeit von F(x) fiir x
sehr gross (bzw. das g Quantil fiir g nahe 1, i.e. y = F<(q)).

Definition

Die Mean excess function (MeF) einer Zufallsvariablen ist gegeben durch

e(v) = EX—u|X>ud].
V.
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POT Methode

Aufgabe

Gegeben ist eine Stichprobe {xi,...,x,} einer Grundgesamtheit die
Verteilungsfunktion F hat. Zu finden ist die Wahrscheinlichkeit von F(x) fiir x
sehr gross (bzw. das g Quantil fiir g nahe 1, i.e. y = F<(q)).

Definition

Die Mean excess function (MeF) einer Zufallsvariablen ist gegeben durch

e(v) = EX—u|X>ud].

Aufgabe

Berechnen Sie die Mean Excess Funktion der Pareto Verteilung.
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Mean Excess Funktion

Einige Beispiele:

@ Die Mean Excess Funktion der der Exponenti-
al Verteilung (Verallgemeinerten Paretoverteilung mit £ = 0 und v = 0) lautet

e(u)=1, u>0

@ die Mean Excess Funktion der Pareto verteilung mit £ > 1 und v = 0 lautet
e(u)=¢45, u>1

@ die Mean Excess Funktion der Beta Verteilung lautet
e(u)=¢4, -1<ux0,

@ die Mean Excess Funktion Gumpel Verteilung
e(u):11+_§”, O<uwufalls0<¢ <1,
¢ 0<u<—1/¢ falls € <0.
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Empirische Mean Excess Funktion

Gegeben:
Eine Stichprobe {Xi, ..., X,}.

Emprische Mean Excess Funktion
Sei
Ny=#{i:1<i<n:X;>u}
die Anzahl der Uberschreitungen von u durch X;, i =1...n.
Die empirische durchschnittliche Exzess Funktion ist gegeben durch

. 1 ¢
&n(u) = e Z(X,- — W)l {x5 0}

i=1

Wahl des Schwellenwertes:

@ up sollte so gross gewahlt sein, dass der Plot (e,(X;), X;) fiir u > ug
(anndhernd) linear ist

@ Es sollen noch genug Daten iibrig sein.
I




Hill Schatzer (£ > 0):

Definition
Sei {X1,...,Xa} und {X(1),..., X(n)} die geordnete Stichprobe, d.h. es gilt

X(i—1) < Xj) fur alle i = 2,...,n. Dann ist der Hill Schatzer von % = é der k ten

Ordnung gegeben durch
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Hill Schatzer (£ > 0):

Definition
Sei {X1,...,Xa} und {X(1),..., X(n)} die geordnete Stichprobe, d.h. es gilt
X(i—1) < Xj) fur alle i = 2,...,n. Dann ist der Hill Schatzer von % = é der k ten

Ordnung gegeben durch

Z log <X(k+1)>

Theorem

Falls n — oo, k — oo und £ -~ — 0, dann gilt

1
Hin — —.
(0%
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Pickands Schatzer £ € R

é.(Plckands) _ 1 log Xy — Xk
log(2)

Xk — X(4k))
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Deckers Einmal und de Haan Schéatzer £ € R:

1

(1)

DEdH éhH(l) 1 1 (g(k) )

2 H(2)

k,n
mit X .

H(r) 1 [Io ( Q) )] r=1,2
gk’n Z k g X(k+1) ) <y
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