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Maximaler Anziehungsberei
h der Fre
hetverteilung

De�nition

Eine Funktion L : [0,∞) → [0,∞) heiÿt langsam variierend (slowly varying (at

in�nity)) falls für alle a > 0, gilt

lim

x→∞
L(x)

L(ax)
= 1.

Falls der Grenzwert

lim

x→∞
L(x)

L(ax)

endli
h, aber unglei
h eins ist, heiÿt die Funktion regulär variierend (regularly

varying fun
tion).

Eine Funktion L : [0,∞) → [0,∞) heiÿt langsam variierend ( slowly varying (at

in�nity)) mit index α falls für alle a > 0, gilt

lim

x→∞
L(x)

L(ax)
= a

α.
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Maximaler Anziehungsberei
h der Fre
hetverteilung

Satz

Eine Verteilungsfunktion F mit re
htem Endpunkt x

R

liegt im

Max-Anziehungsberei
h der Fre
het-Verteilung mit a > 0 genau dann,

wenn folgende zwei Bedingungen erfüllt sind:

x

R

= ∞;

Die Tailfunktion F ist regulär variierend mit Index −a, d.h.

lim

x→∞

1− F (λx)

1− F (x)
= λ−a für alle λ > 0.

Weiters gilt, für




n

= F

←(1− n

−1) = inf

x∈R

{F (x) ≥ 1− n

−1}.

gilt




−1

n

M

n

d

→ Φα.
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Maximaler Anziehungsberei
h der Weibull Verteilung

Theorem

Eine Verteilungsfunktion F mit re
htem Endpunkt x

R

liegt im Maximalen

Anziehungsberei
h der Weibull-Verteilung Ψα, dann und nur dann, wenn folgende

zwei Bedingungen erfüllt sind:

x

R

< ∞;

Die Funktion 1− F (x
R

− x) ist regulär variierend mit Index α in 0, d.h.

lim

x→∞
1−F (λ(x

R

−x))
1−F (x

R

−x) = λα
für alle λ > 0.

Die Folgen 


n

und d

n

:

Gilt 1− F (x
R

− x

−1) = x

−α
L(x) wobei L eine langsam variierende Funktion ist,

dann gilt




−1
n

(M
n

− d

n

)
d

→ Φα.

wobei d

n

= x

R

und




n

= x

R

− inf

x∈R
{F (x)) ≥ 1− n

−1}.
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Maximaler Anziehungsberei
h der Gumbel Verteilung

Der Einzugsberei
h der Gumbel Verteilung als Extremwertverteilung läuft von der

Lognormalverteilung, der Exponential�Verteilung mit F̄ (x) ∼ e

−x
bis zur

Normalverteilung mit F̄ (x) ∼ 1√
2π

1

t

e

−t2/2
für t → ∞ (Regel von l'Hospital).
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Der Einzugsberei
h der Gumbel Verteilung als Extremwertverteilung läuft von der

Lognormalverteilung, der Exponential�Verteilung mit F̄ (x) ∼ e

−x
bis zur

Normalverteilung mit F̄ (x) ∼ 1√
2π

1

t

e

−t2/2
für t → ∞ (Regel von l'Hospital).

Theorem

Eine Verteilungsfunktion F mit re
htem Endpunkt x

R

liegt im Maximal

Anziehungsberei
h der Gumbel-Verteilung G (x) = e

−e−x

genau dann, wenn es

eine positive und messbare Funktion g(t) gibt mit

lim

x→x

R

F̄ (x + x g(x))

F̄ (x)
= e

−x
für alle x ∈ R.
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htem Endpunkt x

R

liegt im Maximal

Anziehungsberei
h der Gumbel-Verteilung G (x) = e

−e−x

genau dann, wenn es

eine positive und messbare Funktion g(t) gibt mit

lim

x→x

R

F̄ (x + x g(x))

F̄ (x)
= e

−x
für alle x ∈ R.

Remark

x

R

kann endli
h oder unendli
h sein.
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Maximaler Anziehungsberei
he

Heavy tailed ⇒ Fre
het Verteilung

Medium tailed ⇒ Gumbel Verteilung

Light (Short) tailed ⇒ Weibull
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Extremwerttheorie

Wi
htig ist den Tail der Verteilung abzus
hätzen.

Heavy tailed ?

S
hätzen des Tail index.
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Statistis
he Methoden zum abs
hätzen des Tails
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Statistis
he Methoden zum abs
hätzen des Tails

Blo
k Methode
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Statistis
he Methoden zum abs
hätzen des Tails

Blo
k Methode

Peak over Threshold (POT)�Methode;
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Pi
kands�Balkema�de Haan Theorem

De�nition

Die Verteilungsfunktion der verallgemeinerten Paretoverteilung wird de�niert

dur
h

Gξ,β,µ(x) =

{

1− (1+ ξ (x−µ)
β )−

1

ξ , falls ξ 6= 0,

1− e

− (x−µ)
β , falls ξ = 0.

wobei β > 0 und x ≥ 0 im Falle ξ ≥ 0 gilt und 0 ≤ x ≤ − ξ
β falls ξ < 0 gilt.
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Pi
kands�Balkema�de Haan Theorem

Verhalten im Tail

Für alle ξ ∈ R liegt eine in x

R

stetige Verteilungsfunktion F in D(H) genau dann,

wenn

lim

u→x

R

sup

0<x≤x
R

−u

∣

∣

F

u

(x)− Gξ,β(u)(x)
∣

∣ = 0

für eine geeignete positive, messbare Funktion β gilt, wobei

x

R

= sup{x ∈ R : F (x) < 1} den re
hten Endpunkt von F bezei
hnet.
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Pi
kands�Balkema�de Haan Theorem

Beispiel 1

Sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter λ. Dann gilt

lim

u→∞
sup

0<x≤∞

∣

∣

F

u

(x)− G

0,1/λ(x)
∣

∣ = 0

Beispiel 2

Sei X eine Zufallsvariable aus den Anziehungsberei
h der Fre
hetverteilung mit

Index −α. Dann gilt

lim

u→∞
sup

0<x≤∞

∣

∣

F

u

(x)− G

1/α,u/α(x)
∣

∣ = 0
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Sei X eine Zufallsvariable aus den Anziehungsberei
h der Fre
hetverteilung mit

Index −α. Dann gilt

lim

u→∞
sup

0<x≤∞

∣

∣

F

u

(x)− G

1/α,u/α(x)
∣

∣ = 0

Beispiel 3

Sei X eine standard normalverteilte Zufallsvariable. Dann gilt

lim

u→∞
sup

0<x≤∞

∣

∣

∣
F

u

(x)− G

0, 1
u

(x)
∣

∣

∣
= 0
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POT Methode

De�nition

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F . Die

Exzess-Verteilungsfunktion von X bzw. F oberhalb des S
hwellenwerts u wird

de�niert dur
h

F

u

(x) = P (X − u ≤ x | X > u) =
F (x + u)− F (u)

1− F (u)

für x ≥ 0 und festes u < x

R

, wobei x

R

= sup{x ∈ R : F (x) < 1} ≤ ∞ den

re
hten Endpunkt von F bezei
hnet.
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POT Methode

Aufgabe

Gegeben ist eine Sti
hprobe {x
1

, . . . , x
n

} einer Grundgesamtheit die

Verteilungsfunktion F hat. Zu �nden ist die Wahrs
heinli
hkeit von F (x) für x
sehr gross (bzw. das q Quantil für q nahe 1, i.e. y = F

←(q)).
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POT Methode

Aufgabe

Gegeben ist eine Sti
hprobe {x
1

, . . . , x
n

} einer Grundgesamtheit die

Verteilungsfunktion F hat. Zu �nden ist die Wahrs
heinli
hkeit von F (x) für x
sehr gross (bzw. das q Quantil für q nahe 1, i.e. y = F

←(q)).

De�nition

Die Mean ex
ess fun
tion (MeF) einer Zufallsvariablen ist gegeben dur
h

e(u) = E [X − u | X > u] .
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POT Methode

Aufgabe

Gegeben ist eine Sti
hprobe {x
1

, . . . , x
n

} einer Grundgesamtheit die

Verteilungsfunktion F hat. Zu �nden ist die Wahrs
heinli
hkeit von F (x) für x
sehr gross (bzw. das q Quantil für q nahe 1, i.e. y = F

←(q)).

De�nition

Die Mean ex
ess fun
tion (MeF) einer Zufallsvariablen ist gegeben dur
h

e(u) = E [X − u | X > u] .

Aufgabe

Bere
hnen Sie die Mean Ex
ess Funktion der Pareto Verteilung.
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Mean Ex
ess Funktion

Einige Beispiele:

Die Mean Ex
ess Funktion der der Exponenti-

al Verteilung (Verallgemeinerten Paretoverteilung mit ξ = 0 und ν = 0) lautet

e(u) = 1, u > 0

die Mean Ex
ess Funktion der Pareto verteilung mit ξ > 1 und ν = 0 lautet

e(u) = u

ξ−1 , u > 1

die Mean Ex
ess Funktion der Beta Verteilung lautet

e(u) = u

ξ−1 , −1 ≤ u ≤ 0,

die Mean Ex
ess Funktion Gumpel Verteilung

e(u) = 1+ξu
1−ξ ,

{

0 < u falls 0 ≤ ξ < 1,

0 < u < −1/ξ, falls ξ < 0.
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Empiris
he Mean Ex
ess Funktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {X
1

, . . . ,X
n

}.

Empris
he Mean Ex
ess Funktion

Sei

N

u

= #{i : 1 ≤ i ≤ n : X
i

> u}

die Anzahl der Übers
hreitungen von u dur
h X

i

, i = 1 . . . n.
Die empiris
he dur
hs
hnittli
he Exzess Funktion ist gegeben dur
h

ê

n

(u) =
1

N

u

n

∑

i=1

(X
i

− u)1{X
i

>u}.

Wahl des S
hwellenwertes:

u

0

sollte so gross gewählt sein, dass der Plot (e
n

(X
i

),X
i

) für u > u

0

(annähernd) linear ist

Es sollen no
h genug Daten übrig sein.

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Risikotheorie 6. Mai 2018 15 / 19



Hill S
hätzer (ξ > 0):

De�nition

Sei {X
1

, . . . ,X
n

} und {X(1), . . . ,X(n)} die geordnete Sti
hprobe, d.h. es gilt

X(i−1) ≤ X(i) für alle i = 2, . . . , n. Dann ist der Hill S
hätzer von

1

ξ = 1

α der k ten

Ordnung gegeben dur
h

H

k,n :=
1

k

k

∑

i=1

log

(

X(i)

X(k+1)

)

.

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Risikotheorie 6. Mai 2018 16 / 19



Hill S
hätzer (ξ > 0):

De�nition

Sei {X
1

, . . . ,X
n

} und {X(1), . . . ,X(n)} die geordnete Sti
hprobe, d.h. es gilt

X(i−1) ≤ X(i) für alle i = 2, . . . , n. Dann ist der Hill S
hätzer von

1

ξ = 1

α der k ten

Ordnung gegeben dur
h

H

k,n :=
1

k

k

∑

i=1

log

(

X(i)

X(k+1)

)

.

Theorem

Falls n → ∞, k → ∞ und

k

n

→ 0, dann gilt

H

k,n −→
1

α
.
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Pi
kands S
hätzer ξ ∈ R:

ξ̂
(Pi
kands)
k,n

:=

(

1

log(2)

)

log

(

X(k) − X(2k)

X(2k) − X(4k)

)
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De
kers Einmal und de Haan S
hätzer ξ ∈ R:

ξ̂DEdH
k,n

:= ξ
H(1)
k,n

+ 1−
1

2






1−

(

ξ
H(1)
(k)

)

2

ξ
H(2)
k,n







−1

mit

ξ
H(r)
k,n

=
∑

1

k

[

log

(

X(i)

X(k+1)

)]

r

, r = 1, 2, . . . .
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