Zuverlassigkeitstheorie

Prof. Hausenblas
Lehrstuhl fiir Angewandte Mathematik
Montanuniversitat Leoben



ii



Contents

Einfithrung

Analyse eines einzelnen Bauteils
2.1 Kennwerte eines einzelnen Bauteils . . . . . .. ... 000000
2.1.1 Einige Beispiele verschiedener Ausfallzeiten . . . . .. ... .. ... ...

2.2 Weitere Kenngroflen von Lebensdauerverteilungen . . . . . . . . ... ... ...
2.2.1 Die Ausfallrate . . . . . . . ..
2.2.2 Mean time to failure . . . . . . ..o
2.2.3 Der Mode und der Median . . . . . ... ... ... L.

2.3 Modellierung der Lebensdauerverteilungen eines Bauteiles . . . . . . . ... ...

Statistik von Zuverlissigkeitsdaten

3.1 Schéatzen der Lebensdauerverteilung oder Zuverlassigkeitsfunktion . . . . . . . . .
3.1.1 Parameterfreie Methoden . . . . . . .. .. . .o oL
3.1.2  Schatzen der Hazard rate - der Nelson-Aalen Schatzer . . . . .. .. ...

3.2 Parametrisierte Statistik . . . . . .. Lo Lo Lo
3.2.1 Schétzen des Parameters in der Exponentialverteilung . . . . . . . .. ..
3.2.2  Schatzen mit Zensur . . . . . ... Lo Lo
3.2.3 Sequenzielle Tests . . . . . . . . L L o
3.2.4 Die Weibull-Verteilung in Zuverlassigkeitstests . . . . .. ... ... ...

3.3 Bayes Statistik . . . ... oL

Zuverlassigkeit groflerer Systeme

4.1 Komponenten in Serie geschaltet . . . . . . .. ... oo oL

4.2 Redundanz oder Komponenten parallel geschaltet . . . . . . ... ... ... ...

4.3 Parallel und Seriell in Kombination . . . . . ... ... ... ... ... ..
4.3.1 Komplexe Konfigurationen . . . . . . ... .. .. ... ... ...
4.3.2 Minimale Wege und Schnittmengen (minmal paths and cut sets) . . . . .

4.4  Verschiedene Arten von Stand by Schaltungen (Reserve Schaltungen) . . . . . . .
4.4.1 Systeme mit kalter Reserve (Cold stand by) . . . . .. ... ... .. ...
4.4.2  Systeme mit heiler Reserve (Hot stand by) . . . ... .. ... ... ...
443 kausn Bauteilen . . . ... oo

Fehlerbaumanalyse

5.1 Systemdefinition . . . . . ..o

5.2 Fehlerbaumkonstruktion . . . . . . . . ... .. Lo o
5.2.1  Vergleich mit Reliability Blockdiagrammen . . . . . .. .. .. ... ...

5.3 Qualitative Analyse - Minimal Cut Sets . . . . . . . . . ... ... . ... ....

5.4 Qualitative Analyse des Fehlerbaums . . . . . . . . ... ... ... ...

17
19
19
20
22
22
22
25
26
27



2 CONTENTS

6 Modellierung von Systemen mittels Markov Systeme
6.1 Modellierung der Reparaturzeit . . . . . . . . . .. ... L L o
6.1.1 Die Birnbaum Sanders Verteilung . . . . . . .. .. ... ... ... ..
6.1.2 Die inverse Gauss Verteilung . . . . . .. . ... oL oL
6.1.3 Perfekte Reparatur - Nicht Perfekte Reparatur . . . . ... .. ... ...
6.2 Zuverlassigkeit eines one unit Bausteins mit Reparatur . . . . . . . . . ... ...
6.2.1 Verfligbarkeit - Aviability . . . . .. . ... ... L
6.3 Zuverlassigkeit eines Systems mit zwei Bausteinen und mit Reparatur . . . . . .
6.4 Monte-Carl Simulation eines komplexeren Systems . . . . . . .. ... ... ...
6.5 Modellierung eines komplexeren Systems . . . . . . . . . ... ...

A Einfithrung Wahrscheinlichkeitsrechnung
A.1 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten . . . . . .. ... . ... ... ..
A.1.1 Ereignisse als Mengen . . . . . . ... .. L Lo
A.1.2 FEreignissysteme . . . . . . . Lo
A.1.3 Definition und elementare Figenschaften . . . . . . ... ... ... . ...
A.1.4 Definition von Zufallsvariablen . . . . . . . ... ... ...
A.1.5 Unabhéngigkeit . . . . . . . . . ...
A.1.6 Bedingte Wahrscheinlichkeit und die Formel von Bayes . . . . . . . .. ..

B Monte-Carlo Simulation
B.1 Erzeugung von Zufallszahlen . . . . . ... ... ... ... ... ... ... ...
B.1.1 Erzeugung stetiger Zufallszahlen - die Inversionsmethode . . . . . .. ..
B.1.2 Erzeugung stetiger Zufallszahlen - die Verwerfungsmethode . . . . . . ..
B.1.3 Erzeugung Normalverteilter Zufallsvariablen . . . . . . . ... ... .. ..
B.1.4 FErzeugung diskreter Zufallszahlen . . . . . ... ... ... .. ... ...
B.2 Monte Carlo Simulation eines Systems . . . . . . . .. .. ... .. ... ...
B.2.1 Monte Carlo Simulation eines reparablen Systems mit zwei Bauteilen . . .



Chapter 1

Einfuhrung

Die mathematische Zuverlassigkeitstheorie befasst sich mit der Untersuchung stochastischer
Modelle fiir Systeme, deren einzelne Komponenten zufillig ausfallen und (eventuell) wieder
repariert werden konnen. Gesucht sind bei bekanntem Ausfallverhalten der Systemkomponenten
Kenngroflen, die das Systemverhalten charakterisieren.

Die Zuverléssigkeitstheorie beschéftigt sich mit der Messung, Vorhersage, Erhaltung und Op-
timierung der Zuverlassigkeit technischer Systeme. Dabei versteht man unter der Zuverlassigkeit
eines Systems seine FKignung, wahrend vorgegebener Zeitspannen und Anwendungsbedingungen
vorgegebene Forderungen zu erfiillen. Zuverlassigkeitskenngroflen, die auch quantitativ mess-
bar sind, sind etwa die Uberlebenswahrscheinlichkeit, die Verfligbarkeit oder auch die mittlere
Lebensdauer eines Systems. Demnach werden in der Zuverlassigkeitstheorie folgende Prob-
lemkreise behandelt:

e Schétzung der Zuverlassigkeitskenngrofien von Systemen,

e Zusammenhang zwischen Zuverlassigkeitskenngrofien eines Systems und seiner Kompo-
nenten,

e Modellierung des Ausfallsverhaltens und der Abnutzung von Systemen,

e Entwicklung und Optimierung von Mafinahmen zur Erhaltung, Verbesserung bzw. Wieder-
herstellung der Zuverlissigkeit von Systemen (Instandhaltungstheorie).

Methoden der Zuverléssigkeitstheorie werden in der Design-Phase (Vergleich von Syste-
mentwiirfen, Prognose der Zuverlassigkeit im Hinblick auf Garantieleistungen) und in der Pro-
duktionsphase (Ermittlung von Schwachstellen, quantitativer Sicherheitsnachweis), aber auch
bei der Wartung von Systemen im laufenden Betrieb gebraucht, sie sind stets mit Kosteniiberlegun-
gen verbunden. Das theoretische Fundament der Zuverlassigkeitstheorie ist die Wahrschein-
lichkeitstheorie, da die Zuverldssigkeit eines Systems naturgeméafl etwas Zufélliges ist. Sys-
temausfille oder Unfille wird man nie mit Sicherheit ausschlieSen konnen. Man wird aber
danach trachten, das Risiko fiir ihr Auftreten durch materielle und personelle Aufwendungen
hinreichend klein zu halten.
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Chapter 2

Analyse eines einzelnen Bauteils

Im Modell besteht ein System aus einzelnen Komponenten. Als erstes werden wir das Verhalten
einer einzelnen Komponente kennen lernen.

2.1 Kennwerte eines einzelnen Bautells

Um dies naher zu beschreiben, betrachten wir ein System (bestehend aus einzelnen Maschinen
oder Bauteilen). Sei Ty der Zeitpunkt an dem das System ausféllt (Time of failure).

Definition 2.1.1. Die Zuverlassigkeit R(t) eines Systems zu einen Zeitpunkt t > 0 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass im Zeitinterval [0,t] kein Ausfall aufgetreten ist, mathematisch aus-
gedrickt,

R(t):=P(Ty >1t), t>0.

Ist f die Wahrscheinlichkeit eines Ausfalles zur Zeit ¢, dann gilt
R(t) :/ f(s)ds, t=>0. (2.1)
¢

Definition 2.1.2. Die Ausfallwahrscheinlichkeit F'(t) = P(Ty < t) in einem Intervall [0,t] wird
mit F' bezeichnet und kann mittels R definiert werden, d.h.

F(t)=1-R(t), t>0.

Ist f die Dichtefunktion der Verteilungsfunktion F', so gilt

F(t):/of(s)ds, >0,

Daraus folgt folgende Beziehung
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2.1.1 Einige Beispiele verschiedener Ausfallzeiten

Antipizieren wir zum Zeitpunkt 0 den Zeitpunkt T, so ist T eigentlich eine Zufallsvariable.
Die Ausfallzeit T wird durch eine fixe Verteilungsfunktion beschrieben. In der Praxis tauchen
folgende Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf

Beispiel 2.1.1. Die Exponentialverteilung mit Parameter A > 0: Die Dichtefunktion
lautet

f(t) = Xexp(=At), t>0, (2.2)

die Verteilungsfunktion lautet

F(t) = 1—exp(—X), t>0. (2.3)

In diesen Fall ist die Zuverlassigkeitsfunktion

Beispiel 2.1.2. Die Gamma Verteilung;:

Die Exponentialverteilung und die Erlang Verteilung sind Spezialfélle der Gamma Verteilung.
Die Dichtefunktion einer Gamma-verteilten Zustandsvariable X ~ I'(k; A) mit reellwertigen Pa-
rametern k£ > 0 und A > 0 hat fiir z > 0 die Gestalt

Dabei ist
I'(x) :/ t* et dt (2.6)
0

die sogenannte Gamma Funktion.
Der Erwartungswert lautet

k
EX = %
die Varianz lautet k:
Var[X| = 2
Die Schiefe der Verteilung lautet
Y(X) = 2

Fiir ganzzahliges k£ wird die Gamma Verteilung auch als Erlang Verteilung bezeichnet. Fiir
k =1 ist es die exponential Verteilung.
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Verteilungen fiir verschiedene Parameter sind in Bild 2.1 illustriert.

-Verteilung, A=0.25 r-Verteilung, A=0.5

£,
£,

r-Verteilung, A=1 r-Verteilung, A=2
18 T T

)

Figure 2.1: Die allgemeine Gamma Verteilung.

Die Summe zweier unabhéingig I'-verteilter Zufallsvariablen X; ~ I'(k1,\), Xo ~ I'(ka, \)
(k1, k2 > 0) mit demselben Verteilungsparameter A > 0 ist selbst auch I" verteilt mit Parameter
A und es gilt X7 + Xy ~ I'(ky + ko2, A). Insbesondere lésst sich fiir k& ganzzahlig eine I'-verteilte
Zufallsvariable als k—fache Summe von k unabhéngiger exponentialverteilter Zufallsvariablen
interpretieren.

Beispiel 2.1.3. Die Weibullverteilung: Die Exponentialverteilung bietet sich als Verteilung
der Lebensdauern an, wenn die Ausfallrate A(¢) als zeitlich konstant angenommen werden kann.
In vielen Fillen ist es aber realistischer anzunehmen, dass A(r) mit der Zeit entweder zu- oder
abnimmt. Ein Beispiel fiir eine solche zeitlich veranderliche Ausfallrate ist die Funktion

A(t) = aftP™!

mit positiven Konstanten o und 5. Die Verteilung, deren Ausfallrate durch die Funktion in
obiger Gleichung gegeben ist, heift Weibull-Verteilung mit den Parametern (o, ). Sie wurde
1939 erstmals von dem Schweden Waloddi Weibull im Zusammenhang mit der Behandlung von
Materialermiidungserscheinungen eingefiihrt.

Ein anschauliches Beispiel fiir die Anwendung der Weibull-Statistik ist die Ausfallwahrschein-
lichkeit einer Kette. Das Versagen eines Glieds fiithrt zum Festigkeitsverlust der ganzen Kette.
Sprode Werkstoffe zeigen ein &hnliches Bruchverhalten. Es geniigt ein Riss, der die kritische
Risslange iiberschreitet, um das Bauteil zu zerstoren.

Die Dichtefunktion der Weibull-Verteilung Wei(a, ), a, 8 > 0 ist gegeben durch



8 CHAPTER 2. ANALYSE EINES EINZELNEN BAUTEILS

a\* e Le= (A fir > 0,
-]

0 sonst,

ihre Verteilungsfunktion lautet

[ Ft)y=1—e" " ¢>0, J

und ihre Zuverlassigkeit lautet

[ R(t)=e % >0, )

Verteilungen fiir verschiedene Parameter sind in Bild 2.2 illustriert.

Die Weibullverteilung

25¢

=0,5
157}

05}

‘ ‘ ‘ 10
0.5 1 15

Figure 2.2: Die Dichtefunktion fiir verschiedene Parameter

Die Grafik 2.2 zeigt die Dichtefunktionen der Weibull-Verteilung fiir verschiedene Werte
von 3 . Man sieht, dass der Fall § = 1 die Exponentialverteilung ergibt. Fiir f < 1 ist die
Dicht streng monoton abfallend. Fiir 8 = 3 oder 4 ergibt sich eine Verteilung ahnlich der
Normalverteilung.

Beispiel 2.1.4. Die Lognormal Verteilung: Ist Y ~ N(u,0) dann ist X gegeben durch
X = exp(Y) Log Normal verteilt. Die Dichtefunktion lautet

1 In(t)—p 2
fo Lite (") s o

0 sonst.

(2.7)

Verteilungen fiir verschiedene Parameter sind in Bild 2.3 illustriert.
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log-Normal-Verteilung, p=0.5 log-Normal-Verteilung, p=1.0

0.7

0=0.5

0=0.5
0.6 — — o0=15
—+— 0=2.0

0.5

041

£,

0.3r

0.2

0.1r

log-Normal-Verteilung, p=1.5 log-Normal-Verteilung, p=2
T T T T

0.9

Figure 2.3: Die Log-Normal-Verteilung.

2.1.2 Exkurs: Extremwertverteilungen:

Angenommen die Famile {X,, : n € N} von Zufallsvariablen hat Verteilungsfunktion F. Sei
M, = max{X; :1<i<n}.
Dann gibt es Konstanten ¢, > 0 und d,, gibt mit

et (M, —d,) = H, n— o0
wobei H einer sogenannten Extremwertverteilung (d.h. Gumbel, Weibull oder Fréchet Verteilung)
gentigt.

Zur ustraion welche Bedutung Extremwertverteilungen in der Praxis haben, stellen wir uns
ein Seil vor. Sobald es iiber die mafien belastet wird, reifit es, genauer gesagt, ist die Belastung
grofler als ein Schwellenwert 6, dann geht das Seil schadhaft. Die tagliche Belastung kann man
mittels einer Zufallsvariablen (z.B. Log Normalverteilter Zufallsvariablen) modellieren. D.h.
die Belastung an einem Tag iiber ein ganzes Jahr hinweg, ist durch {X, : n = 1,...,365}
gegeben. Das Seil ist am FEnde des Jahre beschédigt, falls in dem Jahr die Belastung zu hoch
war. Man interessiert sich also fiir die Verteilung von M7 = max{X;;i =1..., Xp}. Es gilt fiir
die Schadenszeit Ty folgender Sachverhalt P(Ty < T') = P(Mr > 0).

Bemerkung 2.1.1. Es kommt oft vor dass man die Verteilung des Minimum eines Samples
wissen mochte. Z.b. besteht eine Maschine aus n Bauteilen gleicher Art. Geht eines der Bauteile
defekt, so funktioniert die Maschine nicht mehr. Angenommen wir kennen die Lebensdauer der
einzelnen Bauteile, d.h. wir kennen die Verteilung von {T1,Ts,...,T,} wo T; die Lebensdauer
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der Maschine i bezeichnet. Die Lebensdauer der Maschine T' ist die Verteilung des Minimums,
i.e. T'=min(Ty,...,T,). SeinunT; = —=T; und T = Irgax(Tl,;. . Tn). Dann gilt T'= —T. Das
heif$t, kennen wir die Verteilung des Maximums von {T1,...,T,}, so kennen wir die Verteilung
von T

Verteilungen mit denen man das Maximum (oder Minimum) eines grofien Samples model-
liert, nennt man Extremwertverteilungen. Extremwertverteilungen sind die Gumbel, Frechet
und die Weibul-Verteilung Die Weibull Verteilung haben wir bereits kennengelernt. T ist
Fréchet verteilt mit Parameter a, falls fiir die Verteilungsfunktion F' gilt

0, falls t <0,
exp(—e~t"), falls t > 0.

(2.8)

FEine Zufallsvariable X ist Gumbel verteilt, falls fiir die Verteilungsfunktion F'x gilt

A(z) := Fx(z) = exp(—e™ 7). (2.9)

In der Lebenszeitanalyse betrachtet man allerdings nur Zufallsvariable die positiv sind, d.h.
in unseren Fall miissen wir uns auf positive Werte von Tt beschréanken, der kleinste Wert den
wir erhalten konnen ist 0.

2.2 Weitere Kenngroflen von Lebensdauerverteilungen

2.2.1 Die Ausfallrate

Eine weitere wichtige Kenngrofle ist die Ausfallrate A(t) (auch oft hazard rate genannt). Betra-
chten wir das Ereignis, dass wahrend eines Zeitintervalls [t, ¢+ At] ein Fehler passiert. Dies kann
nur passieren, wenn im Zeitintervall [0,¢] kein Fehler passiert ist. Mathematisch ausgedriickt
heifit das

1
A(t) = Alitmo A P ({ ein Fehler im Zeitinterval [t,t 4+ At] passiert } | { Bauteil ist zur Zeit ¢ intakt }),
—

und damit nach der Formel von Bayes!

_ 1 P(t<Ty <t+At)
a0 AL P(Ty > 1)

A)

Setzt man die Zuverléssigkeitsfunktion R(t) ein, so erhélt man:

. F{t<Ty<T+At)

A = fimg R(t)- At
o, FUSTy<THA) 1 F@) _ SO
Ao Al R(t)  R(t) R@)

Definition 2.2.1. Damit definieren wir die momentane Fehlerrate oder momentane Ausfallrate
(im englischen Hazardfunction) als

Diese Formel sollte Thnen aus den Skriptum Herrn Prof. Kirschenhofers bekannt sein.



2.2. WEITERE KENNGROSSEN VON LEBENSDAUERVERTEILUNGEN 11

Da F'(t) = —R(t) gilt, erhalten wir

R'(t)
Daraus folgt
A(t) =~ log(R(1))

woraus sich folgende Darstellung ergibt

R() = exp <—/0t)\(s)ds>, >0,

bzw.

2.2.2 Mean time to failure

Eine wichtige Groflie ist der Erwartungswert der Ausfallzeit (englisch MTTF=mean time to
failure)

MTTF = E[T}] = / oL
0

Partielle integration ergibt

e
0

E[T}] = /0 TR dt = / - B(t)]dt.

Man kann sich auch fragen, wie gross ist der Erwartungswert eines Ausfalls, unter der Bedin-
gung, dass das Bauteil zum Zeitpunkt ¢ noch intakt ist (mean residual life):

MRL(t) = E[Ty | Bauteil funktioniert zur Zeit ¢J, ¢ > 0.

Die Formel von Bayes ergibt

[ sf(s)ds
R(t)

Weitere Groflen zur Erfassung ist der Median und der Mode.

MRL(t) =

2.2.3 Der Mode und der Median

Der Mode eine Verteilung ist das Maximum der Dichtefunktion, der Median ist derjenige Punkt
t mit F(t) = 0.5.
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2.3 Modellierung der Lebensdauerverteilungen eines Bauteiles

Man kann mit empirischen Mitteln die Ausfallrate eruieren. Zumeist wird diese wie die soge-
nannte Badewannen-Kurve aussehen. Da aber mit so einer Funktion in der Praxis schwer zu
rechnen ist, beniitzt man verschiedene leichter zu berechnende Funktionen, um die Ausfallrate
zu berechnen.

Die bathtube-curve

Ist ein Bauteil neu, so ist am Anfang wegen Produktionsfehlern die Ausfallrate grofl. Nach einer
bestimmten Zeit sinkt die Ausfallrate auf einen bestimmten Wert, aber nach einer grofieren
Zeitspanne nimmt die Ausfallrate wegen Verschleiflerscheinungen wieder zu. Dieses Verhalten
einer Ausfallrate wird am besten durch eine sogenannte Badewannenfunktion modelliert.

Wearoul=
Altersschwaeche

Useful life

Early failsgs=

e ——

Random failures = Pech 4,}

:

I

wearout failures

Figure 2.4: Eine bathtube-Kurve.

wobei gilt:

e Burn in: Fabrikationsfehler: Schlechte Schweifindhte, Spriinge, Rifle, Ausschussteil,
schlechte Qualitatskontrolle, Kontamination, ... .

e Useful life: Durch die Umgebung verursachte zuféllige Belastung, menschliches Versagen,
Acts of God, Pech, ...

e Wear Out: Ermiidungserscheinigungen, Korrision, Altern, Spannung, ... .

Beispiel 2.3.1. Eine vereinfachte bathtub Kurve kann man durch eine linearisierte hazard rate
modellieren: In diesen Fall wird A folgendermafien modelliert (A > 0 sei fix vorgegeben):

co—cit+ A fﬁrogtgg—?
NOER®) fiir & < t < to
CQ(t —to) + A furt > tg
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Es gilt somit

exp (= {(co + Mt —e1(t?/2) }) fir0 <t <3
2 .
R(t) = { exp (- At—l—ﬁ}) fiir 2 <t <t
2
exp (— %(t—to)Q—l-)\t-i-gcTol}) fiirt > to

Die Exponentialverteilung

Hier ist die Ausfallrate konstant, die Wahrscheinlichkeit eines Ausfalls zur Zeit ¢, i.e. f(t), wird
die Ausfallrate mit Hilfe der Exponentialverteilung (siehe Beispiel 2.1.1) beschrieben, d.h. fiir
einen festen Parameter \g > 0 sei

At) =X und f(t) = e M t>0.
In diesen Fall ist die Zuverlassigkeitsfunktion
R(t) =e M t>0,

und der Erwartungswert der Ausfallzeit

1
]ETf — A—O,

die zugehorige Varianz betragt
1

)\_g.
Die Exponential Verteilung ist gedachnislos. Dass heif3t, es ist ziemlich egal wie lange ein

Bauteil schon funktioniert, die Wahrscheinlichkeit, dass es im néachsten Augenblick defekt geht
ist immer gleich.

Var(Ty) =

Die Exponentialverteilung wird oft beniitzt um die Lebenszeit bei einen System zu mod-
ellieren, das aus vielen elektronischen Komponenten besteht. Auch ist es ein gutes Modell
wenn das System schon seit langerem am laufen ist und die einzelnen Komponenten ver-
schieden alt sind. Hier ist wichtig, dass die Reparaturzeit vernachlassigbar ist, bzw. die
Teile ohne Zeitverzogerung ausgetauscht werden.

Die Weibull Verteilung

Die Wahrscheinlichkeit eines Ausfalls zur Zeit ¢, i.e. f(t), wird durch die Ausfallrate mit Hilfe
der Weibull Verteilung beschrieben (siehe Beispiel 2.1.3), d.h. fiir zwei feste Parameter o und
A, d.h. Ty ~ Wei(ar, ). Dann gilt

R(t) = /tOO Aas® Lexp(—(As)?) ds = exp(—(A\t)*), t>0.

Fir die Ausfall Funktion erhalt man

f(t) At L exp(—(At)%)
R(t)  exp(—(At)*)
Hier ist anzumerken, dass A von t abhéngt (siehe Bild 2.5). Das Verhalten der Hazard rate A

wird durch den shape-Parameter o beschrieben. Ist a > 1, dann ist A\(¢) monoton steigend, ist
a =1, so ist A constant, ist a < 1 so ist A(¢f) monoton sinkend. Genauer

At) = = X\t L,
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e 0 < a < 1: X ist strikt monoton fallend, das heifit am Anfang ist mit einer hohen
Ausfallrate zu rechnen - es werden ’Kinderkrankheiten’. modelliert, am Anfang machen
sich Fehler aus der Fertigung bemerkbar.

e o = 1: A(t) = A\: Die Ausfallrate ist konstant, 'Kinderkrankheiten’ oder Ermiidungser-
scheinungen werden nicht modelliert.

e a > 1: \(t) ist streng monoton steigend, es werden Teile mit Ermiidungserscheinungen,
bzw. hohen Verschleiflerscheinigungen modelliert.

Ausfallrate fir A=1

25 | |

()

05~

Figure 2.5: Die Ausfallrate fiir verschiedene Parameter «

Weiters ist R zur Zeit ¢ = 1/\ unabhéngig vom Parameter o, bzw.

1

R (X) = 1 ~ 0.3679 fir alle o > 0.
e

Auch gilt

o 1 1

MTTF = Rt)ydt=~-T(—+1).

0 A o

Fiir den Median gilt:
1
R(ty) =05 =t, = X(m(g))l/a.

Beispiel 2.3.2. Die Lebensdauer einer Ventilfeder einer Luftklappe ist Weibull verteilt mit

Parameter o = 2.25 und A = 1.15 - 107*A~!. Das Ventil wird 6 Monate (t = 4380 Stunden)
durcharbeiten mit der Wahrscheinlichkeit

R(t) = e~ )" ~ 0.808.

Weiters gilt
I'(1.44)

MTTF = ————
1.15-10~4

h ~ T706h.
fliir den Median gilt
tm =~ T389h.

Angenommen das Ventil arbeitet ohne Probleme die ersten 6 Monate. Es wird die nachsten 6
ohne Probleme durcharbeiten mit Wahrscheinlichkeit (¢; = t2 =t = 4380)

R(tl + tg) (3_()‘(t1—’—t2))cK

= ~ 0.448.
R(ty) e (1)°

R(tl + to | tl) =
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Diese Wahrscheinlichkeit ist signifikant kleiner als die Wahrscheinlichkeit dass das Ventil ohne
Probleme die ersten 6 Monate durcharbeitet. Auch gilt

1 o0
MRL() = 7o /O R(t + ) dz ~ AT30h.

Beachte, MRL(¢) kann oft nicht einfach ausgerechnet werden, und muss daher durch Néherungsrech-
nungen am Computer gefunden werden. Die Funktion

MRL(#)

9®) = NITTFR

ist im nachsten Bild illustriert

Die Log Normal Verteilung

Die Wahrscheinlichkeit eines Ausfalls zur Zeit ¢, i.e. f(¢), wird die Ausfallrate mit Hilfe der
Log Normal Verteilung beschrieben (siehe Beispiel 2.1.4), d.h. fiir zwei feste Parameter p € R,
o > 0 sei

1 1(Int—p 2
t) = e 2551 >
J®) otV 2T o

Die Zuverlassigkeitsfunktion ist in diesem Fall nicht explizit berechenbar, das ¢t — et nicht
einfach zu integrieren ist und nur in Tabellen existiert. Damit gilt

R(t)zl—/otf(s)ds:l— g<\/a_2—aerf<%§§(t)>>, t>0,

und der Erwartungswert der Ausfallzeit
0_2
MTTF = ETy = V2.

Der Median ist
und der Mode

Es gibt keine geschlossene Form fiir die momentane Ausfallrate.
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Chapter 3

Statistik von Zuverlassigkeitsdaten

In der Zuverléssigkeitstheorie treten héufig Datenstrukturen auf, die sich von der klassischen
vollstandigen Stichprobe unterscheiden. Daher ist es notig, schon bei der Planung eines statis-
tischen Experimentes die entstehende Datenstruktur zu beriicksichtigen, um einerseits gute
Verfahren auszuwéhlen und andererseits spezielle statistische Verfahren fiir diese Datenstruk-
turen zu entwickeln. Der Fall der vollstdndigen Stichprobe ist gut bekannt. In diesem Fall
beobachtet man die Daten

S = (S1,5,....,5) (3.1)

wobei die (S1, S9,...,S,) unabhingig und identisch verteilte Zufallsgrofen mit der Verteilungs-
funktion F'(s), s > 0 sind. Oft ist F' unbekannt, oder man schon einige Informationen iiber F'.
Z.b. hat man schon eine Vermutung, welchen Typ von Verteilung F' zuzuordnen ist. Im ersten
Fall versucht man die Verteilungsfunktion selber aus den Daten zu schéatzen, im zweiten Fall
wird man sich den Verteilungstyp vorgeben (Weilbull Verteilung, Exponential Verteilung) und
versucht nur die Parameter des Verteilungstyps zu schétzen.

Angenommen man mochte einen Parameter P der Grundgesamtheit oder der Verteilung
schétzen. Hier wird der Parameter ausgehend von der Stichprobe S geschétzt. Fin Schéatzer
ist, abstrakt gesehen, eine Abbildung P : R™ — R.

Was zeichnet Schatzer aus, bzw. was sind die Giitekriterien eines Schéatzers:

e Erwartungstreue: EP = P. Ist der Schitzer nicht erwartungstreu heisst er verzerrt (bzw.
biased). Erwartungstreue Schétzer heiflen unbiased.

e Je grofler die Stichprobe ist, desto geringer sollte der Schatzfehler werden.
e Die Schétzungen sollten so gering wie moglich streuen.

In Statistik I haben Sie schon einige Schéatzer kennengelernt. Bei Lebensdauerverteilungen
aber tritt folgendes Problem auf. Oft kann man aus zeitlichen Griinden nicht darauf warten,
bis auch das letzte Bauteil defekt ist. D.h. man bricht die Studie ab, bevor alle Bauteile defekt
sind. Man erhélt sogenannte zensierte Daten. Betrachtet man also Lebensdauerverteilungen, so
treten in der Praxis zensierte Lebensdauerdaten auf. Um zensierte Lebensdauern zu erklaren,
betrachten wir folgendes Beispiel.

Beispiel 3.0.3. Es wird eine Priifung von n Elementen ey, ..., e, durchgefithrt. Das erste
Element hat die zuféllige Lebensdauer Si, das zweite Element hat die zufallige Lebensdauer S,
das j-te Element eine Lebensdauer von S;. Man kann jedoch bei der Priifung nicht warten, bis
alle Elemente ausgefallen sind; der Versuch wird zur Zeit T' abgebrochen. Damit beobachtet
man nur die Lebensdauern, die kleiner als 7' sind, also S; mit S; < T. Von den restlichen

17
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Elementen weil man nur, daf§ ihre Lebensdauer grofler als 7' ist. Bei der Durchfiihrung dieses
Versuchs erhélt man an Stelle von (3.1) die Daten

x=(S1ANT,SoNT,....,S, ANT)

mit a A b = min(a,b). Dieser Versuchsplan mit fest vorgegebenem 7' wird mit [n,O,T] beze-
ichnet. Das Symbol O bedeutet ohne Reparatur, d.h. bei Ausfall ist die Beobachtung des
entsprechenden Elementes beendet. Diese Art des Beobachtungsabbruches wird auch mit Typ
I - Zensierung (von rechts) bezeichnet. Es ist moglich, den Versuchsplan zu verallgemeinern,
indem jedes Element seinen eigenen Zensierungszeitpunkt erhélt. Dann erhéalt man den Plan
n,O,T;,...,T,].

Beispiel 3.0.4. Es kann auch vomkommen dass man vor der Durchfiithrung des Versuchs nicht
die Zeit des Beobachtungsabbruches, sondern die Anzahl der ausgefallenen Elemente festlegt.
Bezeichnen wir mit S(; ) < Sgpn) < -++ < S(,n) die geordneten Ausfallszeitpunkte, so wird
bei diesem Plan der Versuch zur zufélligen Zeit ¢ = S, ,) abgebrochen. Hier erhédlt man die
statistischen Daten

r= (S(l,n)’s(ln)""’S(nm))
Wenn auflerdem auch noch bekannt ist, welche Elemente in welcher Reihenfolge ausgefallen

sind, d.h. man kennt 1,...,%,, wobei ¢;; das Element ist, das zum Zeitpunkt S; ) ausgefallen
ist, liegt der Datensatz

€r = ((/i17 S(l,n))7 (/i27 S(Q,n))7 ey (/Ln7 S(n,n)))

vor. Erfolgt der Beobachtungsabbruch nach einer vorgegebenen Anzahl von ausgefallenen Ele-
menten, so spricht man von Typ-II-Zensierung oder einem Versuchsplan [n, O, r].

Zusammenfassung: Arten von Zensoring: Seien {S;:¢ = 1,...n} unabhéngige, identisch
verteilte Zufallsvariablen.

a.) Typ I Zensoring: Fixiere —0o < a < b < oco: Man beobachtet nur die Zufallsvariablen
die innerhalb des Intervalles (a, b) liegen, und die Anzahl der Zufallsvariablen, die entweder
darunter oder dariiber liegen. Dass heifft, man beobachtet nur:

O{Si:a<Si<b,i:1,...,n}
b Z?:l 1Si<a
o >t s>

Ist a = 0o oder b = 0o, dann nennt man dies einseitiges Zensoring.

b.) Typ II Zensoring: Sei n gegeben. Man beobachtet die ersten n Ausfélle. Seinen also
{S(i) :1=1,...,n} das geordnete Sample von oben, d.h. XD < x@ j=2 . n.

c.) Typ III Zensoring: Seinen {S; : i = 1,...n} Lebensdauern (d.h. positive, unabhéngige,
identisch verteilte Zufallsvariablen). Seien {T; : i = 1,...,n} gegeben (dies kénnen auch
Zufallsvariablen sein (random censoring), kénnen aber auch deterministisch vorgegeben
sein. Man beobachtet nun

t; = miH(SZ‘,T%) and (51 = 1(Si<Ti) flir ¢ = 1, Lo n.

Anders formuliert, Y; ist der beobachtete Zeitspanne und é; = 1 falls das Beobach-
tungsende durch ein Ausfall des i—ten Elements zustande gekommen ist und §; = 0 falls
das i—te Element zum Beobachtungsende noch intakt war und die Beobachtung aus an-
deren Griinden abgebrochen wurde. Hier nimmt man an, dass {S; : ¢ = 1,...,n} und
{T; :i=1,...n} unabhéngig sind.



3.1. SCHATZEN DER LEBENSDAUERVERTEILUNG ODER ZUVERLASSIGKEITSFUNKTION19

3.1 Schatzen der Lebensdauerverteilung oder Zuverlassigkeits-
funktion

Die Aufgabe ist nun mit Hilfe der Statistik die Lebensdauerverteilungen zu eruieren. Hier, kann
man einerseits annehmen dass die Lebensdauer eine bestimmter Typus von Verteilung ist, das
heiflt, z.B. Weibul verteilt ist mit Parametern o und 8. Mit Hilfe der Stichprobe versucht man
die Parameter a und 8 zu schitzen. Die nennt man parametrisierte Statistik. Hat man
keine Vorinformation iiber die Art der Verteilung und versucht direkt die Verteilungsfunktion
zu schitzen nennt man dies parameterfreie Statistik.

Als erstes sprechen wir parameterfreie Methoden an. Im zweiten Kapitel stellen wir kurz
parametrische Methoden an.

3.1.1 Parameterfreie Methoden
Der Kaplan Meier Schitzer der Uberlebensfunktion

Angenommen wir haben als Stichprobe {S; : i = 1,...,n} unabhéngig verteilte Ausfallzeiten
gegeben. Sei {S @ .5=1,... ,n} die dazugehorige geordnete Stichprobe. Das heifit, wir nehmen
an dass SO <t i =1,... ,n—1, gilt.

Dann ist ein moglicher Schétzer der Zuverlassigkeitsfunktion R(¢):

SO0} W R U o ek
R(S™) n+1 n+1 °

Hier ist das Problem, dass fiir grofle ¢, R(t) identisch null ist, dass heifit fiir grofle t die Ausfallrate
unterschatzt wird. Ausserdem werden nicht zensierte Daten vorausgesetzt. Es gibt noch eine
Schatzmethode aus der Versicherungmathematik, aber der wohl am besten passende Schitzer
(fiir rechts zensierte Daten) ist der Kaplan Meyer Schétzer. Diese Methode wurde 1958 von
Edward Kaplan und Paul Meier entwickelt.

Definition 3.1.1 (Kaplan Meyer Schitzer). Angenommen wir haben rechts—zensierte Daten,
d.h. gegeben ist eine Stichprobe {(0;,5;) :i=1,...,n} mit §; =1, falls S; ist eine echte Ausfal-
lzeit und 0; = 0 falls zum Zeitpunkt S; nur bekannt ist dass der Bauteil in Ordnung war, aber
nicht weiter beobachtet werden konnte.

Sei {(6®,8W) i =1,...,n} die entsprechende geordnete Stichprobe, d.h. S* < SUHD fir
1=1,...,n—1.

Dann lautet der Kaplan Meier Schatzer

- n—i+1—6®
t

Zur Motivation des Kaplan Meyer Schitzer: Sei 19 < 71 < -+ < T, eine Partition
des Zeitintervalls [0,00). Sei dabei 7; — 7;_1 so klein, dass immer nur ein Ereignis im Intervall
[Ti, Tit1) stattfindet. Sei fir j=1,---n—1

n;—1
pi=PT>7|T>71i1)= ]n, ;
J
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und p, =P(T >t |T > 7,). Dann gilt ja fiir die Zuverlassigkeitsfunktion
R(t) = P(T >1)
= PT>m) PT>m|T>1)PT>mn|T>mn)
P(T>71, | T >7p-1)
= PT>n|T>7)PT>n|T>n) 7P(T > |T>7-1)

n
= [I»
=0

Ein Schatzer von p; ist gegeben durch

Setzt man diesen Wert oben ein, erhdlt man den Kaplan Meyer Schétzer.

Bias und Varianz des Kaplan Meyer Schatzer Der Erwartungswert des Kaplan Meier
Schatzer ist gegeben durch

ER(t) = R(t) [1 + Hy(2)[R(t)* dF (z)]

Das heifit insbesondere, der Kaplan Meier Schéatzer ist verzerrt. Weiters ist die Varianz des
Kaplan Meier Schitzer (Formel nach Greenwood) gegeben durch

Var(R(t) = (R(t) 3 m

JjE€Jt
Aus der Varianz lassen sich die Konfidenz Intervalle des Schiatzers ableiten.

3.1.2 Schatzen der Hazard rate - der Nelson-Aalen Schatzer

Nimmt man den negativen Logarithmus des Kaplan Meier Schétzer, so kommt man zum Nelson
Aalen Schéatzer:

Z(t) ~ —I(R(t) => In(p)).
j=1

Angenommen, die Ausfallzeiten sind unzensiert: {S; : ¢ = 1,...,n} identisch verteilte un-
abhéngige Lebensdauern. Sei {S;) : i = 1,...,n} die dazugehorige geordnete Menge. Dann
lautet der Nelson Schéatzer:

5 0 fiir t < S
2521 ﬁ fiir S() <t< Sr+1)
Angenommen, die Ausfallzeiten sind rechts zensiert. Das heisst gegeben sind {(S;,d;) : i =

1,...,n}, mit S; < Sjy1,i=1,...,n— 1. Falls S; zensiert ist, ist §; = 1, ansonsten J; = 0.
Sei

o i={j=1,...n:85; <t}
e nj =#{j € J;:S;ist ein Ausfall},
Dann lautet der Nelson Schéatzer:

Z Zn—u—i—l

JGJt

wobel v durch alle Zahlen 1auft mit S(j) ist eine Ausfallrate und S(j) < t.
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MATLAB - Befehle

Der zugeorige Matlab Befehl lautet ecdf. Dies kommt von empirical cumulative distribution
function (cdf).
Syntax: y ist ein Datensatz, d.h. ein Vektor in dem alle Daten stehen:

[f,x] = ecdf(y)
[f,x] = ecdf(y,Name,Value)
[f,x,flo,fup] = ecdf(___)

Beschreibung:
[f,x] = ecdf(y)

In f steht die empirische Verteilungsfunktion des Datensatzes y ausgewertet an den Punkten
T.

[f,x] = ecdf(y,Name,Value)

In f steht die empirische Verteilungsfunktion des Datensatzes y ausgewertet an den Punkten
x. Uber Name und Value hat man die Mdoglichkeit zusatzliche Optionen zu deklarieren. Z.b.
Zensoring von des Datensatzes y mitzugeben.

[f,x,flo,fup] = ecdf(___)

Hier erhalten Sie das Konfidenz Interval zum Niveau 5 Prozent. Das Konfoidenz Interval wird
mit Hilfe der Formel von Greenwood berechnet.

[f,x] = ecdf(y,’censoring’,c)

y entélt zensierte Daten, c(i) gibt an, der y(i) zensiert wurde oder nicht.

[f,x] = ecdf(y,’survivor’)
[f,x] = ecdf(y,’cummulative hazard’)
[f,x] = ecdf(y,’cdf’)

Es wird die Uberlebensfunktion, die Ausfallrate oder die Verteilungsfunktion geschiitzt. cdf ist
default.

Beispiel:

Berechnen und Zeichnen der Hazard Funktion von zufalligen rechts zensierten Daten.

Die Daten werden als erstes mit einer Birnbaum Saudners Verteilung generiert.

rng(’default’)
failuretime = random(’birnbaumsaunders’,0.3,1,100,1);

Nehmen wir an, dass Ende der Versuchszeit ist 0.9. Als néchstes erzeugen wir einen logischen
Vektor wo falsch steht, sobald die Ausfallzeit 0.9 tiberschritten hat.

T =0.9;
cens = (failuretime>T);

Als néchstes Zeichnen wir die empirische Hazard Funktion.

ecdf (failuretime,’function’,’cumulative hazard’,...
’censoring’,cens, ’bounds’,’on’);



22 CHAPTER 3. STATISTIK VON ZUVERLASSIGKEITSDATEN

3.2 Parametrisierte Statistik

Hier hat man schon Information tiber die Verteilungsfunktion, und mochte nur die Parameter
wissen. In diesen Kapitel betrachten wir Parameterschatzungen fiir die Exponentialverteilung
und Weilbull Verteilung.

3.2.1 Schatzen des Parameters in der Exponentialverteilung

Gegeben ist ein Stichprobe
{SZZ:L,TL}

Die Annahmen sind
e {S;:i=1,...,n} sind unabhéngig und identisch verteilt.
e {S;:i=1,...,n} sind exponentiall verteilt mit unbekannten Parameter \.

Aufgabe: Schétzen des Parameter .

Im weiteren werden wir den geschéatzen Parameter A nennen. Was wir jetzt suchen ist eine
Rechenvorschrift sodass wir uns den Schétzer aus der vorhandenen Stichprobe {S; :i=1,...,n}
berechnen kénnen. Es gibt in erster Linie zwei Methoden um diese Rechenvorschrift abzuleiten:

e Maximum Likelihood Schitzer: Bei der Schiatzung des unbekannten Parameters A
oder o wahlt man diesen so, dass die beobachtete Stichprobe fiir die Modellverteilung mit
diesem Parameter am wahrscheinlichsten ist.

e Die kleinste Quadrate Methode: Die Parameter der Verteilung werden so an die
Daten angepasst, dass das Kriterium der minimalen Fehlerquadratsumme erfillt ist.

3.2.2 Schatzen mit Zensur

Genauso, wie im Kapitel vorher kénnen wir nicht immer voraussetzen, dass die Daten unzensiert
sind.

Wir testen Teile, deren Lebensdauer einer Exponentialverteilung mit unbekanntem Er-
wartungswert A unterliegt. Wir testen n Teile, die unabhangig voneinander sind, gleichzeitig
und stoppen das Experiment, wenn insgesamt r Ausfélle r < n aufgetreten sind. Das Problem
besteht dann darin aus den beobachteten Daten den Erwartungswert A zu schatzen.

Wir haben also folgenden Datensatz:

{51,52, ... ,ST}, mit 5; < Sj und {il, ... ,ir}

Wir interpretieren diese Daten so, dass das j'¢ ausfallende Teil die Nummer i; bekommt und
dass es zur Zeit S; ausgefallen ist. Wenn wir also mit S, j = 1,...,n, die Lebensdauer von
Komponente j bezeichnen, heifit dies das Baustein ¢; zum Zeitpunkt S; ausgefallen ist.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Ausfallzeit des j-ten Elements ist gegeben durch

f(S;=s) = %e_”‘, s> 0.

Wegen der Unabhéngigkeit ist damit die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte von (51, Ss,. .., S;)
gegeben durch

fr ((Slv 7S7’) = (817"'>87’)) = % Heisj)\v (817"' 787‘) € (R(—)’—)r
j=1
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Wir haben in unserer Rechnung aber noch zu beriicksichtigen dass die anderen n — r Bauteile
noch nicht ausgefallen sind. Erneut nutzen wir die Unabhéngigkeit aus und finden fiir die
Wahrscheinlichkeit, dass die anderen n — r Beobachtungswerte allesamt grofler sind als S,

P(S;, > S, fir ij & {i1,...,ir}) = (e_STAy%T.
Wir sehen damit, dass die Likelihood-Funktion der beobachteten Daten, nennen wir sie
L(S1,S9, ..., Spyi1, .o yiy),
fiir die 57 < S < -+ < S, gegeben ist durch

L(Sl,Sg,.. N ST (3.2)
= ((Sl,... )-P (S, > S, firi; & {ir,...,0})

r)
Y Hefsjk ()

= —exp - Sj— (n—1)AS,
7=1

Anmerkung Die Likelihood-Funktion nach obiger Gleichung gibt nicht nur an, dass die ersten
r Versagensfille zu den Zeitpunkten 51,955, ..., S, auftreten; man liest zudem ab, dass die r
ausgefallenen Teile in der Reihenfolge ihres Ausfalls die Nummern 41,149, ...,4, tragen. Wenn
wir nur die Wahrscheinlichkeitsdichte der ersten r Ausfallzeitpunkte bestimmen wollen, dann
miissen wir berticksichtigen, dass es fiir die ersten r ausgefallenen Teile n(n—1)--- (n—(r—1)) =
n/(n—r) (geordnete) Auswahlmoglichkeiten gibt. Fiir die gemeinsame Dichte folgt dann wegen
S1 < Sy <...<8,

!
f(81782>"'>87’) = (nf eXp )‘ZSJ )‘87’

n—r)\"

Um den Maximum-Likelihood-Schétzer von (3.2) zu erhalten, logarithmieren wir beide Seiten
von Gleichung 3.2. Damit ergibt sich

In (L (81,82, Spyit, o yip)) = =rIn(A) = XD Sj = (n = r)AS,.

Um das Maximum zu finden muss man die erste Ableitung beziiglich A berechnen und diese
gleich Null setzten. Also,

0 ) ) :
a1n( (51,89, ...,Sp i1, i) = —T/)\—Z:Sj —(n—7)8,.

Setzt man die Ableitung gleich Null erhélt und 16st auf, so erhélt man den fir den Maximum-

Likelihood-Schatzer
ZT», Sj — (n — ?”)Sr

7=1

A=

r

Dabei ist 7 = 377, Sj — (n —r)S, die sogenannte Gesamtzeitmafzahl. Man verwendet diese
Bezeichnung, da das i-te ausfallende Teil fiir ¢+ = 1,...,r bis zum Zeitpunkt 5; funktioniert

(dann fallt es aus), wihrend die anderen n — r Teile wiahrend des gesamten Tests funktionieren
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(der bis zum Zeitpunkt S, dauert). Betrachtet man fiir jedes Teil die Lange der Zeit, in der
es getestet wird (wobei Teile, die ausfallen, nur getestet werden, bis sie ausfallen) und addiert
diese Zeiten fiir alle Teile auf, so ist diese Summe gleich 7.

Um ein Konfidenzintervall fiir den Schitzer A zu erhalten, bestimmen wir die Verteilung
der GesamtzeitmaBzahl 7. Wir erinnern uns, dass S; die Zeit des i-ten Ausfalls ist (fiir i =
1,...,r), und schreiben den Ausdruck fiir 7 erneut auf. Wir wollen jetzt aber nicht die Testdauer
der einzelnen Teile summieren, sondern fragen uns, wie viel zusatzliche Zeit jeweils zwischen den
aufeinander folgenden Ausfillen lag. Wir beschreiben also mit Y die fiir alle Teile aufaddierte
Testzeit zwischen den i — 1-ten und dem i-ten Ausfall. Bis zum Zeitpunkt S; gerechnet (wéhrend
dieses Zeitintervalls funktionieren ndmlich alle Teile) ist die aufaddierte Testzeit fiir alle Teile

Yi = nSl.

Zwischen dem ersten und dem zweiten Ausfall liegen insgesamt n — 1 funktionierende Teile vor.
Es gilt also

Ya = (n—1)(Sy — S1).

Allgemeinen finden wir

Y1 = nS; (3.4)
Y2 = (n—1)(5 —51) (3.5)
= (3.6)
Y; = (n—1)(8 - S-1) (3.7)
= (3.8)
Y, = (n—r+1)(S — S-1) (3.9)

Diese Darstellung von 7 ist deswegen wichtig, weil man die Verteilung der Y; leicht her-
leiten kann, und zwar durch folgende Uberlegung: S;, also die Zeit des ersten Ausfalls, ist das
Minimum der n unabhéngigen exponentalverteilten Lebensdauern, die jeweils die Ausfallrate
1/9 aufweisen. Dann folgt aus Satz 5.6.1, dass X; selbst ebenfalls exponentialverteilt ist, und
zwar mit der Ausfallrate 1/A. Damit unterliegt S; einer Exponentialverteilung mit dem Er-
wartungswert A. Ferner sind zum Zeitpunkt des ersten Ausfalls die verbliebenen n — 1 noch
funktionierenden Teile so gut wie neu (dies folgt aus der Gedéchtnislosigkeit der Exponen-
tialverteilung) und haben eine weitere Lebensdauer, die einer Exponentialverteilung mit dem
Erwartungswert 9 unterliegt. Diese zusétzliche Lebensdauer bis zum néchsten Ausfall ist damit
ebenfalls exponentialverteilt mit der Ausfallrate (n — 1)/A. Unabhéngig von S; ist also auch
Sy — S mit dem Erwartungswert A\/(n — 1) exponentialverteilt, und damit unterliegt auch
Yo — (n — 1)(S2 — S1) einer Exponentialverteilung mit dem Erwartungswert A. Fiihrt man
diesen Gedankengang fort, so gelangt man zu folgendem Schluss:

Y1,...,Y, sind unabhéngige exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert \.

Da die Summe von unabhangigen und identisch verteilten Exponentialvariablen eine Gam-
maverteilung aufweist, gilt

T L(r,1/X).

7 unterliegt also einer Gammaverteilung mit den Parametern r und 1/A. Erinnern wir uns,
dass eine Gammavariable mit den Parametern (r,1/\) dquivalent ist zum Produkt A/2 mal
einer y?-verteilten Zufallsvariablen mit 2r Freiheitsgraden. So erhalten wir
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Die Zufallsvariable 27 /X hat also eine x? Verteilung mit 2r Freiheitsgraden. Damit erhalten wir,
wobel wir mit X%_ /2,25 das 1 —a-Perzentil der x? Verteilung mit 2r Freiheitsgraden bezeichnen,

2
X7_ <27
P( 1 a/2,22r > 11—
A< Xa/2,2r

Somit gilt fiir das 100(1 — «)-Prozent-Konfidenzintervall fiir A

2T 2T
AE 5 y =5 .
X1—a/2,2r Xaj2,2r

Auf dhnliche Weise kann man auch einseitige Konfidenzintervalle herleiten.

Beispiel 3.2.1. FEine Stichprobe von 50 Transistoren wird gleichzeitig getestet; der Test ist
nach §15 Ausfillen beendet. Die GesamtzeitmafSzahl tiber alle Transistoren gerechnet betrdgt
525 Stunden. [Bestimmen Sie ein 95-Prozent-Konfidenzintervall fiir die mittlere Lebensdauer
eines Transistors. [Gehen Sie davon aus, dass eine Exponentialverteilung zugrunde liegt.

3.2.3 Sequenzielle Tests

Auch in diesem Abschnitt sollen die untersuchten Teile eine exponentialverteilte Lebensdauer
haben. Wir gehen davon aus, dass die Teile in beliebiger Menge nachgeliefert werden, und
testen die Lebensdauer nacheinander, indem wir zunéachst ein Teil testen und erst nach dessen
Ausfall mit dem Test des néchsten Teils beginnen. Sobald also ein Teil ausfallt, wird es sofort
durch ein neues ersetzt. Nach einer bestimmten, vorher festgelegten Zeit T soll der Test enden.
Die Beobachtungsdaten bestehen dann aus folgenden Daten:

(r,Sl,...ST).

Wir interpretieren sie so, dass es insgesamt r Ausfille gegeben hat und dass das i-te getestete
Teil fiir die Zeitdauer S; funktioniert hat. Das ist dann der Fall, wenn gilt

r r
Si=s;, i=1,...,m7, ZSZ‘<T, ST+1>T—ZSZ'.
i=1 =1

Dabei ist S; die Lebensdauer des i-ten Teils, das getestet wird. Dies gilt, weil der r-te Ausfall
vor der Zeit T eintreten muss (daher Y. ; S; < T') damit es insgesamt zu r Ausfillen kommt,
und weil die Lebensdauer des (r + 1)-ten Teils grofer sein muss als T'— Y, S;, damit dieses
Teil in der Zeit T' nicht mehr ausfillt.

Bild

Als Likelihood-Funktion fir die obigen Daten

f(raslas%"'asr ‘ )\)
= fs1,..5,(51,52,...,5.)P <Sr+1 >T — ZSZ' | ZSZ' < T)
i—1 i—1

1 . . 1
Y e~ 2im1 5/ o= (T=2li—1 si)/X — Fe_T/)‘.
Damit gilt

T
ln(f(rr7517827°"78?“ | A)) - _Tln)\_x
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und somit
0 T
aln(f("”,sl,sm---,sr [ A) =—r/A+ 2
Setzt man dies gleich null und 16st auf, so erhélt man den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir A
< T
A=—.
r

Konfidenzinterval

3.2.4 Die Weibull-Verteilung in Zuverlassigkeitstests

Die Exponentialverteilung bietet sich als Verteilung der Lebensdauern an, wenn die Ausfallrate
A(t) als zeitlich konstant angenommen werden kann. In vielen Fillen ist es aber realistischer
anzunehmen, dass A(r) mit der Zeit entweder zu- oder abnimmt. Ein Beispiel fiir eine solche
zeitlich verdnderliche Ausfallrate ist die Funktion

A.(r)=aBtB t >0,(14.5.1)

mit positiven Konstanten a und 8. Die Verteilung, deren Ausfallrate durch die Funktion in
Gleichung 14.5.1 gegeben ist, heifit Weibull-Verteilung mit den Parametern (a, 8). Sie wurde
1939 erstmals von dem Schweden Waloddi Weibull im Zusammenhang mit der Behandlung von
Material-ermiidungserscheinungen eingefiihrt. Sie eignet sich besonders zur Beschreibung der
Ausfallwahr-scheinlichkeit von Ketten mit einem schwéchsten Glied. Beachten Sie, dass A(r)
fiir 8 ; 1 zunimmt, fiir $ | 1 abnimmt und fiir 8 = 1 konstant bleibt (was die Verteilung auf die
Exponentialverteilung reduziert).
Gegeben:

e {t;:i=1,....m}, mitt; <tjy1,i=1,...,m—1
e zensierte Beobachtungen{t{ ...t} 1}
Annahmen:
e {; sind unabhéngig und identisch verteilt.
e nicht zensiert;
e t; sind exponential verteilt mit unbekannten Parameter \.

Schitzer des Erwartungswert (bzw. Parameters \:

N S O —
M:X:E[;ti—i—;ti].
Gegeben:
o {ti:i=1,...,m}, mitt; <tiy;,i=1,....,m—1
Annahmen:

e {; sind unabhéngig und identisch verteilt.
e nicht zensiert;

e {; sind Weibul verteilt mit unbekannten Parameter A und o.



3.3. BAYES STATISTIK 27

Methode: Stammen die Beobachtungen tatséchlich aus einer Weibullverteilten (Param-
etern a und \) Grundgesamtheit, miissen die Punkte der zugehorgigen Wertepaare auf der
Geraden

y =log(AN)a+ax = b+ ax

liegen. Schatzen der Koeffizienten a und b fithrt zu Schétzern von a und .
Gegeben:

o {tizi=1,...,m}, mitt; <tiy;,i=1,....m—1
Annahmen:

e {; sind unabhéngig und identisch verteilt.

e {; sind Weibul verteilt mit unbekannten Parameter A und o.

Methode: Schitzen von a und b mittels einer Regressionsgeraden. Nach kurzer Rechnung
erhalt man:
a = a,

. b
A = exp (—5> .

Die Idee ist, dass man mit einer a priori angenommenen Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den
Parameter startet, diese dann mit den erworbenen Wissen (bzw. zusétzlicher gewonnener Infor-
mation) updatet. Das heift mit der zusétzlichen Information kann man dann eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung ableiten (der a’posteriori Verteilung), aus der man dann den Schétzwert
berechnet.

Idee: Der Parameter der Verteilungsfunktion ist kein fester Wert, sondern selber auch eine
Zufallsvariable, mit Dichtefunktion fPrére,

Zu Berechnen Die Likelihoodfunktion P(© =9 | X1,...,X},)

und

3.3 Bayes Statistik

P(X1,...,. X, |©=9) = fx(X1;0) - fx(X2;0) -+ fx(Xn;0).
Damit gilt nach der Formel von Bayes

P(ANB) P(B|A)P(A)

_ _ |
PR = T ey
und somit
P(X1,..., X, | © =0)frriori(y
PO=9]|X1,...,X,) = (X P(X1|... X))f )
C Ix(X50) - fx (X3 9) - fx (X 0) S (9)
- P(Xy1,...,Xn)
wobei gilt
P(X1,...,Xy) = /DfX(XUT?)'fX(X?;ﬂ)’ s fx (X 0) fPTT(B) .

Konjugierte Klassen von Verteilungen
T Poisson und © Gamma-Verteilt
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Chapter 4

Zuverlassigkeit groflerer Systeme

Im allgemeinen betrachtet man Systeme die aus einzelnen Komponenten (Untersystemen) beste-
hen. Die Zuverlassigkeit des Gesamtsystems hangt davon ab, wie die einzelnen Komponenten
zusammenhéngen. Dies kann man als Block Diagramm visuell darstellen.

In diesem Kapitel erklaren wir zuerst, wie die einzelnen Komponenten zusammengeschaltet
werden konnen, wie man ein Block Diagramm erstellt und wie man die Zuverlassigkeit eines
Systems dargestellt als Blockdiagramm berechnet, d.h. wie man die mittlere Erwartungszeit
eines Ausfalls berechnet.

Weiters muss man beim Berechnen der Zuverlassigkeit berticksichtigen ob es moglich ist ein
Ersatzteil auszutauschen oder ob dies nicht moglich ist. Z.B. bei Raketen und unbemannte
Satelliten kann man nur in sehr begrenzten Umfang Teile austauschen.

In erster Linie gibt es zwei Arten Untersysteme zusammenzuschalten: In Serie oder Parallel.
In den néchsten Kapiteln gehen wir auf die Berechnung solcher Systeme ein.

4.1 Komponenten in Serie geschaltet

Betrachten wir ein System das aus n Komponenten F;, i = 1,...,n in Serie zusammengeschaltet
ist. Wichtig ist, dass das Gesamtsystem nur funktioniert, wenn alle Komponenten funktionieren.

Weiters nehmen wir an, dass jedes Untersystem durch eine Zuverlassigkeitsfunktion R;(t),
i = 1,...,n, beschrieben wird. Weiters sei hier angenommen, dass die Komponenten un-
abhangig voneinander funktionieren, bzw. nicht funktionieren. Das heifit ein Vorfall wie ein
Feuer, etc. wird nicht beriicksichtigt. Es werden nur lokale Ausfille, wie z.B. ein Ausfall
durch Verschleifl oder einen ortlich begrenzten Unfall beriicksichtigt. Damit folgt fiir die Zu-
verlassigkeitsfunktion Rg des Gesamtsystems

Nehmen wir an, dass die Ausfallrate der i-ten Komponente zur Zeit ¢ > 0 \;(¢) betrdgt. Das
heifit R;(t) = exp(—Ai(t)), ¢ =1,...,n. Dann folgt

Rg(t) = HRi(t) = exp (Z )\i(t)> :
i=1 i=1

Beispiel 4.1.1. Die Lebensdauer der einzelnen Komponenten kann man mittels einer Fxponen-
tialverteilung beschreiben, d.h. R;(t) = exp(—X\;t), wobei \; > 0, i = 1,...,n fest sind. Dann

gilt
RS(t) = HRZ(t) = exp [(Z /\z> . t] .
=1

=1

29
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Die mittlere Ausfallrate betrdgt also

g 1 1
=S T Eny

Beispiel 4.1.2. Seien die Zuverlassigkeiten dreier Untersysteme zu einem Zeitpunkt ¢ > 0 gle-
ich 0.4, 0.7 und 0.9. Dann ist die Wahrscheinlichkeit des Gesamtsystems dass es funktioniert
gleich 0.252. Dass heifit die Zuverlassigkeit des Gesamtsystems wird von dem am schlechtesten
funktionierenden Bauteil bestimmt. Erhoht man die Funktiontiichtigkeit der ersten Kompo-
nente um 28 prozent auf 0.512 erhoht man die Funktionstiichtigkeit auf 0.3225 als um 28
Prozent. Man kann jetzt die Funktionstiichtigkeit der zweiten Komponente auf 0.9 erhéhen
(also die Funktionstiichtigkeit der zweiten Komponente um 28.5 Prozent erhohen). Die Funk-
tionstiichtigkeit des Gesamtsystems erhcht sich auf 0.324 also nur um 28.5 Prozent. Erhoht
man die Funktionstiichtigkeit der zweiten und dritten Komponente um 5 Prozent, erhoht sich
die Funktionstiichtigkeit des Gesamtsystems um 10.25 Prozent auf 0.361.

Beispiel 4.1.3. Einfluss der Funktionstiichtigkeit einzelner Komponenten auf das
Gesamtsystem:

Zuverlassigkeit

der Komponenten 0.8 0.85 0.9 0.95 0.98 0.99
Anzahl

der Komponenten

1 0.8 0.85 0.9 0.95 0.98 0.99
5 0.32768 0.44370 0.59049  0.77378 0.90392 0.95099
10 0.10737 0.03876 0.12158  0.35849 0.66761 0.81791
50 1.47 -107°  2.96-107* 5.15-1073 0.07694 0.36417 0.60501

e Die Funktionstiichtigkeit eines Gesamtsystems ist immer kleiner als die Funk-
tionstiichtigkeit der Komponenten, d.h.

Rs(t) < min{Ri(t)}.

e Die Ausfallwahrscheinlichkeit eines Gesamtsystems wird kleiner je grofier die Anzahl
der Komponenten ist, aus denen es besteht.

e Die Funktionstiichtigkeit eines Gesamtsystems kann man am effizientesten erhohen,
indem man das schwichste Glied verbessert (z.B. durch eine Qualitdtsverbesserung,
oder auch durch Redundanz).

4.2 Redundanz oder Komponenten parallel geschaltet

Die zweite Moglichkeit besteht darin, Komponenten parallel zu schalten. Hier fallt das Gesamt-
system erst aus, wenn jede der Komponenten ausféllt.

Betrachten wir ein System das aus n Komponenten FE;, i = 1,...,n parallel zusammen
geschaltet ist. Hier gilt fiir Ausfallwahrscheinlichkeit Fg

Fs(t) = [[ £,
1=1
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woraus folgt
n n

Rs(t) = 1— Fs(t) = 1 - [J(1 = Ru)) =1 = [ (1 — )
i=1 i=1
Beispiel 4.2.1. Angenommen die Komponenten haben konstante Ausfallraten A; und Ay. Dann
haben wir fiir das Gesamtsystem

Rs(t) = e Mt 4 ohat _ o—(MAe)t,

Die mittlere Ausfallzeit ist damit
1 1 1
ET? = — + — — .
S VD VIS VI W

Angenommen A\; = Ay = A. Dann gilt

3

7%

Das heifit die mittlere Ausfallzeit erhoht sich um ca. 50 Prozent, falls man die Ausfallzeit einer
Komponente verdoppelt.

S _
ETy =

Beispiel 4.2.2. Einfluss der Funktionstiichtigkeit einzelner Komponenten auf das
Gesamtsystem:

Anzahl Zuverléssigkeit des | Anstieg der

der Komponenten | Systems Zuverlassigkeit | in Prozent
1 0.8 e

2 0.960000 0.160000 20.00

3 0.992000 0.032000 24.00

4 0.998400 0.006400 24.80

5 0.999680 0.001280 24.96

6 0.999936 0.000256 24.99

Beispiel 4.2.3. Ein Bauteil hat eine konstante Ausfallrate A. Um die Zuverlassigkeit zu
erhohen, werden zwei, bzw. drei Bauteile in eine Maschine eingebaut. Im folgenden Bild ist die
Rg(t) fiir ein Bauteil, zwei und drei Bauteile parallel geschaltet, eingezeichnet. Man sieht, dass
wenn die Zeit wachst, der prozentuelle Unterschied kleiner wird. Das heifit, die Verbesserung
der Ausfallrate macht sich vor allem in kurzen Zeitspannen bemerkbar, fiir grosses ¢t wird der
Unterschied immer kleiner. Es gilt ja

Rs(t) = e_)‘1LL + e_>‘2t _ e—(>\1+>\2)t'

300

\ - \ ein Bauteil . — - — - zwei Bauteile parallel
09r 1\ * . — — zwei Bauteile parallel | L «  drei Bauteile parallel
e - drei Bauteile parallel 250+ — - — - vier Bauteile parallel | |
0.8F L — +— vier Bauteile parallel 4

N
o
S

©

Verbesserung in Prozent
=
I
3

i
o
=]
|

|

|

o
=]

F
o

Einfluss der Zeit
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Beispiel 4.2.4. Es sind n Bauteile parallel geschaltet. Jedes Bauteil hat eine konstante Aus-
fallrate, genauer Bauteil j hat Ausfallrate A\;. Wie lautet die Ausfallrate des Gesamtsystems ?
Berechnen sie die MTF und die Verteilung von T'.

Sei p; die Wahrscheinlichkeit eines Ausfalls des Bausteines j. Damit gilt

P=1-1]0-pj).

1

n

(2

Setzt man die Zuverlassigkeitsfunktion Funktion ein, erhélt man

n

R(t)=1-]](t = R;(t)

i=1

und somit

R(t)=1-— ﬁ(l — e ),

i=1
Rechnet man sich die MTF aus, erhalt man
n—2 n—1 n 1
S 3 W SR I IP IR g
= 1zj+1)\+)\ j=1 i=j+1 k=i+1 +)‘ A 22
Da das System ausfillt, wenn alle Komponenten ausfallen, gilt Ty = max{T1,...,T,} wobei

T; die Lebensdauer der i-ten Komponente ist. Die Verteilung von T kann man mittels Ex-
tremalverteilungen berechnen.

e Die ersten ein zwei Redundanzen bringen eine wirkliche Verbesserung, spater ist kaum
noch eine Prozentuale Verbesserung nachzuweisen.

e Die Verbesserung der Ausfallrate macht sich vor allem in kurzen Zeitspannen be-
merkbar.

e Auf die Unabhangigkeit des redundanten System ist zu achten; Z.b. bringt ein zweiter
Stromkreis zur Verhinderung eines Stromausfalles nichts oder sehr wenig, wenn er
an derselben Quelle héngt und die Leitungen nebeneinander liegen. So werden im
Falle eines Feuers gleich beide Leitungen zerstort, wodurch die Unabhéngigkeit der
moglichen Ausfélle nicht mehr gegeben ist.

4.3 Parallel und Seriell in Kombination

Auf die erste Fragestellung, auf die wir eingehen wollen, ist ob man Redundante Systeme auf
einen hohen Niveau planen sollte, oder jeweils nur bei den unteren Komponenten.

Beispiel 4.3.1. (High level Redundancy versus low level redundancy) Angenommen,
wir haben ein System zu entwerfen, dass zwei Operationen in Serie ausfithren muss: einen
Kondensator und einen Widerstand (genannt A und B). Um die Zuverlédssigkeit des Systems
zu erhohen, will man zwei Kondensatoren und zwei Widerstande verwenden. Es kommen dabei
die zwei moglichen Anordnungen des Bildes 4.1 in Betracht.
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L2

Figure 4.1: Das Bild zur linken zeigt die Anordnung Seriell-Parallel (low level redundancy), das
zur rechten Parallel-Seriell (high level redundancy).

| [

i

Angenommen die Zuverlissigkeit eines jeden Kondensators (Transistors) fiir den angegebe-
nen Zeitraum im Betrieb ist 74 (rp): Welche Anordnung hat die héhere Zuverlassigkeit? Es
gilt fiir die Anordnung 4.1

rep = (1 . rB)Q) (1 (- 7“3)2)
und fiir die Anordnung PS
rps = (1 —rarp).
Berechnet man die Differenz
Tep —1ps = 2ra(1 — Ra)rp(1 —rB),

so sieht man, dass diese Differenz immer positiv ist. Damit ist die Anordnung seriell-parallel
besser als parallel-seriell.

Setzt man die Werte 74 = 0.95 und rg = 0.9 ein, so kommt man auf

rep = (1—0.05%)(1—0.1%) = 0.987525,
rps = (1—0.05-0.1) = 0.978975.

Fir die Werte r4 = rp = 0.9, erhalt man

rep = (1—(1-0.9)%?2=0.9801,
rps = (1—0.9%)% = 0.9639.

Beispiel 4.3.2. Wir sind in der Untersuchung der Zuverlassigkeit von einem Flugzeug mit vier
Propellern interessiert, zwei Propeller sind auf dem linken Fliigel und zwei auf dem rechten
Fliigel montiert (siehe Bild 4.3.2). Das Flugzeug fliegt, wenn mindestens ein Propeller auf
jeder Seite funktioniert. Wir bezeichnen die vier Propeller mit Buchstaben A, B, C und D.
Die Aussage das Flugzeug fliegt, wenn mindestens ein Propeller auf jedem Fliigel funktioniert,
fithrt dazu, dass die beiden Fliigel Seriell zu betrachten sind - Ausfall der Antriebs-Funktion
auf beiden Fliigel entspricht dem Systemausfall. Dartiber hinaus modellieren wir die einzelnen
Fliigel mittels parallelen Subsystemen. Da nur ein Propeller an jedem Fliigel erforderlich ist
bestehen die Subsysteme aus zwei Propeller, parallel konfiguriert.
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Parallel und Seriell muss nicht immer mit der geometrischen Anordnung iibereinstim-
men. Angenommen man hat einen Stromkreis mit einem Schalter. Man mochte die
Zuverlassigkeit des Schalters (beim Unterbrechen des Stromkreises) erhéhen, indem man
einen Schalter hinzufiigt. Diesen muss man dann in Serie (physikalisch) zuschalten, aber
in der Berechnung modelliert man dieses System parallel. Umgekehrt, angenommen der
Stromkreis ist normalerweise unterbrochen und man méchte ihn nur im Falle eines Unfalls
zuschalten, muss man die Schalter parallel anbringen, um die Zuverléssigkeit zu erhohen.

Beispiel 4.3.3. Ein System besteht aus mehreren Subsystemen, die jeweils gleiche Ausfallsraten
(= r)besitzen (siehe Bild 4.2 und 4.3). Berechnen Sie die Zuverlassigkeit R(t).
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A 4

Figure 4.2: Reliability Block Diagramm

Figure 4.3: Reliability Block Diagramm

b.)

4.3.1

Beispi

-D B > D

Figure 4.4: Reliability Block Diagramm

Hier geht man so vor, dass man das erste System in zwei Systeme zerlegt (siche Bild 4.5),
je nachdem ob Einheit E funktioniert oder nicht. Funktioniert Einheit F, so kommt das zweite

System zu tragen, funktioniert Einheit £ nicht kommt das dritte System zu tragen. Nach der
Formel von Bayes gilt somit

Rges = REszeitesSys + (1 - RE) RdrittesSys.'

Angenommen R4 = Rp = 0.9, R = Rp = 0.95. und Rg = 0.80. Berechnen Sie die
Zuverlassigkeit des Gesamtsystems.

(Losung: 0.9858)
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Figure 4.5: Zerlegtes Diagramm

4.3.2 Minimale Wege und Schnittmengen (minmal paths and cut sets)

Mit Hilfe von mimimalen Wegen und Schnittmengen kann man untere und obere Abschétzungen

eines Gesamsystems ableiten.

Definition 4.3.1. Fin minimaler Weg ist ein Weg im Blockdiagramm. Falls alle Komponenten

auf diesen Weg funktionieren, so funktioniert das Gesamtsystem.

FEine minimale Schnittmenge ist ein Schnitt im Blockdiagramm. Fallen alle Komponenten

dieses Schnittes aus, so fallt das Gesamtsystem aus.

Beispiel 4.3.5. e Minimale Wege: {A,B},{A,C},{D,E} {D,F}.

e Minimale Schnittmengen: {A, D}, {B,C, E, F'}.

Mittels solcher Mengen kann man untere und obere Schranken der Gesamtzuverlédssigkeit
eines Systems angeben. Hier ist es wichtig dass die Mengen aus disjunkten Elementen bestehen,

und diese Unabhangig sind.

a.) Angenommen die Minimalen Schnittmengen sind {S{** : k = 1,..., K}. Greifen wir eine

minimale Schnittmenge S¢* heraus. Damit das Gesamtsystem ausfillt ist es notig dass
alle Komponenten von S ausfallen. (Das bedeutet dass wir die Wahrscheinlichkeiten
einer grosseren Menge abschitzen, also die Zuverldssigkeit von oben) Also, damit das
Gesamtsystem funktioniert muss mindestens eine Komponente funktionieren. Nehmen
wir die Gegenwahrscheinlichkeit. Die dass eine Komponente ausfallt ist 1 — R;. Dass alle
Komponenten des Schnittes S¢** ausfallen ist

II a-ry

ieSgut

Die Gegenwahrscheinlichkeit ist wieder dass mindestens eine Komponente des Schnittes
funktioniert. Das Gesamtsystem funktioniert aber nut, falls alle Schnitte mindestens eine
Komponente haben, die funktioniert. Es gilt also

K
RgesSH 1- H(l_Ri)
k=1

ieSgut

Lasst man welche Miminale Schnittmengen weg, so fallen beim Produkt tiber die Min-
imalen Schnittmengen welche Faktoren weg. Da diese Faktoren kleiner als oder gleich
eins sind, wiirde das Produkt mit zusdtzlichen Faktoren nur kleiner werden. Man kann
also Minimale Schnittmengen jederzeit weglassen. Um die Annahme der Unabhingigkeit
zu erhalten, nimmt man nur disjunkte minimale Schnittmengen mit moglichst wenigen
Ereignissen.
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b.) Umgekehrt, seien die Minimalen Wege gegeben durch {Sgath :k=1,...,K}. Greifen wir
einen minimalen Weg Siath heraus.
II &

. path
1€S),

ist die Wahrscheinlichkeit dass alle Komponenten eines Weges funktionieren.

1- ] &

icspeth
ist die Wahrscheinlichkeit dass eine Weg nicht funktioniert.

k/

IIir- I &

k=1 iesgath

ist die Wahrscheinlichkeit dass alle Wege nicht funktionieren. Es muss aber mindestens
ein Weg funktionieren. Es gilt also

k/

Res>1-J][1- ] R

k=1 iesgath

Lasst man welche Miminalen Wege weg, so fallen beim Produkt iiber die Minimalen Wege
welche Faktoren weg. Da diese Faktoren kleiner als oder gleich eins sind, wiirde das Pro-
dukt mit zuséatzlichen Faktoren nur kleiner werden. Nachdem man aber mit der Gegen-
wahrscheinlichkeit rechnet, wir die Abschétzung fiir Rg.s aber kleiner. Man kann also
Minimale Wege jederzeit weglassen. Um die Annahme der Unabhéngigkeit zu erhalten,
nimmt man nur disjunkte minimale Wege.

Aufgabe Angenommen Rp = R4 = 0.95, und Rg = R. = Rp = Ry = 0.92. Geben Sie eine
untere und obere Abschétzung der Zuverlédssigkeit des Gesamtsystems an.

4.4 Verschiedene Arten von Stand by Schaltungen (Reserve
Schaltungen)

Fallt ein Bauteil aus, gibt es verschiedene Methoden ein neuen Bauteil zuzuschalten. Man
kann das zweite Bauteil vom Anfang an mitlaufen lassen, oder erst beim Ausfall des ersten
Elementes zuschalten. Man unterscheidet zwischen zwei Moglichkeiten des Stand-by Modes:
Hot standby und Cold standby.
Ein weiterer Fall ist, wenn n Bauteile parallel geschaltet sind, aber zur Funktionstiichtigkeit
des Gesamtsystems mindestens k Bauteile funktionieren miissen.
In diesem Kapitel werden diese drei Félle naher beschrieben.

4.4.1 Systeme mit kalter Reserve (Cold stand by)

In diesem Fall sind die n Bauteile parallel angeordnet, aber nur eines ist in Betrieb. Fallt
dieses aus, kommt das nachste zum Einsatz und wird angeschaltet. Fallt dieses aus, kommt das
néchste dran. Das System féllt aus, sobald auch das n-te Bauteil funktionsuntiichtig ist.
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Hier sind also die Bauteile wahrend sie warten ausgeschaltet, d.h. sie konnen wéahrend der
Wartezeit nicht kaputt gehen. Fiir die Ausfallzeit T];g fiir das Gesamtsystem gilt

n
. ,
TP =) T},
=1

wobei die Ausfallzeiten des iten Bauteils mit T} bezeichnet wird. Es wird angenommen, dass
die Ausfallzeiten der einzelnen Bauteile unabhéngig voneinander sind. In diesem Fall gilt

Frs(8) = (fr) " (0).

Da die Faltung von zwei Dichtefunktionen genau das Produkt ihrer Laplace-transfomierten
entspricht, ist es hier oft wesentlich einfacher mit der Laplacetransformierten zu rechnen.
Fiir die MTTF gilt,

Beispiel 4.4.1. Ein System besteht aus n Bauteilen. Angenommen die Lebensdauer der n
Bauteile ist exponentialverteilt mit Parameter A. Dann ist

A

fri(t) = Ae ™ und fT}(S) TSN

1=1,...n.
f

Damit gilt fiir die Laplacetransformierte des Gesamtsystems fo folgendes

A A"

Trs = G

Dies ist aber genau die Laplacetransfomierte der Gamma Verteilung und es gilt damit

)\ntnfl At

t t A7 1
R(t)zl—/ofos(s)ds = 1—/0 (n—l)!r e dr

AT (5)”-1 _gds

At
(Substitutions = Ar) = 1-— /0 ( 3 <

n—1)!
e : 1 > n—1_-—s ! n—1_-—s
(Definition der Gamma-funktion) = —— s"e fds— | s"T e ds
I'(n) \Jo 0

1 /OO _
= s"e % ds.
L(n) Ja

gilt, folgt aus Partielle Integration dass R(t) Poisson verteilt ist mit Parameter A¢t. D.h.
n—1 k
o (M)
R(t)=e™) .
k=0

Beispiel 4.4.2. Ein System besteht aus 2 Bauteilen. Angenommen die Lebensdauer der beiden
Bauteile ist exponentialverteilt mit Parameter A1 und Ay. Dann ist ja

A1
s+ A

Fra(®) = Xe™ und - fp(s) =
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und )
_ — Aot £ _ 2
foQ(t) = Age , und foQ(S) T st X

Damit gilt fiir die Laplacetransformierte des Gesamtsystems fos

f ! Ao
7 7 (s+ M) (5+ Aa)
Somit \oy
_ 1172 -1t —Aot
Trpl) = 37—, (e c )
und Aot At
A2t — \ge— M
R(t) = 21€ 2¢
A1 — A2
und
MTTF = i-l-i
Y

Beispiel 4.4.3. Ein System besteht aus 2 Bauteilen. Angenommen die Lebensdauern der
beiden Bauteile sind exponentialverteilt mit Parameter A\; und As. Angenommen der Schalter
hat eine Fehlerwahrscheinlichkeit von ps, € (0,1). Das heifit

P( Schalter funktioniert ) = pgy.

Unterscheidet man die beiden Ereignisse ’ Schalter funktioniert’” und ’Schalter funktioniert

nicht’, erhalt man

/\16_)‘2t — /\26_)‘1t
A1 — A2

R(t) = pew + (1 — pgy)e ML

4.4.2 Systeme mit heifler Reserve (Hot stand by)

Hier sind die Bauteile wéhrend sie warten im Stand by modus, d.h. auch wenn sie nicht belastet
werden, konnen Sie ausfallen. B
Bezeichnen wir die Dichte der Ausfallwahrscheinlichkeit im Stand by Modus mit fT;-, SO

erhalten wir fiir die Ausfallzeitzeit T];g fiir das Gesamtsystem

Tj‘? = max T},

i=1,....,n

wobeil die Ausfallzeiten des ¢ten Bauteils mit T} bezeichnet werden.

4.4.3 k aus n Bauteilen

Angenommen, ein System besteht aus n Bauteilen und funktioniert nur, falls mindestens k
Bauteile funktiontiichtig sind. Betrachten wir die Wahrscheinlichkeit zu einem Zeitpunkt ¢ und
nehmen wir an dass die Wahrscheinlichkeit dass ein Bauteil zur Zeit ¢ funktioniert gleich p ist,
erhalten wir

P (genau k Bauteile funktionieren) = <Z> PP —p)r

Damit das Gesamtsystem funktionstiichtig ist, miissen mindestens k aus n Bauteile funktion-
ieren. Es gilt somit

k
[P (mindestens k Bauteile funktionieren) = Z <T;> pi(1—p)" .
i=1



40 CHAPTER 4. ZUVERLASSIGKEIT GROSSERER SYSTEME

Bemerkung 4.4.1. Ist k = 1 erhalten wir eine Parallelschaltung, ist k = n erhalten wir eine
Serienschaltung.

Da die Wahrscheinlichkeit das ein Bauteil zur Zeit ¢ funktioniert gleich R(t) = (TS > t)
ist, gilt

Mw

P (mindestens k Bauteile funktionieren) < ) Ri(1 — R;(t))" .
=1



Chapter 5

Fehlerbaumanalyse

In diesem Kapitel geht es darum, die Zuverlassigkeit von komplizierteren Systemen mit Hilfe
der Fehlerbaumanalyse (engl. Fault Tree Analysis, oder FTA) zu bestimmen. Die Fehler-
baumanalyse ist eine Methode zur systematischen Erfassung aller moglichen Ursachen eines
bestimmten Top-Ereignisses.

Die Fehlerbaumanalyse wurde urspriinglich 1961 von den Bell Laboratories entwickelt, um
das Startkontrollsystem nuklearer Interkontinentalraketen auf die Moglichkeit und Wahrschein-
lichkeit eines unautorisierten oder versehentlichen Abschusses zu untersuchen. Bereits kurze
Zeit spater wurde von der Firma Boeing die Methode fiir den Bereich technischer Systeme
ibernommen und weiterentwickelt. Mittlerweile ist diese Methode sowohl in einer DIN-Norm
(DIN 25424. Feherbaumanalyse, Methode und Bildzeichen; Beuth Verlag GmbH, Berlin, 1981)
als auch in einer IEC-Norm (International Electrotechnical Commission, INTERNATIONAL
STANDARD IEC 61025, International Electrotechnical Commission, Geneva, Switzerland, 1990)
standardisiert.

Das Ziel einer FTA ist es, systematisch die Ursachen fiir einen bestimmten Systemfehler
(das sog. TOP Ereignis oder Wurzel Ereignis) zu bestimmen und Zuverléssigkeitskenngroien
(z.B. Haufigkeit des Systemfehlers, Wahrscheinlichkeit fiir Systemausfall, etc. ) zu ermitteln.

Ausgehend von einem Top-Ereignis werden alle moglichen unmittelbaren Ursachen ermit-
telt. Fir jedes der ursédchlichen Ereignisse wird dieser Schritt wiederholt, bis hin zu den Ba-
sis Ereignissen. Unter einem Basis Ereignis wird z.B. das Versagen eines einzelnen Bauteils
bzw. einer einzelnen Komponente des Gesamtsystems oder ein menschlicher Bedienungsfehler
verstanden. Die Fehlerbaumanalyse beruht auf der bindren Beschreibung von Komponenten-
zustanden:

e intakt/defekt;
e cin/aus;
e offen/geschlossen;

Das erlaubt die Nutzung der booleschen Algebra und der Logik.

Die FTA ist riickwéarts gewandt, also eine deduktive Top-Down-Methode. Die Betrachtung
beginnt beim Top-Ereignis (Top-Event) an der Spitze. Nach unten hin werden die Zusam-
menhéange immer weiter detailliert, bis man bei den Basis Ereignis ankommt, oder in ein Un-
tersystem weitergeleitet wird (sog. Sub-Gates), das die weitere Strukturierung abbricht. Mit
Hilfe logischer Verkniipfungen werden so die Ursachen fiir das Auftreten des TOP Ereignisses
auf Kombinationen von Basis Ereignissen (BEs) zuriickgefiihrt. Ein Fehlerbaum ist somit die

41



42 CHAPTER 5. FEHLERBAUMANALYSE

graphische Repréasentation der moglichen kausalen Abléufe von Komponenten- bzw. Subsystem-
Versagen, die zum unerwiinschten TOP Ereignis fithren. Die qualitative Analyse sorgt fiir ein
verbessertes Verstdndnis der Charakteristiken des Systems und identifiziert solche Ereignisse,
die entscheidend zum Auftreten eines bestimmten Systemversagens beitragen konnen. Die quan-
titative Analyse ermoglicht die Berechnung von Ausfallwahrscheinlichkeiten und liefert Anhalt-
spunkte dafiir, welche Komponenten optimiert oder neu entwickelt werden miissen, um die
Gefahr des Systemausfalls zu minimieren.

Der Vorteil der FTA ist die leichter zu iiberschaubare Baumstruktur als grundsatzliche
Dokumentation der Fehlerpfade, auch wenn die Wahrscheinlichkeiten nicht angegeben werden.
Aufgrund der vorhandenen Rechenpower werden oft Monte—Carlo Simulationen der Fehlerbau-
manalyse vorgezogen. Das Problem bei Simulationen ist aber, dass seltene Ereignisse leicht
iibersehen werden, da diese auch bei einer grofien Anzahl von Simulationen mit einer relativ
hohen Wahrscheinlichkeit nicht eintreten. Ist so ein seltenes Ereignis aber mit hohem Risiko
verbunden und wirkt es sich gleich auf mehrere Komponenten aus (low probability, high risk),
kann dies leicht zu einer Fehleinschéatzung fithren.

Eine exakte Berechnung der Zuverlassigkeit kann man nur von kleinen bis mittelgrofien
Systemen (weniger als 100 Elemente) durchfiihren, da die Rechenzeit exponentiell wéchst.

Eine Fehlerbaum-Analyse besteht aus vier grundlegenden Schritten:

e Definition des zu untersuchenden Systems oder Prozesses
e Konstruktion des Fehlerbaums
e Qualitative und Quantitative Analyse

e Dokumentation der Ergebnisse

Hier in diesem Kapitel werden die ersten drei Schritte néher erldutert und mit Beispielen
illustriert.

5.1 Systemdefinition

In diesem Schritt miissen das zu untersuchende TOP Ereignis und die Randbedingungen fest-
gelegt werden, die bei der Analyse zu beriicksichtigen sind. Entscheidend ist vor allem die
Auswahl des TOP Ereignisses: Ist das Ereignis zu allgemein definiert, resultiert die FTA in
einer hohen Komplexitét, die ein Auflésen des Baumes unméglich macht. Wird dagegen ein zu
spezielles Ereignis als Wurzelereignis (TOP-Ereignis) ausgewéhlt, konnen wichtige Fehlerquellen
iibersehen werden. In einigen Féllen konnen sie zwar aus einer genauen Kenntnis des betra-
chteten Systems, aus der Untersuchung von Unféllen oder durch den Vergleich mit bereits
bekannten Gefahren in ahnlichen Systemen ermittelt werden. Ein weiterer Punkt ist auch
die Festlegung auf den Systemzustand, in dem das System untersucht werden soll. Wenn zum
Beispiel als Wurzelereignis die Nichtiiberladung eines Krans angenommen wird, mufl beispiel-
sweise gekliart werden, ob der Kran das Gewicht bei der Untersuchung hebt, senkt, oder ob er
sich dreht oder stillsteht.

Die festzulegenden Randbedingungen kann man wie folgt zusammenfassen
e physikalische Randbedingungen
e Granularitatsstufe der Basis Ereignisse

e Anfangskonfiguration des Systems
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e weitere Annahmen

e anfingliche Betriebsbedingungen

e unerlaubte Ereignisse

5.2 Fehlerbaumkonstruktion

Der Fehlerbaum ist ein orientierter Graph, der die Zusammenhénge zwischen einem TOP Ereig-
nis und seinen Ursachen aufzeigt. Dazu werden Grundelemente zur Darstellung von Ereignissen
und deren Verkniipfungen verwendet. Jedes Ereignis enspricht einem Fehler, wobei die der un-
terschiedlichen Fehlerbegriffe folgendermaflen definiert sind:

e Defekt (defect): Jegliche Abweichung eines Bauteils von der vorgegebenen Charakteristik,
die zu einem Fehlerzustand fiihrt;

e Fehler (failure): Der Ausfall der bendtigten Funktionserfiillung eines Bausteins

e Versagen (fault): Die Unféhigkeit eines Bausteins, eine benotigte Funktion zu erfiillen.

Bei der Aufspaltung eines Fehlerereignisses in mehrere Unterereignisse kommt es zu ver-
schiedenen Fehlerquellen. Ein Ereignis, das unzerlegbar ist (z.B. menschliches Versagen) oder
das nicht weiters untersucht werden soll, ist ein sogenanntes Grundereignis oder Basis Ereig-
nis. Basis Ereignisse sind Ereignisse, an denen die Analyse abgebrochen wird. Das heif3t, der
Fehlerbaum wird solange erweitert, bis an den Spitzen des Baumes nur noch Basis Ereignisse
stehen.

Fiir die spatere quantitative Analyse ist es wichtig, dass die Basis Ereignisse nach Moglichkeit
unabhéngig und disjunkt sind.

Aufbau der Elemente

Die Verkniipfung der Ereignisse wird jeweils durch verschiedene logische Operatoren, die soge-
nannten Gates hergestellt. Zu den Events gehoren u.a. Geréatefehler, Bedienfehler und Soft-
warefehler, die mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit zu unerwiinschten Folgen fithren kénnen.
Verwendet wird folgende Symbolik zur Darstellung des Fehlerbaums:



44 CHAPTER 5. FEHLERBAUMANALYSE

Und-Verkniipfung (AND-Gate)

Oder-Verkniipfung (OR-Gate)

[ ] Ein Fehler-Ereignis

O Basis-Ereignis (Event)

Transfer-in, Transfer-Out:

<> noch nicht spezifiziertes Ereignis

Das Ausgangsereignis tritt nur ein, wenn
alle Eingangsereignisse zutreffen.

Das Ausgangsereignis tritt ein, wenn min-
destens ein Eingangsereignis zutrifft.

Ein Fehler Ereignis wird aufgrund einer
logischen Kombination anderer Ereignisse
verursacht und ist oft die Wurzel eines
Baumes.

Ein unabhangiges Fehler-Ereignis
(Priméres oder Basis FEreignis).  Der
Baum endet mit einem Basis Fehler.
Eingang oder Ausgang: Beniitzt man um
einen Baum auf einer anderen Seite weit-
erzufithren.

Um dieses Ereignis genau zu beschreiben,
braucht man noch zusatzliche Informatio-
nen.

Diese Symbole sind top down durch Linien verbunden. Zur Illustration betrachten wir

folgende Beispiele.

Beispiel 5.2.1. Ein Wassertank kann durch Uberdruck oder durch Materialermiidung der
Mauer bersten. Materialermiidung ist in diesem Fall ein Basisereigniss. Basisereignisse sind
Ereignisse, iiber die man bereits genaue Kenntnisse und vor allem statistische Daten hat, und
fiir die man nicht nach noch tiefer liegenden Ursachen suchen muss. Uberdruck ensteht wenn
einerseits das Ablassventil nicht funktioniert und andererseits tiberhitzt wird.

Beispiel 5.2.2. Fin Sachverhalt und die dazugehérige Fehlerbaumanalyse.
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Figure 5.1:

Beispiel 5.2.3. Zeichnen Sie den Fehlerbaumanalyse des Beispiels 7?7 (siehe Bild 5.2.3).
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Figure 5.2:

5.2.1 Vergleich mit Reliability Blockdiagrammen

In einem FTA werden keine Wahrscheinlichkeiten behandelt. Man betrachtet dort nur den
kritischen Augenblick, wenn der Fehler als Top-Ereignis eintritt. Auffallig ist dabei, dass hier
keine Gates dargestellt werden, sondern nur die entsprechenden Komponenten, die in der FTA
die Basis-Events sind.

Wahrend in der FTA eine Redundanz lediglich als UND-Verkniipfung dargestellt wird, er-
scheint im Reliability Blockdiagrammen (RBD) dies durch die parallele Anordnung markanter.
Der Unterschied zwischen ODER/UND-Pfad ist hier also grafisch starker hervorgehoben. Der
Vorteil ist auch, dass hier weniger Elemente benotigt werden. Der Nachteil des RBD ist allerd-
ings, dass keine Exklusiv-Oder-Verkniipfung moglich ist. Der Vorteil der FTA ist vor allem die
hierarchische Baumstruktur. Jedes Gate stellt eine entsprechende Zwischenebene oder eine Art
Gruppe dar. Hierdurch ist von oben nach unten ein immer héherer Detaillierungsgrad gegeben.
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Durch relativ wenige Elemente in den oberen Ebenen ist ein guter Einstieg zur Darstellung der
Zusammenhéange moglich.

Beispiel 5.2.4. Reliability Block Diagramme und Fehlerbaume:

TOP

1 ToP
2
3
e

TOP
— 1 ] 2 Q
1 3 [ I 1
° [
2 | — 3

[y
HOOOOO

5.3 Qualitative Analyse - Minimal Cut Sets

Ist die Konstruktion bis zum festgelegten Verfeinerungsgrad abgeschlossen, kann mit der Auswer-
tung des Fehlerbaums begonnen werden. Die qualitative Analyse befasst sich vorwiegend mit
Ausfallkombinationen, d.h. Gruppen von Basis Ereignissen, deren Kombination bzw. gemein-
sames Eintreten geniigt, um das TOP Ereignis auszulosen. Solche Kombinationen werden Cut
Sets genannt. Das Ziel der Analyse ist die Ermittlung von Minimal Cut Sets (MCSs). Diese
heilen minimal, weil sie keine redundanten Elemente enthalten, d.h. treten alle Ereignisse eines
MCS ein, dann tritt auch das TOP FEreignis ein. Oder umgekehrt: Tritt auch nur eines der
Ereignisse in jedem MCS nicht ein, so tritt auch das TOP Ereignis nicht ein. Somit kann man bei
einen MCS kein Basis Ereignis weglassen. Daher reprasentiert die Liste der MCSs alle moglichen
Wege (in Form von Komponentenversagen, menschlichen Bedienfehlern und speziellen Beglei-
tumsténden), durch die es zu einem bestimmten Systemversagen kommen kann.

Die Anzahl der Elemente eines Minimal Cut Set wird Ordnung genannt. Besonders wichtig
sind MCSs erster Ordnung, denn diese enthalten ein einzelnes Basis Ereignis, dessen Eintreten
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allein geniigt, um das TOP Ereignis auszulosen. Solche MCSs erster Ordnung werden auch als
Single Point Failure oder Singlet bezeichnet. MCS, die aus zwei Elementen bestehen, heiflen
Duplets. In der Fehleranalyse sind die MCS besonders wichtig die nur aus ein oder zwei Basis
Ereignissen bestehen. Kommen mehrere Ereignisse vor, dann ist die Wahrscheinlichkeit dass
diese MCS das TOP Ereignis verursacht sehr gering. Z.b., angenommen ein Basis Ereigniss trifft
mit Wahrscheinlichkeit 10~2 ein, und alle Basis Ereignisse sind unabhingig, dann treffen zwei
unabhiingige Basis Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit 10~# ein, drei mit Wahrscheinlichkeit 1076
ein. Dass heif3t, man versucht Fehler zu eliminieren, die als Singelton oder Duplet vorkommen.

Somit kénnen MCSs die Identifizierung struktureller Schwachstellen eines Systems unterstiitzen,
indem beispielsweise die Basis Ereignisse in Abhéngigkeit von der Haufigkeit ihres Auftretens
in den MCSs aufgelistet werden: Ein Basis Ereignis, das in vielen kleinen MSCs erscheint, hat
wahrscheinlich einen grofleren Einflul auf die Zuverléssigkeit des Systems als eines, das nur vere-
inzelt in MCSs mit vielen Elementen auftritt. Der Einsatz von Ressourcen zur Verbesserung
des Systems kann dann gezielt den wichtigen Komponenten zugefiihrt werden.

Mit Hilfe der MCSs konnen auch die Auswirkungen von sog. Common Cause Fehlern
beurteilt werden. Bei einem Common Cause handelt es sich um ein Ereignis oder ein Phanomen,
das, falls es auftritt, zwei oder mehr Basis Ereignisse auslost, bzw. in mehreren MCS vorkommt.
Dies sind besonders zu beriicksichtigen, falls diese in Doublets oder Triplets vorkommen. Im
folgenden sind mehrere Beispiele fiir Common Causes aufgelistet:

e Versorgungsausfall (z.B. von elektr. Spannung, Kiithlwasser, Pneumatik, ...)
e Feuchtigkeit

e Korrosion

e mechanische Erschiitterungen

e Staub

e Temperatur-Effekte (Frost/Uberhitzung)

e clektromagnetische Storungen

Durch die Untersuchung der MCSs auf ihre Anfélligkeit hinsichtlich Common Cause Fehlern
ergeben sich Hinweise zur gezielten Verbesserung einzelner Komponenten, um die Wahrschein-
lichkeit eines Systemausfalles zu verringern.

Beispiel 5.3.1.

‘ Iterationen ‘
1 2 3
A BJF EJF
Betrachten wir als Beispiel den Fehlerbaum auf c C J,H
der linken Seite von Bild 5.2.2. Arbeitet man D D K.H
den FTA von oben nach unten, so kommt man C
auf folgende Tabelle. Die MCS sind damit D

{E,F},{I,H},{J,H},{K,H},{C}, und {D}.

Beispiel 5.3.2. Finden Sie die MCS des Beispiels 77.
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Figure 5.4: Beispiel 77

Beispiel 5.3.3. Finden Sie die MCS des Beispiels 5.2.4.

Minimale Cut Sets findet man durch ein Top-down abarbeiten des Fehlerbaumes. Ereignisse
die als Output ein OR-Gatter haben, werden durch diese ersetzt, Ereignisse die ein UND-Gatter
als Output haben, bleiben bestehen. Redundante Mengen kann man zum Schluf streichen. Zur
Illustration haben wir folgendes Beispiel.

Beispiel 5.3.4. Betrachtet man den linken Fehlerbaum in Bild 5.5, so sieht man bei genauer
Analyse, dass das Basis Ereignis F nichts zum Ausgang beitragt, also redundant ist. Der linke
Fehlerbaum ist. damit eanivalent. zinm rechten Fehlerbaum in Bild 5.5.

Oberstes Ereigniss

(Top event)
OR
i
Ereigniss B
Top Event
AND
| OR
Ereigniss C Ereigniss D

5353 ©

Figure 5.5: Reliability Block Diagramm
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5.4 Qualitative Analyse des Fehlerbaums

Sind die Wahrscheinlichkeiten aller Basis Ereignisse bekannt, kann auch eine quantitative Anal-
yse des Fehlerbaums vorgenommen werden. Unter quanitativer Fehlerbaumanalyse versteht
man die auf den Fehlerbdumen aufbauende quantitative Analyse: Den Basis Ereignissen werden
Wahrscheinlichkeiten zugeordnet. Uber die im Fehlerbaum festgelegten logischen Verkniipfun-
gen wird die Wahrscheinlichkeit des Top-Ereignisses ermittelt.

Mit Hilfe der aus der qualitativen Analyse gewonnenen MCSs lésst sich daher die Wahrschein-
lichkeit des TOP Ereignisses leicht berechnen. Da sich das TOP Ereignis aus einer ODER-
Verkniipfung von MCSs zusammensetzt, ist seine Wahrscheinlichkeit die Summe iiber die Wahrschein-
lichkeiten der einzelnen MCSs - allerdings nur fiir den Fall, dass diese statistisch unabhéngig
sind, also kein der Basis Ereignis Element in mehr als einem MCS ist. Andernfalls muss das
mehrfache Auftreten bei der Berechnung berticksichtigt werden. Auch ist hier wichtig, dass die
Basis Ereignisse so gut wie unabhéngig sind.

Des weiteren ist bei der Analyse darauf zu achten, in welcher Form die quantitativen Infor-
mationen iiber die einzelnen Komponenten vorliegen. Unterschieden wird zwischen:

e Ausfall-Rate - diese wird fiir Ereignisse angewendet und ist ein Maf fiir die Héufigkeit
von Ausfallen eines Gerétes oder einer Komponente; sie wird iiblicherweise in der Zahl
der Ausfille pro Jahr angegeben.

e Ausfall-Wahrscheinlichkeit - diese beschreibt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich das
Gerit in einem fehlerhaften Zustand befindet.

Eine Propagierung iiber die Verkniipfungen zum TOP Ereignis ist entweder nur fiir Ausfall-
Wahrscheinlichkeiten oder nur fiir Ausfall-Raten sinnvoll, eine Vermischung ergébe nur bedeu-
tungslose Ergebnisse.

Mathematische Umsetzung

Der Fehlerbaum ist die grafische Darstellung einer booleschen Funktion des Top-Ereignisses
in Abhéngigkeit von den Basisereignissen. Diese Funktion soll nun als boolescher Ausdruck
dargestellt werden.

Hier ist es wichtig, dass die Basis Ereignisse disjunkt und unabhéngig sind!

Die Basisereignisse (das sind die Fehlerzusténde der Komponenten) werden durch die boo-
leschen Indikatorvariablen A, B, C, ... beschrieben. Die Variablen nehmen den Wert 1 an, wenn
die entsprechende (Fehler-)Bedingung erfiillt ist, und den Wert 0 sonst. Die Indikatorvariable
14 eines Ereignisses A ist eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert

E[14] = 1P(14 = 1) + 0P(14 = 0) = P(14 = 1) = P(A).

Das heifit: der Erwartungswert einer Indikatorvariablen [ ist gleich der Wahrscheinlichkeit des
zugehorigen Ereignisses.

Die Indikatorfunktion fiir das Top-Ereignis nimmt den Wert 1 an, wenn dieses Ereignis
eintritt - ansonsten ist sie gleich 0.

Weiters gelten fiir zwei unabhéngige Eregnisse A und B folgende Rechenregeln (77):

]P)(AQB) =Elpgnp=Ely-1p=El14,Elp :]P)(A)P(B).
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und
]P)(AU B) =Elqup=Elp+Elg = ]P)(A) +]P(B)

Sind A und B nicht disjunkt, so gilt
]P)(A U B) =Elpaup=Ely+Elg —Elgnp = P(A) + P(B) — P(A) . ]P)(B)

Diese Rechenregeln werden sukzessiv von den Elementarerereignissen ausgehend eingesetzt, um
die Wahrscheinlichkeit des TOP Eregbisses zu berechnen.

Angenommen, das Basis Ereignis B hat Wahrscheinlichkeit p4 und das Basis Ereignis C'
hat Wahrscheinlichkeit pc. So gilt bei einer und Verkniipfung (siehe Figur 5.6 rechts) fiir die
Indikatorfunktion 14 des Ereignisses A:

1lga=1puc =1+ 1c — 1Bnc.

Sind die Basis Ereignisse disjunkt, also BN C = (), so gilt 14 = 1guc = 1 + 1¢. Damit
gilt fiir die Wahrscheinlichkeit (unter der Annahme das die Basis Ereignisse disjunkt sind)
P(A) = pa = pB + pc-
Weiters gilt bei einer or Verkniipfung (siehe Figur 5.6 links) fir die Indikatorfunktion 14
des Ereignisses A:
14 =1pnc = 1Blc.
Sind die Basis Ereignisse unabhéngig, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit P(A) = pa = pp - pc.

Ereignis A Ereignis A

AND OR

D OO O

Figure 5.6:

Beispiel 5.4.1. Analysieren wir den Fehlerbaum in Bild 5.2.2. Die Basis Eregnisse sind
E F I,J K, H,D. Sie treten mit Wahrscheinlichkeit pg, pr, pr, pJ, Px, P und pp ein.

Beispiel 5.4.2. Im Baum 5.4 kommt das Basis Ereignis BP; und BP; gleich in zwei Asten
vor. Somit muss man iiber die Formel von Bayes gehen, und in beiden Asten mit bedingten
Wahrscheinlichkeiten rechnen. Setzen wir zur Einfachheit halber P(BP;) = pgp, = 1074,
P(WC;) = pwe, = 1074 Sei Fy = { left front wheel failure }, Fy = { Right front wheel
failure }, F3 = { Left rear wheel failure }, und Fy = { Right rear wheel failure }. Dann gilt
1r, = lwayuBps 1k = lwewuBps, 1 = lwesusps, und 1, = lwe,upp,. Daraus folgt

P(F;) =E[lwe, +1gp], i=1,2.

Da die Eregnisse BP3 und BP; in zwei Asten auftauschen, sollte man sie extra behandeln. Es
gilt aufgrund der Unabhéngigkeit von BP3; und W (s

E[lp, =1|1gp, =1 =1, E[lp, =0|1pp, =1] =0,



52 CHAPTER 5. FEHLERBAUMANALYSE

und
E[llg, =1|1gp, =0] =pwes, E[llgp, =0]|1pp, =0 =1—pwe,.

Analog gilt
E[lp, =1|1pp, =1]=1, E[lp, =0|1pp, =1] =0,

und
E(lp, =1|1gp, =0 =pwcy, E[lp, =0|1p, =0l =1—pwe,.

Sei G = { Wheel system failure }. Analog gilt

2 2
P(G | 1pp, = L, 1pp, =1) = [[P(F). P(G|1pp, =1,1pp, =0) = [[P(F) pwes.
i=1 i=1
und

2 2
P(G | 1gp, = 0,1pp, = 1) = [[P(F) pwes, P(G | 1pp, = 0,1pp, = 0) = [ [ P(F) pwes pwes.
i=1 i=1

Setzt man die Werte ein, erhdlt man

P(G | 1gp, = 1,1gp, = 1) =4-107%, P(G | 1pp, = 1,1pp, = 0) =4-10"'2,
P(G | 1gp, =0,1pp, = 1) =4-107"2 P(G | 1p, =0,1pp, =0) =4-1071°,

Sei weiters
e H = { Fluid system failure };
e [ = { Rear pad failure };
e J = { Mechanical brake failure };
e K = { Failure to stop };
Dann gilt analog
P(H | 1pp, =i, 1pp, = j) = pu + B(G | 1pp, = i, 1pp, = j) = B((M N G | 1pp, =i, 1pp, = j),

Da die Ereignisse M und G unabéngig sind, ist P(M NG | 1gp, = i,1pp, = j) = pm - P(G |
1pp, =1, 1pp, = j) und somit

P(H | 1p, =i,1p, =) =pm + (1 — pm)P(G | 1gp, = i, 1pp, = j).
Weiters gilt

P(I[1pp; =1,1pp, =1) =1, P(I[1pp, =1,1pp, =0)
=P(I|1pp, =0,1pp, =1) =P(I [ 1pp, = 0,1pp, = 0) = 0.
P(K | 1gp, = 1,1p, = j) = P(H | 1pp, = 1, 1P, = j) - P(J | 1R, = i, 1BP; = J).

Auch sieht man

P(J | 1gp, = i,1pp, = j) =P(C | 1gp, = i,1pp, = j) + P(I | 1pp, = i, 1pp, = j)
—P(Cﬂ[ | 1gp, =i,1Bp, :j)
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Damit gilt da I = BPy N BPy,

P(J | 1Bp3 = 1,13134 = 1) :P(C | 1Bp3 = 1,1Bp4 = 1) —i—P(I ‘ 1Bp3 = 1,13134 = 1)

=1

—P(Cﬂ[ | lgp, = 1,1p, = 1)

=P(Cl1ppy=1,18p,=1)

und
P(J|1gp, =0,1pp, =1)=P(J | 1gp, = 1,1pp, =0) =P(J | 1pp, = 0,1p, = 0) = pc.
Zuletzt gilt mit Hilfe des Satzes der vollstandigen Wahrscheinlichkeit

P(K) = ppper,P(K |1gp, =1,1gp, = 1)+ (1 —pBp)reR,P(K | 1Bp, =0,1pp, = 1)
+pepr,(1 —pp,)P(K | 1gp, = 1,1pp, = 0)
+ (1 = pBp,)(1 —ppp,)P(K | 1pp, = 0,15p, = 0).

Da wegen der Unabhangigkeit gilt
P(K |1gp, =i,1gp, = j) =P (H | 1gp, = i,1gp, = 5)P(J | 1Bp, =4, 1pp, = J)
erhalten wir

P(K |1gp, =1,1pp, =1) = P(H |1pp, =1,1gp, =1)P(J | 1pp, =1,1pp, =1)
= (pm + (1 =pm)P(G [ 1P, = 1,1pp, = 1))) - L.
= pu+ (1 —py)d 1078,

P(K |1gp, =0,1pp, =1) = P(H |1pp, =0,1pp, =1)P(J | 1pp, =0,1pp, =1)
= (pv+ (1 —pu)P(G | 1P, =0,1pp, =1))) - pc
= (pm+ (1 —pu)d-107"%) pe.

P(K |1gpp, =1,1pp, =0) = P(H |1pp, =1,1pp, =0)P(J | 1pp, =1,1pp, =0)
= (pv+ (1 —pu)P(G | 1P, =1,1p, =0))) - pc
= (pM + (1 —par)d- 10712) “pC.

P(K |1gp, =0,1pp, =0) = P(H |1lp, =0,1pp, =0)P(J | 1pp, =0,1pp, =0)
= (pm+ (1 —pm)P (G | 1pp, =0,1pp, =0))) - pc
= (pm+ (1 —pu)d-1071%) - pc..

Analysiert man term fiir Term, so sieht man, dass pas und p¢ circa in der Gréflenordnung

10~ gewihlt werden sollen. Ist die Wahrscheinlichkeit go8er, dominieren diese beiden Gréssen
das Endergebnis.
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Chapter 6

Modellierung von Systemen mittels
Markov Systeme

Verfiigharkeit, bzw. Aviability ist die Zeit die ein System wirklich funktioniert und zur Verfiigung
steht. Funktioniert ein Bauteil nicht, steht der Betrieb was Geld kostet. Ein weiterer Punkt hier
ist auch die Wartung, bzw. Maintainability mit einzubeziehen. Einerseits, fallt hier darunter,
wie oft es zu einen Ausfall eines Bauteils kommt, wie lange die Reparaturzeit ist, aber auch ob
es leicht ist so ein Bauteil aus oder einzubauen, und wie teuer eine Reparatur kommt.

Hier werden wir als erstes verschiedene Modelle fiir Reparaturzeiten kennenlernen. Nimmt
man an, dass die Reparaturzeiten mit Hilfe der exponential Verteilung verteilt ist und die
Ausfallrate der Bauteile konstant ist, kann man so ein System gut mit Hilfe einer Markovkette
modellieren. Dies ist das Thema des zweiten Abschnitts. Im letzten Teil werden wir ein System
vorstellen, das nicht exponential verteilte Reparaturzeiten hat, bzw. die Ausfallraten eines
Bauteils nicht konstant ist. Solche Systeme lassen sich nicht analytisch behandeln, aber mit
Hilfe von Monte—Carlo Simulationen gut beschreiben. Im letzten Kapitel werden wir also,
zuerst so ein System vorstellen und dann mit Hilfe einer Monte-Carlo simulation die mittlere
Verfiigbarkeit, bzw. mittlere Anzahl der Reparaturen ableiten.

6.1 Modellierung der Reparaturzeit

Angenommen wir haben ein Bauteil. Dieses Bauteil hat eine bestimmte Lebenszeit. Allerdings,
kann es in den meisten Féallen repariert werden, dies benotigt aber eine gewisse Zeit. Die Frage
die uns hier interessiert ist, abhéngig von der Verteilung und deren Parameter, wie gross ist die
durchschnittliche Verfiigbarkeit des Bauteiles.

Die Reparaturzeit werden zumeist mit einer exponential verteilten Zufallsvariablen model-
liert. Dies ist rechentechnisch sehr einfach, da die Exponentialverteilung Gedéachnislos ist, aber
realistischer sind z.B. folgende Verteilungen:

6.1.1 Die Birnbaum Sanders Verteilung

Birnbaum und Saunders (1969) fiihrten die Verteilung ein. Sie ist eine Stochastische Version
der Miners Regel, deren Dichte Funktion mit Parametern o und A ist gegeben durch

VARV L
- 2ot \ 21

Die Zuverléssigkeitsfunktion ist durch

i) =

e (

1 (®) VARV 202 >,

(1/W—N)>

I~

95
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gegeben. Erwartungswert der Ausfallzeit

1 o?
MTTF:ETf:X 1—1-? .

6.1.2 Die inverse Gauss Verteilung

In manchen Situation kommt es for dass A bei 0 startet und erst ansteigt, nach einem Zeit-
punkt ¢g allerdings fallt. Dieses Verhalten kann sehr gut mittels der inversen Gauss Verteilung
modelliert werden.

Die Dichte der Inversen Gauss funktion mit Parametern p und A hat folgende Form (in der
Literatur kommen verschiedene Varianten vor !)

Ft) = 4 /2_23 DN/ 4> g,
s

Weiters ist MTTF gegeben durch
MTTF = u;

6.1.3 Perfekte Reparatur - Nicht Perfekte Reparatur

Repariert man ein Bauteil, so kann man nicht immer davon ausgehen, dass das Bauteil nachher
wie neu funktioniert. Vor allem bei dlteren Bauteilen nimmt man an dass nachdem man den
Fehler repariert hat, aufgrund anderer Ermiidungserscheinungen, bald wieder einen Ausfall hat.
Hat eine 14 Jahre alte Waschmaschine einen Ausfall, wird man geneigt sein eine neue zu kaufen
und die alte Auszutauschen.

Dies fithrt zur folgenden Unterscheidung:

e perfect repair System

e imperfect repair System;

6.2 Zuverlassigkeit eines one unit Bausteins mit Reparatur

In diesem Kapitel betrachten wir Bausteine, die im Falle eines Fehler repariert werden kénnen.
Im einfachsten Falle, aber wichtigen Fall, wird der Baustein wenn er ausfallt sofort zum Service
gebracht, repariert und wieder in Betrieb genommen. Wir gehen davon aus, dass die Zeit
bis zum Versagen durch die Exponentialfunktion Verteilung mit Dichte f(t) = Ae ™™, t > 0,
beschrieben wird. Die Reparaturzeit wird auch mit einer exponentiellen Verteilung beschrieben,
allerdings mit Parameter pu.

Damit ist die mittlere Ausfallrate MTTFgleich 1/\ und die mittlere Reparaturzeit (genan-
nte MTR) gleich 1/pu.

Es gibt also zwei Zusténde in denen sich das System befinden kann: [0.04cm]

e 7;: good state - Die Einheit ist funktionstiichtig;
e Zy: bad state - Die Einheit ist funktionsuntiichtig;

Angenommen wir befinden uns zur Zeit ¢ und der Baustein befindet sich im Zustand 7.
Betrachten wir das Bauteil einen Moment spéter, also zu einen Zeitpunkt ¢t + At, wobei At sehr
klein ist, so befindet sich der Bauteil im Zustand Z, mit Wahrscheinlichkeit AAt. Allgemein
kann man folgende Tabelle aufstellen:
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ﬂ'bergang Wahrscheinlichkeit
im Zeitintervall (¢,t 4+ At)
Z1 — Z1 1 — AAt+ O(At)
1 — 4y AAL + O(At)
Z() — Z1 pAt + O(At)
Zo — 2y 1-— pAt + O(At)

Sei nun P (t) die Wahrscheinlichkeit, dass das System zur Zeit ¢ sich im Zustand Z; befindet
und Py(t) die Wahrscheinlichkeit, dass das System zur Zeit ¢ im Zustand Z; ist. Mit Hilfe
der obigen Tabelle, kann man die folgenden Wahrscheinlichkeiten P (¢ + At) und Py(t + At)
berechnen:

Py(t+At) = PLEAAL+ Py(t) [1 — pAt] + o(At).
Pit+At) = Pi(t)[L— AAt] + Py(t)pAt + o(At),

Bildet man den Differentialquotient von Py und P; erhélt man

Ry(t) = A é [Py(t + At) — Py(t)]
= A Ait [PLE)AAL + Po(t) [1 — pAt]t + o(At) — Pi(t)]
= A i [P1(t)AAL — Po(t)pAt]

= Pi(t)A — Py(t)p,

und
Pl(t) = Jim [P+ A1)~ Pi(0)
~ )i é [PL() [L — AAE] + Py(H)pAt + o(At) — Py(2)]
= Jim Ait [—PL(H)AAL + Py()pAd]
= —P()A+ (0.

Da das System nur diese beiden Zusténde inne haben kann, gilt Py (¢) + P»(t) = 1 und damit
Pi(t) = —Pi®A+ (1= Pit)p=-A+pPi(t)+p.
Lost man diese Differentialgleichung auf, erhalt man als Losung

Pi(t) = Ce Wt 4 P j_ o’

wobei C' > 0 irgendeine Zahl annehmen kann. Geht man davon aus, dass zu Begin der Bauteil
funktioniert hat (also P;(0) = 1), so kann man C berechnen und erhalt

AL P
Pt = 2 Ot P
1(#) At ¢ +/\+p’

Wiéren wir im fehlerhaften Zustand gestartet (also P;(0) = 0), dann wére

P —(\p)t P
P (t _r _r
1(#) )\—I—pe A+p’
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Man kann nun dieses System mittels einer Markov Kette modellieren mit den Zustdnden
Zp und Z;. Im folgenden Bild sind die zwei Zustédnde mit ihren Ubergangswahrscheinlichkeiten

1 [ S B I

a

AAt+o(At)

I /\
.H @ 1- A At+o(At)

p At+o(At)
Figure 6.1: Zustéinde mit Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Das System kann man auch elegant in Matrixform schreiben. Sei dazu

_ (P(@)
Pl = (Pﬂt))
< Wahrscheinlichkeit, dass das System zur Zeit ¢ sich in Zustand Zj beﬁndet)

Wahrscheinlichkeit, dass das System zur Zeit t sich in Zustand Z; befindet

Nun gilt
P = ()P0 PO=m m).

wobei pg =Wahrscheinlichkeit, dass das System in Zy startet, und py = Wahrscheinlichkeit,
dass das System in Z; startet. Es muss somit gelten pg + p; = 1.

Prozesse deren einzelne Trajektorie von der Zeit abhéngen, deren Verteilungsfunktionen und
statistischen Parameter aber konstant sind und unabhéngig vom gewéahlten Zeitpunkt sind,
nennt man stationar.

Definition 6.2.1. Fin stochastischer Prozess & heif$t stationdr, falls fir alle 0 < t1 < to <
coe <ty < oo die Verteilung der Zufallsvariable

(g(tl)v f(t2)¢ s >§(tn))

nur von den Differenzen to — tq, t3 —to, ..., t, — tn—1 abhdngt.

Die stationédre Losung eines Systemes beschreibt die Losung des System fiir grofle ¢t. Hier
bleibt P(t) konstant, d.h.
P'(t) = 0.

Um die stationdre Losung zu berechnen, miissen wir als den Eigenvektor zum Eigenwert 0 mit
Summennorm 1 berechnen. Da heisst wir miissen folgendes System 16sen

—p A\ (po
—0, pr+p=1.
(7 A) (@) =0 wie

Nach kurzer Rechnung erhalten wir

A
0
Pstat = (p ) = ’Hp'p .
p1 Xp
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6.2.1 Verfiigbarkeit - Aviability

Die Frage, welche fiir die Praxis relevant ist, ist wie lange das Bauteil in einen gegebenen
Zeitinterval funktionstiichtig ist, bzw. wie oft es in diesem Zeitinterval durchschnittlich funk-
tionsuntiichtig ist?

Diese Fragestellungen fithrt zum Begriff Verfiigharkeit:

Definition 6.2.2. Die Verfigbarkeit (Aviability) ist jene Wahrscheinlichkeit, das System zu
etnem definierten Zeitpunkt oder in einer bestimmten Zeitspanne im Zustand Zy vorzufinden.

Sei £(w) ein stochastischer Prozess mit

£(tw) 1 falls zur Zeit ¢t Bauteil im Zustand Z; ist, also funktioniert,
) w -
0 falls zur Zeit ¢ Bauteil im Zustand Zj ist, also funktionsuntiichtig ist.

Angenommen wir starten mit Wahrscheinlichkeit py in Zy und Wahrscheinlichkeit p; in 7.
Gegeben ist ein Zeitinterval [0,7]. Die Zeit, in der das Bauteil funktioniert ist gleich

T
Xr(w) = [ et

Die Verfiligbarkeit des einen Werkstiickes betrigt

XT(W)
T

Wollen wir den Erwartungswert berechnen, so gilt

L[]} ]

T T
7| Eleeena=g [ Aoa,

wobei
Py (t) = Wahrscheinlichkeit, dass sich das System im Zustand Z; zur Zeit ¢t befindet.

Erinnern wir uns - als Anfangsbedingung haben wir die stationire Losung genommen, d.h.

P - (7).

T
E[XT(W)]:E/ Py P
T T Jo X +p A4p

Das heifit auf lange Zeit gilt

und somit erhalt man

Xr(w)] _ p
£ [ T } A tp
6.3 Zuverlassigkeit eines Systems mit zwei Bausteinen und mit
Reparatur

Wir betrachten ein System mit zwei Bauteilen, die jeweils repariert werden.

Wir haben hier also den Zustandsraum E = {Zy, Z1, Z2, Z3}. Die Bauteile bezeichnen wir
mit By und Bs.
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Annahmen iiber die Lebensdauer und der Reparaturzeit:

e Die Reparaturzeiten seien exponential verteilt mit Parametern p;, j = 1,2;

e Die Lebensdauer seien exponential verteilt mit Parametern «;, j = 1,2. Dabei soll eine
reparierte Komponente wieder wie neu sein und keine gréflere Ausfallrate als eine frisch
eingesetzte haben.

e Das System werde vom Zeitpunkt ¢ = 0 an betrachtet.
die Lebensdauer oder Reparaturzeit einer Komponente B; an, so seien ihre Restzeiten
auch a; bzw. (; exponential verteilt. (Dies ist durch die Wahl der Exponentialverteilung

automatisch erfiillt, da diese Gedéchnislos ist).

Dauert zu diesem Zeitpunkt

e Alle Lebensdauern und Reparaturzeiten (einschliefilich der zuletzt genannten Restzeiten)
seien unabhangig voneinander.

Es gibt zwei Zusténde in denen sich das System befinden kann:

e 7y: Beide Bauteile sind funktionsuntiichtig;

e /i: Erster Bauteil ist funktionstiichtig, zweiter Bauteil ist funktionsuntiichtig;

e 75: Erster Bauteil ist funktionsuntiichtig, zweiter Bauteil ist funktionstiichtig;

e 73: Beide Bauteile sind funktionsuntiichtig;

Genauso wie vorher kann man sich eine Tabelle mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

aufstellen:
ﬂ'bergang Wahrscheinlichkeit ﬂ'bergang Wahrscheinlichkeit
im Zeitintervall (¢,t + At) im Zeitintervall (¢,t + At)

Zy — 2y 1 — 2pAt + o(At) Zy — 2y AAt + o(At)
Zo — 21 pAt + O(At) Zo — 11 0
Zo — 2oy pAt + O(At) o — Zoy 1-— ()\ + p)At + O(At)
Zy — Zs 0 Zoy — Uj pAL + O(At)
Z1 — 2y AAL + O(At) Z3 — 2y 0
Z1 — 27 1-— ()\ + p)At + O(At) Zs — 27 AAL + O(At)
Z1 — Loy 0 3 — Loy AAL + O(At)
Zy — 23 pAL + O(At) 3 — L3 1 —2)\At + O(At)




Figure 6.2: Zustande mit Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Die zugehorige System lautet folgendermafien:

Po(t) —2p A A 0
Fo=unl =0 0T ey 4 [P0 te0
p5(t) 0 p p —2)\

wobei gilt p;(t) = Wahrscheinlichkeit, dass das System zur Zeit ¢ im Zustand Z; ist. Um die
stationare Losung zu berechnen, berechnen wir wieder den Eigenvektor zum Eigenwert eins,
und normieren diesen auf Lange 1. Das heifit man 16st folgendes Gleichungssystem

—2p A A 0
p —(p+AN) 0 A =
P=0.
p 0 —(p+A) A 0
0 P P —2A
Als Losung erhélt man
A2
_ 1 PA
P=—>
(A+p)? | PA
2

6.4 Monte—Carl Simulation eines komplexeren Systems

6.5 Modellierung eines komplexeren Systems
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Appendix A

Eine kurze Einfuhrung in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung

A.1 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Triplet(€Q2,F,P), wobei Q2 der Ergebnisraum ist und die
Menge aller enthélt. Die Definition haben Sie schon in der Vorlesung von Prof. Kirschenhofer
kennengelernt. Wir wiederholen hier aber die notwendigsten Begriffe.

A.1.1 Ereignisse als Mengen

Wir modellieren Ereignisse als Mengen. Dabei ist eine Menge eine Zusammenfassung von
wohldefinierten und unterscheidbaren Dingen (Elemente) zu einem Ganzen. Die Menge (2,
die alle moglichen Ereignisse (Elementarereignisse) beinhaltet ist die Grundmenge, bzw. der
Ergebnisraum. Weiters ist F die Menge aller méglichen Ereignisse und P eine Funktion auf F
die jedem moglichen Ereignis einen Wert, die Wahrscheinlichkeit mit der dieses Ereignis eintritt,
zuordnet.

Schreibweise:
e (2 Grundmenge, w Element
o w € ): wist Element von Q2

w & Q: w ist nicht Element von 2

A ={a,b,c,d,---}: Die Menge A besteht aus den Elementen a, b, c, ...,

A = {w € Q: w hat Eigenschaft E'}: A besteht aus denjenigen Elementen w von €, die
die Eigenschaft E haben.

Beispiel A.1.1. Werfen eines Wiirfels: Q = N; A = {2;4;6;...} = {n € N: n ist durch 2
teilbar}.

Beispiel A.1.2. Kosten eines Autounfalls: Q@ = [0,00); A = { der Unfall hat weniger als 500
Euro gekostet }.

Beispiel A.1.3. Lebensdauer eines Bauteiles: 2 = [0,00); A = { das Bauteil ist innerhalb
der Garantiezeit von einen halben Jahr kaputt gegangen }.
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Beispiel A.1.4. Uberpriifung von n Bauteilen on sie defekt (=1) oder intakt (=0)
sind. Q = (w,wa,...,wy) tw; =0,1,i=1,...,n}. A= {(1,0,0,1,---,0),(0,0,0,...,0)},
A={weQ: 3" jw; <3}

Der Vergleich von Ereignissen erfolgt durch den Vergleich der Mengen, durch die die Ereignisse
modelliert werden. Hierbei verwenden wir folgende Notation:

a.) Ay C Ag bedeutet, A; ist Teilmenge von Ag, d.h., aus w € A; folgt w € Ay;
b.) Ay D A, bedeutet, Ay ist Teilmenge von Aq, d.h., aus w € A,y folgt w € Ay;
C.) Ay = Ay, falls A C Ay und Ay D Ag;

Beispiel A.1.5. Betrachtet werden Ereignisse, die bei einem Zufallsexperiment (z.B. Werfen
eines trfels, Roulette-Spiel, Erzeugen einer Pseudozufallszahl mit einem Zufallszahlengenerator)
eintreten konnen. Dann ist

Q) = Menge aller mdéglichen Versuchsergebnisse (Grundmenge, Grundgesamtheit, Merk-
malraum, Stichprobenraum); Ereignis; Q) = sicheres Ereignis (tritt immer ein)

Ay, Ay C Q: Ereignisse = Teilmengen von Versuchsergebnissen mit bestimmten Figen-
schaften;

{w} € Q: FElementarereignis = ein (einzelnes) Versuchsergebnis;

o Angenommen: bei einem Versuch wird das Ergebnis w erzielt. Dann sagen wir: Das
FEreignis A tritt ein, falls w € A.

Fir Ay C Ay gilt: Wenn Ay eintritt, dann tritt auch As ein.

Beispiel A.1.6. Der Wiirfel:: {Q = {1,2,3,4,5,6}; Elementar—Ereignisse {1},{2},---,{6}.
Das Ereignis A1 = {2} tritt genau dann ein, wenn die Zahl 2 gewiirfelt wird. Das Ereignis
A9 = {2,4,6} tritt genau dann ein, wenn eine gerade Zahl gewirfelt wird. Also gilt: Ay C A,
d.h., wenn Ay eintritt, dann tritt auch Ao ein.

Beispiel A.1.7. Lebensdauer eines Bauteiles: {2 = [0, 00); Elementar—Ereignisse P([0, 00)
alle méglichen Teilmengen die mittels den Interval gebildet werden knnen. Z.B. [0, 3), (100,2000)U
[500,3000), .... Das Ereignis Ay = [0,300) tritt genau dann ein falls das Bauteil weniger als
300 Stunden gearbeitet hat, Das Ereignis As = [500,00) falls das Bauteil mehr als 500 Stunden
durchgehalten hat.

Man hat also den Ereignisraum (2. Diejenige Teilmenge von €2, die kein Element enthélt,
heifit leere Menge und wird mit () bezeichnet. Das Ereignis () tritt niemals ein und wird deshalb
unmogliches Ereignis genannt. Weiters haben wir die Menge F aller moglichen Ereignisse die
eintreffen konnen aber nicht miissen, weiters liegt die leere Menge () in F und der gesamte Raum
Q gehort zu F. Zu jedem Ereignis A € F kann man ein Gegenereignis A° = Q \ A bilden, dies
gehort auch zu F.

A.1.2 Ereignissysteme

Aus gegebenen Ereignissen Aj, As, ... kann man durch deren Verkniipfung weitere Ereignisse
bilden. Dies wird durch die folgenden Mengenoperationen modelliert.
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Mengenoperationen und ihre probabilistische Bedeutung

a.) Vereinigungsmenge: A; U As: Menge aller Elemente, die zu A; oder Ay gehoren.
(Ereignis A; U Ay = mindestens eines der Ereignisse A; oder As tritt ein)

U2 A; = A1 U Ay U -+ - = Menge aller Elemente, die zu mindestens einer der Mengen A;
gehoren.
(Ereignis U°; A; = mindestens eines der Ereignisse Ay, Ay, - - tritt ein)

b.) Schnittmenge A; N Ag: Menge aller Elemente, die zu A; und A, gehdren
(Ereignis A; N Ay = beide Ereignisse A7 und As treten ein).
Beachte: Zwei Ereignisse Ay, Ay € Q mit A; N Ay = () heiflen unvereinbar (disjunkt), d.h.,
sie konnen nicht gleichzeitig eintreten.
N2 A; = A1 N Ay N --- = Menge aller Elemente, die zu jeder der Mengen A; gehoren.
(Ereignis N$°, A; = sémtliche Ereignisse A;, Ag, ... treten ein)

c.) Differenzmenge: A;\ Aa: Menge aller Elemente von Aj, die nicht zu As gehdren. Spezial-
fall: A°=Q\ A (Komplement) (Ereignis A° = Ereignis A tritt nicht ein)

d.) Symmetrische Mengendifferenz: A1 AAs: Menge aller Elemente, die zu Ay oder As, jedoch
nicht zu beiden gehodren.

Beispiel A.1.8. Sei Q) = {a,b,c,d}, Ay ={a,b,c}; Ay = {b,d}. Dann gilt A{UAs = {a,b,c,d};
A1 N A2 = {b}, A1 \A2 = {a,c}; A‘ll = {d}, AlAAQ = {CL, C, d}
Weitere Eigenschaften: Seien A, B,C C () beliebige Teilmengen. Dann gelten

e Findeutigkeitsgesetze: AUD=A; AND=0; AUQ=Q; ANQ=A
(allgemein: falls A C B, dann gilt ANB = A; AUB = B);

e de Morgansche Gesetze: (AU B)¢ = AN B (AN B)¢ = A°U B¢
e Assoziativ Gesetze: AU(BUC)=(AUB)UC; A(BNC)=(ANB)NC;
e Distributiv Gesetze: AU(BNC)=(AUB)N(AUC); AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Es ist oft nicht zweckmafig, alle moglichen Teilmengen von €2 in die Modellierung einzubeziehen,
sondern man betrachtet nur die Familie derjenigen Teilmengen von €2, deren Wahrschein-
lichkeiten tatsachlich von Interesse sind. Diese Mengenfamilie soll jedoch abgeschlossen sein
beziiglich der Operationen U, N, \, was durch die folgende Begriffsbildung erreicht wird.

Definition A.1.1. FEine nichtleere Familie F von Teilmengen von ) heifit Algebra, falls
Al: Ae F= A° e F;
A2: A, Ay e F= Al UAy € F.

Beispiel A.1.9. Q = {a,b,c,d}; F1 = {0,{a},{b,c,d}, Q} ist eine Algebra, Fo = {0, {a}, {b,c},Q}
ist dagegen keine Algebra.

Definition A.1.2. Fin Algebra F heifit o—-Algebra, wenn zusdtzlich gilt:
A3: A1, Ay, € F = U?ilAi € F.

Bemerkung A.1.1. Die Unterscheidung zwischen Algebren und o—Algebren ist nur wichtig,
falls  nicht diskret ist (z.B. Q@ =R ). In diesem Fall sorgt A3 dafiir, dass ein einzelner Punkt
{a} auch zur o-Algebra gehéren kann. Diese Unterscheidung ist aber eher mathematischer
Natur, und hier nicht wichtig.
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Beachte:

e Das Paar (2, F) heifit Mafiraum, falls F eine o-Algebra ist.

e Fiir jedes 2, Q abzéhlbar, ist die Potenzmenge P(Q2) die Familie aller Teilmengen von §2,
stets eine o-Algebra.

e Wenn  endlich oder abzéhlbar unendlich ist, dann kann F = P(Q2) gewéhlt werden. Bei
nicht abzéahlbarem €2 (z.B. 2 = R oder Q2 = [0, 1]) muss eine kleinere o-Algebra betrachtet
werden (nicht P(2)), ndmlich sdmtliche Teilmengen die aus Intervallen der Form [a,b)
erzeugt werden konnen.

A.1.3 Definition und elementare Eigenschaften

Gegeben sei ein Mafiraum (€2, F). Betrachten wir eine Mengenfunktion, d.h. eine Abbildung
P: F — [0,1], die jeder Menge A € F eine Zahl P(A) € [0,1] zuordnet. Dann heifit P(A)
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € F.

Beispiel A.1.1. Der Wiirfel: Sei Q = {1,2,3,4,5,6} und F sei die Menge aller moglichen
Teilmengen von 2, d.h. F = {Q,{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},{1,2,3,5,6}, ..., {1}, {2}, {3},
{4},{5},{6},0}. Das Wahrscheinlichkeitsmaf$ definieren wir folgendermafen: Sei A € F.
Dann setzen wir P(A) = |A]/6.

Beispiel A.1.2. Der Autounfall: Sei Q) = [0,00)} und F sei die Menge aller méglichen durch

Intervalle erzeugten Teilmengen von €); Das WahrscheinlichkeitsmafS definieren wir folgender-
majfSen: Sei f(x) = Nexp(—Ax), A = [a,b). Dann setzen wir

b
]P’(A):/ f(x)dx.

Definition A.1.3. (Aziome von Kolmogorow) Die Mengenfunktion P : F — [0, 1] heifst Wahrschein-
lichkeitsmafS auf F, falls

(P1) P(Q) =1 (Normiertheit)
(P2) P(U,) =22 P(4;) fir paarweise disjunkte Mengen Ay, Ag,... € F (o-Additivitit)

Wenn (Q, F) ein MafSraum und P ein WahrscheinlichkeitsmafS auf F ist, dann heifit das Tripel
(Q, F,P) Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz A.1.1. Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, Ay, As, ... € F. Dann gilt

o P(A¢) = 1 — P(A)

A C Ay = P(A)) < P(Ay);

P(A; U Ay) =P(Ay) + P(A2) —P(A1 N Ay);

P(A1 U Ag) < P(A1) + P(A);
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A.1.4 Definition von Zufallsvariablen

Betrachten wir einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) und ein beliebiges Element
w € Q, wobei wir so wie bisher {w} als Elementarereignis bzw. Versuchsergebnis interpretieren.
Beachte, haufig interessiert nicht w selbst, sondern eine (quantitative oder qualitative) Kennzahl
X (w) von w, d.h., wir betrachten die Abbildung w — X (w).

Der Miinzwurf aus Beispiel A.1.2 und der Wiirfel aus Beispiel A.1.2 sind jeweils auf einen
Wahrscheinlichkeitsraum €2 definiert. Man kann aber den Miinzwurf mittels einer sogenannten
Zufallsvariablen in die reellen Zahlen abbilden:

1 falls w = K,

(A1)
-1 fallsw=27.

Y:QBwHY(w):{

Beispiel A.1.3. Sei Q die Menge aller méglichen Unfallverliufe eines Auffahrtsunfall, und F
die Menge aller moglichen Teilmengen von €. Sei

X:Q —- R
X(w) +— Kosten die ein Unfall mit Unfallverlauf w verursacht.

Beispiel A.1.4. Sei Q) die Menge aller moglichen Wetterverlaufe eines Tages und F die Menge
aller moglichen Teilmengen von ). Sei

X:Q —- R
X(w) +—  Wassermenge die sich in einen Gefdss mit einen Quadratzentimeter

Grundfldche bei Wetterverlauf w angesammelt hat.

Beispiel A.1.5. (Perioden zwischen zwei Erdbeben). Die Zeitintervalle in Tagen zwischen
aufeinander folgenden schweren Erdbeben werden weltweit aufgezeichnet. Serious bedeutet eine
Erdbebenstirke von mindestens 7,5 auf der Richter-Skala oder, dass mehr als 1000 Menschen
getotet wurden. Insgesamt 63 Erdbeben wurden aufgezeichnet, d.h. 62 Zwischenzeiten. Diese
Datensatz umfasst den Zeitraum vom 16. Dezember 1902 bis 4. Mdarz 1977. Wartezeiten
modelliert man mit exponentiell verteilte Zufallsvariable.

Statt den Miinzwurf iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) zusammen mit der Zu-
fallsvariablen X zu betrachten, ist es nun moglich gleich mit der von X induzierten Verteilung
auf den reellen Zahlen R zu arbeiten. Dazu definieren wir ein sogenanntes Mafy P auf den reellen
Zahlen. In der Wahrscheinlichkeitstheorie kann man zeigen, dass es geniigt, so ein Maf3 auf der
Menge aller halboffenen Intervalle zu definieren. Sei also —oco < a < b < co. Dann sei

1 falls1 e (a,b und —1 € (a,b],
P((a,b]) = < & falls entweder 1 € (a,b] oder — 1 € (a,b],
0 falls weder 1 € (a,b] noch —1 € (a,b].
Definition A.1.4. Sei (Q, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und X : Q@ — R sei
eine beliebige Zufallsvariable. Die Verteilung der Zufallsvariablen X ist die Mengenfunktion

Px : B(R) — R mit
Px(B) =P({w € Q: X(w) € B)).

Man kann leicht sehen, dass folgende Beziehung gilt:
P{we: X(w) €la,b)})=P(a,b), —oo<a<b< .

In unserem Beispiel war der Wahrscheinlichkeitsraum sehr einfach. Es gibt aber auch weitaus
komplexere Wahrscheinlichkeitsraume:
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Beispiel A.1.6. siehe Beispiel A.1.3: Sei Q) die Menge aller maéglichen Unfallverliufe eines
Auffahrtunfalls, und F die Menge aller mdglichen Teilmengen von ). Sei

X:Q — R
X(w) +—  Kosten die ein Unfall mit Unfallverlauf w verursacht.

Fir w € Q ist P(w) ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Unfall mit Unfallverlauf w passiert.
Méchte man aber die Kosten eines Unfalls wissen, so interessiert uns die Gréfle P ({w € Q : X(w) € (a,b)})
fir 0 <a<b.

Sei x > 0. Die Wahrscheinlichkeit dass die Kosten des Unfalls mehr als ex betragen, kann
durch die Verteilungsfunktion die durch P auf R induziert wird, berechnet werden. Damit ist
die Verteilungsfunktion Fx! aus Beispiel A.1.6 gegeben durch

Fx(z) =P (X <z)= P((—o0,x]), z € R.
Bemerkung A.1.2. Man kann zeigen, dass Fx : R — R folgende Eigenschaften besitzt:
a.) Fx : R —[0,1];
b.) limy oo Fx(z) =0 und limy_,o Fx(z) =1;
c.) Fx(z) < Fx(y) fir x <y (Fx ist monoton steigend).

Umgekehrt, erfiillt eine Funktion F' die Punkte in Bemerkung A.1.2, so besitzt diese Funktion
eine Dichte. Dass heift, es gibt eine nicht negative Funktion f: R — R, sodass gilt

F(a) = /_a f(z)dz, —o0<a< oo. (A.2)

Umgekehrt, ist eine nichtnegative Funktion f die Ableitung von F', d.h.

o - g, P23
dF(z)

dx

und [%_ f(z)dx =1, dann ist F definiert durch (A.2) eine Verteilungsfunktion.
Die Dichte in Beispiel A.1.2 wird meistens mit Hilfe der Statistik eruiert, und in der Praxis
nimmt man kurzerhand an, dass es diese Dichte gibt, sodass (A.2) erfiillt ist.

Bemerkung A.1.3. Mit Hilfe der Dichtefunktion, bzw. der Verteilungsfunktion lassen sich das
erste Moment und das zweite Moment ganz leicht berechnen: Sei X : Q) — R eine Zufallsvariable
und Fx bzw. fx, die zugehdrige Verteilungsfunktion, bzw. Dichte. Dann gilt fir das erste
Moment (auch Erwartungswert genannt)

o0

px = EX:/foXu)dx:/ (1 - Fy(z)dz

und fur das zweite Moment
Var(X) =puy2: = EXQ:/ :L‘Qfx(a:)dx:/ x(1— Fx(z))dz.

Des erste Moment heifit auch Erwartungswert und wird in der Literatur oft auch mit EX
bezeichnet. Analog wird jux2 oft mit EX? bezeichnet.

Tm Skriptum bezeichnen wir die Verteilungsfunktion einer gegebenen Zufallsvariable Y bei Fy .
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Bemerkung A.1.4. Sei X wieder eine Zufallsvariable. Eine weitere wichtige Kenngrdsse einer
Zustandsvariablen ist deren Varianz, welche folgendermaflen berechnet wird.

Var(X)=0% = E(X —pux)?
=/ (z — px)? fx(z)da

— 00

= [ e p@ar—zx [ st [T xds

—00 —

= pxz = 2p% + px = pxz — px
Ist ux =0, so qilt ox = \/lix2

A.1.5 Unabhingigkeit

Definition A.1.5. Zwei Zufallsvariable X undY auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2; F;P)
heiffen unabhdngig , wenn fir beliebige Mengen A und B € F gilt

PlweQ: X(w)€e Aund X(w) € B}) =P{weN: X(w) € A}) -PH{w € Q: X(w) € B}).

Beispiel A.1.10. Die Spielergebnisse beim Roulette werden als stochastisch unabhangige Zu-
fallsvariable modelliert, da die Fintrittswahrscheinlichkeit des mdchsten FErgebnisses ganzlich
unabhdngig von der gesamten Vorgeschichte ist. FEntsprechend gilt: Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daf3 beim Roulette nach zehnmal rot nochmals rot kommt, ist 18/37.

A.1.6 Bedingte Wahrscheinlichkeit und die Formel von Bayes

Héufig betrachtet man Ereignisse und Zufallsgrofien unter Bedingungen, die die Zufalligkeit
einschrénken oder zuséatzliche Informationen berticksichtigen.

Beispiel A.1.11. a.) Wirfeln, wobei allerdings nur die gerade Augenzahl gezihlt werden;
Bedingung ’Augenzahl gerade’ .

b.) Lebensdauerversuch unter der Bedingung, dass nur solche Bauteile bericksichtigt werden,
die den ersten Finsatztag tiberstanden haben.

Nach diesem Beispiel verstehen wir die Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A unter der Bedingung B:

Natiirlich fordern wie P(B) > 0. Tatséchlich arbeitet man auch mit bedingten Wahrschein-
lichkeiten im Fall P(B) = 0, aber dann lautet die Definition anders.
Analog gilt

P (AN B)

PBIA) = —55

fiir P(A) > 0.
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Beispiel A.1.12. a.) Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass man bei zweimaligem Wiirfeln

eine 2 (oder eine 1) erzielt, unter der Bedingung dass der Wurf ein gerades Ergebnis liefert
?

b.) Karton A enthdilt 8 Glihbirnen von denen 3 defekt sind, Karton B enthdlt 4 Glihbirnen
von denen 2 defekt sind. Jedem Karton wird zufillig eine Glihbirne entnommen. Wie
grofs ist die Wahrscheinlichkeit dass

(a) beide Birnen nicht defekt sind ?
(b) eine defekt und eine nicht defekt ist ¢

(c) die defekte aus Karton A stammt, wenn eine defekt ist und eine nicht defekt ist?



Appendix B

Monte-Carlo Simulation

Einfiihrungen in Monte Carlo Algorithmen :

e Enrico Zio: The Monte Carlo Simulation Method for System Reliability and Risk Analysis
(Springer Series in Reliability Engineering), 2013.

e Miiller-Gronbach, Thomas; Novak, Erich; Ritter, Klaus Monte Carlo-Algorithmen. Springer-
Lehrbuch. Springer, Heidelberg, 2012.

e Glassermann: Monte Carlo Methods in Financial engineering, (2004).

Monte-Carlo-Simulation oder Monte-Carlo-Studie, auch MC-Simulation, ist ein Verfahren
aus der Stochastik, bei dem sehr haufig durchgefiihrte Zufallsexperimente die Basis darstellen.
Es wird dabei versucht, mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie analytisch nicht oder nur
aufwéndig l6sbare Probleme numerisch zu 16sen. Als Grundlage ist vor allem das Gesetz der
groflen Zahlen zu sehen. Die Zufallsexperimente werden in allgemeinen dabei am Computer mit
Zufallszahlengeneratoren erzeugt.

Das Zufallsexperiment ist durch eine Zufallsvariable X beschrieben. Die kann z.B. der
Zustand eines Systemes bestehend aus mehreren Bauteiles zu einen fixen Zeitpunkt ¢ sein. Hier
in diesem Fall kann man die einzelnen Bausteine aus denen die Zufallsvariable zusammengesetzt
ist, leicht simulieren. Allerdings ist es oft schwer moglich, die Verteilung von X analytisch zu
beschreiben.

Im Allgemeinen mochte man folgendes Problem 16sen: Gegeben ist die Zufallsvariable

X :Q =R,
und eine Funktion ¢ : R — R. Berechne
E¢(X).

Diese Probleme konnen allerdings etwas variieren. Betrachten wir ein System mit zwei Bauteilen
mit Reparatur (siehe Sektion 6.3). Sei X (¢) der Zustand in dem sich das System gerade befindet,
d.h. X(t) € {Zo,Z1,Z2,Z3}. Mochte man an der durchschnittlichen Reparaturzeit eines Sys-
tems interessiert, so ist man an folgender Grofle interessiert:

%E [/OT 120 (X) dt] .

Bei der Monte Carlo Simulation macht man sich das starke Gesetz der groflen Zahlen
zunutze. Das heifft, der empirische Mittelwert einer Stichprobe nahert mit steigender Stich-
probengrofle sich den Mittelwert der Grundgesamtheit, aus der die Stichprobe gezogen wird,
an. Mathematisch formuliert lautet dies so:
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Satz B.0.2. Sei Y eine Zufallsvariable mit Erwartungswert a. Sei {Y; : i = 1,...,n} eine
Stichprobe, d.h. {Y; :i=1,...,n} ist Familie von unabhdingigen Zufallsvariablen Y; mit Y; ~ Y.
Sei

1 n
Dypi=—3 Y,
=1

Dann gilt
]P’(lim Dn:a) —1.
n— o0
In der Monte Carlo Simulation erzeugt (berechnet) man eine Stichprobe {Y7,Ya,---,Y,}
mit Y; ~ Y(T), i = 1,...,n. Dies ist oft recht einfach, da man die Verteilungen der einzelnen

Bauteile kennt. Um a zu berechnen, wertet man nur
1 n
=~ D 10,00y (Y7)
i=1

aus. Aus den Gesetzt der groflen Zahlen weifl man dass a,, mit n — oo gegen a konvergiert.
Wahlt man nun n genug gross, ist a, eine gute Naherung fir a.

Die Geschwindigkeit der Konvergenz (in n) héngt natiirlich von der Varianz von X ab. Hier
gibt es auch Techniken die die Varianz reduzieren und damit die Konvergenzgeschwindigkeit
erhohen, wir werden aber hier nicht naher darauf eingehen.

Hier gibt es verschiedene Techniken, die Varianz von Y zu reduzieren. aber das ist ein
Thema mit dem wir uns hier nicht beschaftigen.

Hier wird nur besprochen, wie man verschiedene Zufallsvariablen, bzw. einen Zahlprozess
generiert, das Gesamtrisiko simuliert. Auch werden wir kurz eine Monte Carlo simulation des
Beispiel das in Sektion 6.3 beschrieben ist, schildern. Da wir keine analytischen Berechnungen
durchfithren, werden wir als Lebensdauerverteilung und der Verteilung der Reparaturzeit, nicht
die Exponential Verteilung nehmen.

B.1 Erzeugung von Zufallszahlen

Die meisten Programmiersprachen enthalten zwei Arten von Zufallsgeneratoren. Einmal, einen
Zufallsgenerator der eine auf einen Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable X generiert,
und einen Zufallsgenerator der eine ganzzahlige Zufallsvariable Z : Q@ — {1,2,...,,n} gener-
iert. Da die Simulation der meisten anderen Verteilungen in der einen oder anderen Form auf
diesen Generatoren beruht, ist es &uflerst wichtig, dass gute Algorithmen implementiert wurden
und die Implementierung valide Ergebnisse liefert. Hinsichtlich des letzten Punkts sind auch
mogliche IT-spezifische Probleme zu beachten. Eine Einfithrung in die Problematik von Zufall-
szahlengeneratoren findet sich bei Lecuer.... Anzumerken ist, dass statistische Softwarepakete
wie MatLab oder R enthalten zumeist Zufallszahlengeneratoren die Zufallsvariablen mit den
gangigen Verteilungen erzeugen.

In Matlab stehen einige Zufallszahlengeneratoren zur Verfiigung, der Befehl heifit random
in MatLLAb und z.B. ran in R. Die entsprechende Befehle sind in der Hilfe nachzulesen.

Trotzdem werden wir hier einige Verfahren vorstellen mit dessen Hilfe man aus gleichverteil-
ten Zufallsvariablen Zufallsvariablen mit einer gegebener Verteilung gewinnt. Als erstes stellen
wir zwei Verfahren zur Erzeugung von Zufallsvariablem mit stetiger Verteilungsfunktion vor,
danach stellen wir auf die Erzeugung von Zufallsvariablen mit diskreter Verteilungsfunktion vor.
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B.1.1 Erzeugung stetiger Zufallszahlen - die Inversionsmethode

Gesucht wird eine Methode, um Zufallszahlen {X; : ¢ = 1,...n} geméB einer gegebenen
Verteilungsfunktion F' : R — [0, 1] zu erzeugen. Die Inversionsmethode arbeitet mit der Quan-
tilenfunktion. Dabei wird folgende wichtige Tatsache bentitzt:

Satz B.1.1. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und U eine [0, 1]—
gleichverteilte Zufallsvariable. Dann gilt fir F* (u) = infyer{u < F(z)}

FE(U) ~ X. (B.1)

Ist F stetig und streng monoton steigend, so ist F~ = F~!. Hat F Spriinge oder ist F iiber
ein Intervall konstant, so ist eigentlich F' nicht invertierbar, aber F~ immer noch wohldefiniert
und obige Beziehung (B.1) gilt trotzdem.

Satz B.1.1 hat folgende Bedeutung fiir die Praxis: Wenn die inverse Verteilungsfunktion bzw.
Quantilfunktion F'* bekannt ist, kann eine Realisierung der Zufallsvariablen X erzeugt werden,
indem zunéchst eine Zufallsvariable U die gleichverteilung ist, simuliert wird. AnschlieSend wird
dieser Wert in die inverse Verteilungsfunktion eingesetzt, d.h. X := F<(U). Satz B.1.1 besagt
nun, dass X tatsdchlich eine Zufallsvariable der vorgegebenen Verteilung ist. Damit ergibt sich
der folgende allgemeine Algorithmus:

Algorithmus zur Erzeugung einer Realisierung von X mit Verteilungsfunktion F' gemaf der
Inversionsmethode

1. Erzeuge U wobei U gleichverteilt auf [0, 1] ist.

2. Setze X := F<(U).

Beispiel: Die Exponential-Verteilung Fiir die Exponential Verteilung Exp(A) mit Pa-
rameter A > 0 ist die Verteilung gegeben durch F(x) = 1 — exp(—Ax). Da F' streng monoton
steigend ist, lasst sich F< folgendermafien berechnen

y = 1—exp(—Ax)
l1—u = exp(—Az)
—In(l—uw) = Az

1
—Xln(l —u) = .

Da, falls U gleichverteilt auf [0, 1] ist, ist auch 1 — U gleichverteilt auf [0, 1] ist und es gilt

() = —§ n(u).

Damit lautet der Algorithmus zur FErzeugung einer
exponential-verteilter Zufallsvariablen X:

1. Erzeuge U wobei U gleichverteilt auf [0, 1] ist.

2. Setze X := — In(U).
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B.1.2 Erzeugung stetiger Zufallszahlen - die Verwerfungsmethode

Bei der Inversionsmethode trifft das Problem auf, dass nicht alle Verteilungsfunktionen einfach
zum invertieren sind. Ein Beispiel ist die Log Gamma Verteilung. &

Im Gegensatz, zur Inversionsmethode handelt es sich bei der Verwerfungsmethode (Acceptance-
Rejection Method) um eine indirekte Methode zur Erzeugung von Zufallszahlen einer gewtinschten
Verteilung. Zunachst wird eine Zufallszahl gemaf einer leichter zu simulierenden Verteilung
erzeugt und dann gemaf einer bestimmten Entscheidungsregel angenommen oder verworfen.
Dabei muss der Verwerfungsmechanismus so funktionieren, dass die schliefSlich akzeptierten Zu-
fallszahlen der gewiinschten Verteilung gehorchen. Das Ziel ist die Simulation einer stetigen
Zufallsvariablen X die F' als Verteilungsfunktion mit Dichte f besitzt.

Man sucht sich nun eine weitere Verteilung G mit Dichte g, die sich gut simulieren lasst und
flir die es eine Zahl ¢ > 0 gibt, sodass gilt

flx) <c-g(x)

fiir alle Werte von € R. Im ersten Schritt wird nun eine Zufallsvariable Y mit Verteilungsfunk-
tion G erzeugt. Diese Zufallsvariable wird nun in einen zweiten Schritt mit Wahrscheinlichkeit
f(Y)/cg(Y) als Realisierung von X akzeptiert oder mit Wahrscheinlichkeit 1 — f(Y)/cg(Y)
verworfen. Dies kann erreicht werden, indem zunéchst eine gleichverteilte Zufallszahl U erzeugt
wird. Ist die Bedingung U < f(Y)/cg(Y) erfiillt, wird die Zahl Y akzeptiert, ansonsten wird
sie verworfen. Als Algorithmus stellt sich die Methode wie folgt dar:

Algorithmus zur Erzeugung einer Realisierung von X mit Verteilungsfunktion f gemafl der
Verwerfungsmethode:

1. Erzeuge Y mit Verteilungsfunktion G;
2. Erzeuge U, wobei U gleichverteilt auf [0, 1] ist;
3. Wenn U < f(Y)/cg(Y) ist, setze X :=Y. Ansonsten gehe zu Schritt 1.

Die resultierende Zufallszahl besitzt tatsdchlich die geforderte Verteilung. Man kann zeigen,
dass die Anzahl der Iterationen, die notwendig ist, um eine Realisierung von X zu erzeugen,
eine geometrisch verteilt Zufallsvariable mit Parameter ¢ ist. Das heisst im Mittel werden ¢
Simulationen benotigt, um eine Simulation von X zu erzeugen. Daher sollte ¢ mdglichst klein,
d.h. nahe bei eins, gewahlt werden.

Beispiel: Gamma Verteilung Angenommen wir mochten eine Zufallsvariable X, welche
Gamma verteilt ist mit Parametern % und 1 simulieren. Die Dichtefunktion ist gegeben durch

flx) = -a:%-eng-\/i-ex, x> 0.

Sei nun g die Dichtefunktion der Exponentialverteilung mit Parameter %, d.h.

Dann gilt ja
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Damit lautet der Algorithmus:

Algorithmus zur Erzeugung einer Zufallsvariablen X die Gamma verteilt ist
mit Parametern % und 1 mittels der Verwerfungsmethode:

1. Erzeuge U; wobei U; gleichverteilt auf [0, 1] ist;
2. Setzte Y = —32 In(U7);

3. Erzeuge Us, wobei U gleichverteilt auf [0, 1] ist;
4. Wenn

ist, setze X :=Y. Ansonsten gehe zu Schritt 1.

B.1.3 Erzeugung Normalverteilter Zufallsvariablen

Prinzipiell ist es moglich, normalverteilte Zufallsvariable mit der Inversionsmethode zu erzeugen,
dazu muss aber die Quantilenfunktion der Standardnormal-verteilung ausgewertet werden. Da
es keine einfache exakte Formel fiir diese Funktion gibt, muss in der Praxis auf Approximationen
zuriickgegriffen werden, wodurch es zu Fehlern kommen kann. Eine andere Simulationsmethode
ist die Boz-Mdiller-Transformation, die durch folgenden Algorithmus aus zwei gleichverteilen
Zufallsvariablen U; und Us zwei unabhéngig standardnormalverteilte Zufallsvariablen X; und
Xy erzeugt.

Box-Miiller-Algorithmus zur Erzeugung zweier unabhéangiger standard normalverteilten
Zufallsvariablen X7 und Xs:

1. Erzeuge zwei unabhéngige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable U; und Us;

2. Setze

Xl = (—QID(Ul) . COS(27T . Ug);
Xo = (—=2In(Uy) - sin(27 - Us);

B.1.4 Erzeugung diskreter Zufallszahlen

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Simulationsalgorithmen fiir stetige Verteilungen
vorgestellt. Die Inversionsmethode funktioniert in etwas abgewandelter Form jedoch auch fiir
diskrete Verteilungen.

Ziel hier ist es, eine Zufallsvariable X zu simulieren, die Werte 1 < z9 < -+ < x,, < ...
mit den Wahrscheinlichkeiten pq,po,...,pn, ... annimmt, d.h.

x1  mit Wahrscheinlichkeit pq,
xo  mit Wahrscheinlichkeit po,

T,  mit Wahrscheinlichkeit p,,,

SR
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Genauso wie bei der Inversionsmethode mit stetiger Verteilungsfunktion wird im ersten
Schritt eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahl U erzeugt. Die gesuchte Zufallsvariable X wird
dann definiert durch

xTq falls U < P1,
xo  falls p1 < U < p1 + po,

z, falls Z?:_ll pi <U <> pi,

Diese Definition liefert das richtige Ergebnis, denn es ist
n—1 n n n—1
u»<x:xn>=ﬂw(zpi - U<zpz-) S-S e
i=1 i=1 i=1 i=1

Beispiel: Poisson Verteilung Es soll eine Zufallsvariable mit Verteilung Pois()\) erzeugt
werden. In diesem Fall ist die Menge {x1,x2, - ,xy,...} gleich {1,2,...,n —1,...} und

oy AT A
pl_ 9 pl_(/[/_l)'_plfl _1
Hier gilt also
A1)
A '
= G
In diesem Fall lassen sich die Wahrscheinlichkeiten p;, i = 1, ..., durch eine Rekursion darstellen:

- A
p1=¢€ )‘7 Pi = Pi—17=7-

Algorithmus zur Erzeugung von Poisson verteilten Zufallsvariablen mit Pa-
rameter A:

1. Erzeuge eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable U;
2. Setze i :=0, p:= e N F = D;

3. Ist U < F, setze x = ¢ und stoppe;

4. Setzep:i%'p,F::F—l—p,i:i—l—l;

5. Erzeuge eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable U’

6. Gehe zu 3.

B.2 Monte Carlo Simulation eines Systems

Mit Hilfe der Monte—Carlo simulation wird ein typisches Scenario eines stochastischen Systems
am Computer simuliert.

Bevor man eine Monte Carlo Simulation startet muss das System genau beschrieben werden,
z.B. durch ein Ablaufdiagramm flow diagramm oder einen Markov Prozess. Die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen miissen genau spezifiziert werden, und der Ablauf genau beschrieben wer-
den.
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Der Ablauf der Simulation wird genau fiir die Nachbearbeitung mitgeschrieben. Hier sollte
man sich genau iiberlegen welche Daten wichtig sind, welche iiberfliissig (oder redundant) sind.
Auch muss gekladrt werden, welche Gréssen man berechnen will, bzw. welche Fragen zu beant-
worten will.

B.2.1 Monte Carlo Simulation eines reparablen Systems mit zwei Bauteilen

In unseren Beispiel simulieren wir ein System das aus zwei Bauteilen besteht. Die Lebensdauer
wird mit der Weibull Verteilung modelliert, die Zeit der Reparatur mit der Rayleigh Verteilung.
Der Source Code ist am Ende des Kapitels. Wir vergleichen die Ergebnisse mit eines System wo
wir als Lebensdauerverteilung und Reparaturverteilung die Exponential Verteilung angenom-
men haben.

Um beide Systeme vergleichen zu kénnen, nehmen wir an, dass der durchschnittliche Aus-
fallrate bei beiden Systemen gleich ist.

Die durchschnittliche Ausfallrate der Weibull Vertelung: Die zeitabhéngige Ausfall-
rate A\(t) ist gegeben durch

f(t) At L exp(—(At)%)

A(t) = = = \%at* 1.
U= R = e (00) -
Damit gilt
3 > ara—1_ —(\t)~ A 1
A = At) At e dt=2T(2-=).
0 « (0]

Die durchschnittliche Ausfallrate der Raighley Vertelung: Die Dichtefunktion der
Rayleigh Verteilung ist gegeben durch

t
f(t) = e
Die zeitabhéngige Ausfallrate A(t) ist gegeben durch
) _t
t) = —% = —.
*) R(t)  b?
Damit gilt
_ R t 1 /r
A = A )\(t) b—2€ 202 dt = g §

Im folgenden sehen Sie die durchschnittliche Zeit die der Prozess im Zustand Z;, i = 0,1,2,3
verbringt fiir die Werte A =1, a = 2.5 und b =0.1:

Im néchsten Schritt vergleichen wir das Ergebnis mit einen System, wo wir als Verteilung fiir
die Lebensdauer und Reparaturzeit die Exponential Verteilung genommen haben. Hier waren
die entsprechenden parameter A =T' (2 — 5=) = 0.893515 und p = 10 - /3 = 12.5331. Hier ist
sind die theoretischen Werte

2 2
P 2+ p+ A

5 = 0.0695223 , 555"

(A +p)? (A2 + p?)?

Weitere wichtige Kennwerte

e Verfiigbarkeit des Systems;
e Anzahl der Reparaturen;

e Das System als stochastischen Prozess dargestellt.



