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Die Grundmenge Ω und Elementarereignisse

Ω Grundmenge, ω Element

ω ∈ Ω: ω ist Element von Ω

Example

Werfen eines Würfels: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Example

Lebensdauer eines Bauteiles: Ω = [0,∞).

Example

Überprüfung von n Bauteilen ob diese defekt (=1) oder intakt (=0) sind.

Ω = (ω
1

, ω
2

, . . . , ωn) : ωi = 0, 1, i = 1, . . . , n}.
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Ereignisse

Example

Werfen eines Würfels: Ω = IN; A = {2; 4; 6} = {n ∈ Ω : n ist dur
h 2

teilbar}.

Example

Lebensdauer eines Bauteiles: Ω = [0,∞);A = { das Bauteil ist

innerhalb der Garantiezeit von einen halben Jahr kaputt gegangen };
A = { Das Bauteil blieb ein ganzes Jahr intakt }.

Example

Überprüfung von n Bauteilen ob diese defekt (=1) oder intakt (=0)

sind. Ω = (ω
1

, ω
2

, . . . , ωn) : ωi = 0, 1, i = 1, . . . , n}.
A = {(1, 0, 0, 1, · · · , 0), (0, 0, 0, . . . , 0)}, A = {ω ∈ Ω :

∑n
j=1

ωj ≤ 3}.
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Teilmengen von Ereignissen

1 A
1

⊂ A
2

bedeutet, A
1

ist Teilmenge von A
2

, d.h., aus ω ∈ A
1

folgt ω ∈ A
2

;

2 A
1

⊃ A
2

bedeutet, A
2

ist Teilmenge von A
1

, d.h., aus ω ∈ A
2

folgt ω ∈ A
1

;

3 A
1

= A
2

, falls A
1

⊂ A
2

und A
1

⊃ A
2

;

Example

Der Würfel:: {Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}; Elementar�Ereignisse {1}, {2}, · · · , {6}. Das
Ereignis A

1

= {2} tritt genau dann ein, wenn die Zahl 2 gewürfelt wird. Das

Ereignis A
2

= {2, 4, 6} tritt genau dann ein, wenn eine gerade Zahl gewürfelt

wird. Also gilt: A
1

⊂ A
2

, d.h., wenn A
1

eintritt, dann tritt au
h A
2

ein.

Example

Lebensdauer eines Bauteiles: {Ω = [0,∞); Elementar�Ereignisse P([0,∞) =
alle mögli
hen Teilmengen die mittels den Interval gebildet werden können. Z.B.

[0, 1
2

), (100, 2000)∪ [500, 3000), . . .. Das Ereignis A
1

= [0, 300) tritt genau dann

ein falls das Bauteil weniger als 300 Stunden gearbeitet hat, Das Ereignis

A
2

= [500,∞) falls das Bauteil na
h 500 no
h intakt war.
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Dur
hs
hnitt und Vereinigung von Ereignissen

Seien A,B ,C ⊂ Ω beliebige Teilmengen. Dann gelten

Eindeutigkeitsgesetze: A ∪ ∅ = A; A ∩ ∅ = ∅; A ∪ Ω = Ω; A ∩ Ω = A

(allgemein: falls A ⊂ B , dann gilt A ∩ B = A; A ∪ B = B);

de Morgans
he Gesetze: (A ∪ B)c = Ac ∩ Bc ; (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc
;

Assoziativ Gesetze:

A ∪ (B ∪ C ) = (A ∪ B) ∪ C ; A (B ∩ C ) = (A ∩ B) ∩ C ;

Distributiv Gesetze:

A ∪ (B ∩ C ) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C ); A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C ).
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Das Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ

De�nition

Gegeben sei ein Maÿraum (Ω,F). Das Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ist eine

Abbildung

P : F −→ [0, 1],

A 7→ P(A).

Für A ∈ F heiÿt P(A) Wahrs
heinli
hkeit des Ereignisses A ∈ F .

Example

Der Würfel: Sei Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} und F sei die Menge aller mögli
hen

Teilmengen von Ω, d.h. F = {Ω, {1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2, 3, 4, 6}, {1, 2, 3, 5, 6},
. . . , {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, ∅}. Das Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ

de�nieren wir folgendermaÿen:

Sei A ∈ F . Dann setzen wir P(A) = |A|/6.
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Das Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ

De�nition

Gegeben sei ein Maÿraum (Ω,F). Das Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ ist eine

Abbildung

P : F −→ [0, 1],

A 7→ P(A).

Für A ∈ F heiÿt P(A) Wahrs
heinli
hkeit des Ereignisses A ∈ F .

Lebensdauer von Bauteilen:

Sei Ω = [0,∞)} und F sei die Menge aller mögli
hen dur
h Intervalle

erzeugten Teilmengen von Ω; Das Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ de�nieren wir

folgendermaÿen: Sei f (x) = λ exp(−λx), I = [a, b). Sei T die Zeitpunkt zu

den ein bestimmtes Bauteil defekt wurde. Dann setzen wir

Prob(T ∈ I ) = P(I ) =

∫ b

a

f (x) dx .
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De�nition von Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable ist eine Abbildung von Ω in die reellen Zahlen.

Example

Sei Ω die Menge aller mögli
hen Unfallverläufe eines Au�ahrtsunfall, und F die

Menge aller mögli
hen Teilmengen von Ω. Sei

X : Ω → R

ω 7→ X (ω) = Kosten die ein Unfall mit Unfallverlauf ω verursa
ht.

Example

Sei Ω die Menge aller mögli
hen Wetterverläufe eines Tages und F die Menge

aller mögli
hen Teilmengen von Ω. Sei

X : Ω → R

ω 7→ X (ω) = Wassermenge die si
h in einen Gefäss mit einen

Quadratzentimeter Grund�ä
he bei Wetterverlauf ω angesammelt hat.
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Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen

Example

Sei Ω die Menge aller mögli
hen Unfallverläufe eines Au�ahrtunfalls, und F die

Menge aller mögli
hen Teilmengen von Ω. Sei

X : Ω → R

X (ω) 7→ Kosten die ein Unfall mit Unfallverlauf ω verursa
ht.

Für die Versi
herung ist der Unfallverlauf uninteressant, wi
htig sind die Kosten

die ein Unfall verursa
ht. Bevor ein Unfall ges
hieht, kann man diese aber ni
ht

vorhersagen, man kann aber aus den Erfahrungswerten die Kosten vorhersagen.

Dies kann man mit einer Verteilungsfunktion modellieren.

Die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Kosten im Interval [a, b] liegen ist

P([a, b]) := P ({ω ∈ Ω : X (ω) ∈ (a, b)}) .

Die Funktion

x 7→ P ({ω ∈ Ω : X (ω) ≤ x})
ist die Verteilungsfunktion von X .

Sei x > 0. Die Wahrs
heinli
hkeit dass die Kosten des Unfalls mehr als x Euro

betragen, kann dur
h die Verteilungsfunktion die dur
h auf induziert wird,

bere
hnet werden. Damit ist die Verteilungsfunktion

1

aus Beispiel 14 gegeben

dur
h

1

Im Skriptum bezei
hnen wir die Verteilungsfunktion einer gegebenen Zufallsvariable

bei .
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Di
htefunktion einer Zufallsvariablen

Sei X eine Zufallsvariable über (Ω,F ,P) und FX die zugehörige

Verteilungsfunktion, d.h.,

F (x) := P (X ≤ x) , x ∈ R.

Bemerkung:

Man kann zeigen, dass FX : R → R folgende Eigens
haften besitzt:

1 FX : R → [0, 1];

2

limx→−∞ FX (x) = 0 und limx→∞ FX (x) = 1;

3 FX (x) ≤ FX (y) für x ≤ y (FX ist monoton steigend).
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Di
htefunktion einer Zufallsvariablen

Umgekehrt, ist eine Funktion F stetig, so besitzt diese Funktion eine Di
hte. Dass

heiÿt, es gibt eine ni
ht negative Funktion f : R → R, sodass gilt

F (x) =

∫ x

−∞

f (y) dy , −∞ < a < ∞. (1)

Umgekehrt, ist eine ni
htnegative Funktion f die Ableitung von F , d.h.

f (x) = lim

∆x→0

F (x +∆x)− F (x)

∆x

=
dF (x)

dx

und

∫

∞

−∞
f (x) dx = 1, dann ist F de�niert dur
h (1) eine Verteilungsfunktion.
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Di
htefunktion einer Zufallsvariablen

De�nition

Eine Zufallsvariable heiÿt stetig verteilt mit Di
hte f , falls si
h ihre

Verteilungsfunktion F : R → R in folgender Weise s
hreiben lässt:

F (x) =

∫ x

−∞

f (y) dy , x ∈ R.
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Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen

Gegeben: Zufallsvariable X mit Di
htefunktion fX , Verteilungsfunktion FX :

Wi
htige Kennwerte von Verteilungsfunktionen:

Erwartungswert: mX = EX =
∫

∞

−∞
xfX (x) dx ;

Varianz: vX = E (X − EX )2 =
∫

∞

−∞
(x −mX )

2fX (x) dx ;

Standardabwei
hung: σX =
√
vX ;

S
hiefe: v(X ) := E

[

(

X−mx

σX

)

2

3

]

.

Median: P (X ≥ median) = 0.5;

α�Quantile: F−1(α);

Modalwert: Modus xD oder Modalwert ist bei einer empiris
hen

Häu�gkeitsverteilung der häu�gst vorkommende Wert.
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Unabhängigkeit

De�nition

Zwei Zufallsvariable X und Y auf einem Wahrs
heinli
hkeitsraum (Ω;F ;P)
heiÿen unabhängig , wenn für beliebige Mengen A und B ∈ F gilt

P({ω ∈ Ω : X (ω) ∈ A und X (ω) ∈ B})
= P({ω ∈ Ω : X (ω) ∈ A}) · P({ω ∈ Ω : X (ω) ∈ B}).

Beispiel Würfel:

A = { Es wurde eine 3 gewürfelt }, B = { Die Zahl war ungerade }.

Example

A = { erstes Bauteil explodierte }, B = { das danebenliegende Bauteil nahm

S
haden }.
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Formel von Bayes

die bedingte Wahrs
heinli
hkeit des Ereignisses A unter der Bedingung B:

P (A | B) =
P (A ∩ B)

P(B)
. (2)

Beispiel Würfel:

A = { die gewürfelte Zahl ist 3}, B = { die gewürfelte Zahl ist ungerade }.
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Kleine Übung zur Formel von Bayes

Vor Ihnen Stehen drei S
ha
hteln, eine ist mit Orangen gefüllt, eine mit Äpfeln

gefüllt und eine zur Hälfte mit Äpfeln und zur Hälfte mit Orangen gefüllt.

Sie gehen zur ersten S
ha
htel und nehmen einen Apfel heraus. Wie gross ist die

Wahrs
heinli
hkeit dass dies die S
ha
htel ist die ganz mit Äpfeln gefüllt ist oder

zur Hälfte mit Äpfeln und zur Hälfte mit Orangen gefüllt ist.

Satz der totalen Wahrs
heinli
hkeit:

Sei {Bi : i = 1, . . . , n} eine Partition von Ω, d.h. Bi und Bj sind disjunkt für i 6= j

und ∪n
i=1

Bi = Ω. Dann gilt

P(A) =

n
∑

i=1

P(A | Bi )P(Bi ).
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