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Die Zuverlässigkeit eines Systems

Tf : Zeitpunkt, an dem das System ausfällt.

De�nition

Die Zuverlässigkeit R(t) eines Systems zu einem Zeitpunkt t ≥ 0 ist die

Wahrs
heinli
hkeit, dass im Zeitinterval [0, t] kein Ausfall aufgetreten ist,

mathematis
h ausgedrü
kt,

R(t) := P (Tf > t) , t ≥ 0.
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De�nition

Die Zuverlässigkeit R(t) eines Systems zu einem Zeitpunkt t ≥ 0 ist die

Wahrs
heinli
hkeit, dass im Zeitinterval [0, t] kein Ausfall aufgetreten ist,

mathematis
h ausgedrü
kt,

R(t) := P (Tf > t) , t ≥ 0.

De�nition

Die Ausfallwahrs
heinli
hkeit F (t) = P(Tf < t) in einem Intervall [0, t] wird mit

F bezei
hnet und kann mittels R de�niert werden, d.h.

F (t) = 1− R(t), t ≥ 0.
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Einige Beispiele typis
her Verteilungen

Die Exponential Verteilung mit Parameter λ > 0: Die Di
htefunktion

lautet

f (t) = λ exp(−λt), t ≥ 0.
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lautet

f (t) = λ exp(−λt), t ≥ 0.

Gamma Verteilung: Die Di
htefunktion einer Gamma-verteilten

Zustandsvariabler X ∼ Γ(k ;λ) mit reellwertigen Parametern k > 0 und

λ > 0 hat für x > 0 die Gestalt

f (t) = λ
k

Γ(k) · t
k−1 · e−λt .
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f (t) = λ
k

Γ(k) · t
k−1 · e−λt .

Die Weibullverteilung: Die Di
htefunktion der Weibull-Verteilung

Wei(α, λ), α, β > 0 ist gegeben dur
h

f (t) =

{

αλαtα−1

e

−(λt)α
für t > 0,

0 sonst,
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htefunktion der Weibull-Verteilung

Wei(α, λ), α, β > 0 ist gegeben dur
h

f (t) =

{

αλαtα−1

e

−(λt)α
für t > 0,

0 sonst,

Die Lognormal Verteilung: Ist Y ∼ N (µ, σ) dann ist X gegeben dur
h

X = exp(Y ) Log Normal verteilt. Die Di
htefunktion lautet

f (t) =







1√
2πσ

1

t
e
− 1

2

(

ln(t)−µ

σ

)

2

für t > 0

0 sonst.
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Exkurs - Extremalverteilungen

Die Fré
het-verteilung

Eine Zufallsvariable X ist Fré
het verteilt mit Parameter a, falls für die

Verteilungsfunktion FX gilt

Φa(x) := FX (x) =

{

0, falls x ≤ 0,

exp(−x−a), falls x > 0.
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Abbildung: Die Di
hte-, Verteilungs-, und Tailfunktion.
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Exkurs - Extremalverteilungen

Die Weibull-verteilung

Eine Zufallsvariable X ist Weibull verteilt mit Parameter a, falls für die

Verteilungsfunktion FX gilt

Ψα(x) := FX (x) =

{

exp(−(−x)α), falls x ≤ 0,

1 falls x > 0.
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Exkurs - Extremalverteilungen

Die Gumpel-verteilung Eine Zufallsvariable X ist Gumpel verteilt, falls für

die Verteilungsfunktion FX gilt

Λ(x) := FX (x) = exp(−e−x)
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Exkurs - Extremalverteilungen

Theorem

extrem-
on

(Satz von Fisher-Liggett) Seien {Xn : n ∈ IN} unabhängige identis
h

verteilte Zufallsvariabeln und sei

Mn = max{X
1

,X
2

, . . . ,Xn}, n ∈ IN.

Dann gibt es Konstanten cn > 0 und dn sodass gilt

c−1

n (Mn − dn) → H, n → ∞

für eine ni
ht degenerierte Zufallsvariable H. Dann genügt H einer

sogenannten Extremwertverteilung (d.h. Gumpel, Weilbull oder Fré
het

Verteilung).
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Exkurs - Extremalverteilungen

Example

tail1

Seien {Xi : i ∈ IN} unabhängig und exponential verteilt mit Parameter λ,
d.h.

F (x) = 1− e−λx
für x > 0.

Die Tail�Wahrs
heinli
hkeit F̄ ist gegeben dur
h

F̄ (x) := 1− F (x) = e−λx
. Damit gilt

lim

n→∞

P

(

Mn

λ
−

log n

λ
< x

)

= e−e−x

= Λ(x), x ∈ [0,∞).

Mit anderen Worten konvergiert die Zufallsvariable (Mn − log n)/λ für

n → ∞ in Verteilung gegen Λ.

Literatur: Embre
hts, Klüppelberg,
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Weitere wi
htige Kenngrössen

De�nition

Damit de�nieren wir die momentane Fehlerrate oder momentane

Ausfallrate (im englis
hen Hazardfun
tion) als

λ(t) =
f (t)

R(t)
.
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Weitere wi
htige Kenngrössen

De�nition

Damit de�nieren wir die momentane Fehlerrate oder momentane

Ausfallrate (im englis
hen Hazardfun
tion) als

λ(t) =
f (t)

R(t)
.

De�nition

Erwartungswert der Ausfallzeit (englis
h MTTF=mean time to failure)

MTTF = E[Tf ] =

∫

∞

0

tf (t) dt.

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 10. Jänner 2017 11 / 44



Weitere wi
htige Kenngrössen

(mean residual life):

MRL(t) = E[Tf | Bauteil funktioniert zur Zeit t], t ≥ 0.

Die Formel von Bayes ergibt

MRL(t) =

∫

∞

t
(s − t) f (s) ds

R(t)
.
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Weitere wi
htige Kenngrössen

Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F mit Di
htefunktion F .

(Mode einer Verteilung):

t

mode

= {t ∈ [0,∞) : f (t) ≥ f (s), s ≥ 0}.

(Median einer Verteilung):

t

median

= {t ∈ [0,∞) : F (t) = 0.5}.
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Die Badewannen Verteilung
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Die Badewannen Verteilung

Burn in: Fabrikationsfehler: S
hle
hte S
hweiÿnähte, Sprünge, Riÿe, Auss
hussteil,

s
hle
hte Qualitätskontrolle, Kontamination, . . . .
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hle
hte S
hweiÿnähte, Sprünge, Riÿe, Auss
hussteil,

s
hle
hte Qualitätskontrolle, Kontamination, . . . .

Useful life: Dur
h die Umgebung verursa
hte zufällige Belastung, mens
hli
hes

Versagen, A
ts of God, Pe
h, . . .

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 10. Jänner 2017 14 / 44



Die Badewannen Verteilung

Burn in: Fabrikationsfehler: S
hle
hte S
hweiÿnähte, Sprünge, Riÿe, Auss
hussteil,

s
hle
hte Qualitätskontrolle, Kontamination, . . . .

Useful life: Dur
h die Umgebung verursa
hte zufällige Belastung, mens
hli
hes

Versagen, A
ts of God, Pe
h, . . .

Wear Out: Ermüdungsers
heinigungen, Korrision, Altern, Spannung, . . . .
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Die Badewannen Verteilung

Example

bathtube

Eine vereinfa
hte bathtub Kurve kann man dur
h eine linearisierte hazard rate

modellieren: In diesen Fall wird λ folgendermaÿen modelliert (λ > 0 sei �x

vorgegeben):

λ(t) =











c
0

− c
1

t + λ für 0 ≤ t ≤ c
0

c
1

λ für

c
0

c
1

< t ≤ t
0

c
2

(t − t
0

) + λ für t > t
0

Es gilt somit

R(t) =















exp

(

−
{

(c
0

+ λ)t − c
1

(t2/2)
})

für 0 ≤ t ≤ c
0

c
1

exp

(

−
{

λt +
c2
0

2c
1

})

für

c
0

c
1

< t ≤ t
0

exp

(

−
{

c
2

2

(t − t
0

)2 + λt +
c2
0

2c
1

})

für t > t
0
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Exponential verteilung
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Exponential verteilung

Die Di
htefunktion lautet

f (t) = λ
0

exp(−λ
0

t), t ≥ 0,

Die Zuverlässigkeitsfunktion lautet
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Exponential verteilung

Die Di
htefunktion lautet

f (t) = λ
0

exp(−λ
0

t), t ≥ 0,

Die Zuverlässigkeitsfunktion lautet

R(t) = e−λ
0

t , t ≥ 0,

und der Erwartungswert der Ausfallzeit
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Exponential verteilung

Die Di
htefunktion lautet

f (t) = λ
0

exp(−λ
0

t), t ≥ 0,

Die Zuverlässigkeitsfunktion lautet

R(t) = e−λ
0

t , t ≥ 0,

und der Erwartungswert der Ausfallzeit

ETf = 1

λ
0

,

die zugehörige Varianz beträgt
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Exponential verteilung

Die Di
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exp(−λ
0

t), t ≥ 0,

Die Zuverlässigkeitsfunktion lautet

R(t) = e−λ
0

t , t ≥ 0,

und der Erwartungswert der Ausfallzeit

ETf = 1

λ
0

,

die zugehörige Varianz beträgt

Var(Tf ) =
1

λ
2

0

.
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Exponential verteilung

Die Di
htefunktion lautet

f (t) = λ
0

exp(−λ
0

t), t ≥ 0,

Die Zuverlässigkeitsfunktion lautet

R(t) = e−λ
0

t , t ≥ 0,

und der Erwartungswert der Ausfallzeit

ETf = 1

λ
0

,

die zugehörige Varianz beträgt

Var(Tf ) =
1

λ
2

0

.

Die Ausfallrate ist konstant;

Die Exponential Verteilung ist gedä
hnislos

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 10. Jänner 2017 16 / 44



Die Weibull Verteilung

Tf ∼ Wei(α, λ) mit Di
htefunktion

f (t) =

{

αλαtα−1

e

−(λt)α
für t > 0,

0 sonst,
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Die Weibull Verteilung

Tf ∼ Wei(α, λ) mit Di
htefunktion

f (t) =

{

αλαtα−1

e

−(λt)α
für t > 0,

0 sonst,

Die Zuverlässigkeitsfunktion lautet

R(t) =
∫

∞

t
λαsα−1

exp(−(λs)α) ds = exp(−(λt)α), t ≥ 0.
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Die Weibull Verteilung

Tf ∼ Wei(α, λ) mit Di
htefunktion

f (t) =

{

αλαtα−1

e

−(λt)α
für t > 0,

0 sonst,

Die Zuverlässigkeitsfunktion lautet

R(t) =
∫

∞

t
λαsα−1

exp(−(λs)α) ds = exp(−(λt)α), t ≥ 0.

Die Ausfall Funktion lautet

λ(t) = f (t)
R(t)

= λ
α
αtα−1

exp(−(λt)α)
exp(−(λt)α)

= λααtα−1.
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Die Weibull Verteilung

Tf ∼ Wei(α, λ) mit Di
htefunktion

f (t) =

{

αλαtα−1

e

−(λt)α
für t > 0,

0 sonst,

Die Zuverlässigkeitsfunktion lautet

R(t) =
∫

∞

t
λαsα−1

exp(−(λs)α) ds = exp(−(λt)α), t ≥ 0.

Die Ausfall Funktion lautet

λ(t) = f (t)
R(t)

= λ
α
αtα−1

exp(−(λt)α)
exp(−(λt)α)

= λααtα−1.
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Die Gra�k links zeigt die Di
htefunk-

tionen der Weibull-Verteilung für ver-

s
hiedene Werte von α = β .

0 < α < 1: λ ist strikt monoton

fallend.

α = 1: λ(t) = λ: Die
Ausfallrate ist konstant.

α > 1: λ(t) ist streng monoton

steigend.
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Beispiel

Die Lebensdauer einer Ventilfeder einer Luftklappe ist Weilbull verteilt mit Parameter

α = 2.25 und λ = 1.15 · 10−4h−1

. Das Ventil wird 6 Monate (t = 4380 Stunden)

dur
harbeiten mit der Wahrs
heinli
hkeit

R(t) = e−(λt)α ∼ 0.808.
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. Das Ventil wird 6 Monate (t = 4380 Stunden)

dur
harbeiten mit der Wahrs
heinli
hkeit

R(t) = e−(λt)α ∼ 0.808.

Dann gilt

MTTF = Γ(1.44)

1.15·10−4

h ∼ 7706h.

und für den Median gilt tm ∼ 7389h.
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Beispiel

Die Lebensdauer einer Ventilfeder einer Luftklappe ist Weilbull verteilt mit Parameter

α = 2.25 und λ = 1.15 · 10−4h−1

. Das Ventil wird 6 Monate (t = 4380 Stunden)

dur
harbeiten mit der Wahrs
heinli
hkeit

R(t) = e−(λt)α ∼ 0.808.

Dann gilt

MTTF = Γ(1.44)

1.15·10−4

h ∼ 7706h.

und für den Median gilt tm ∼ 7389h.

Angenommen das Ventil arbeitet ohne Probleme die ersten 6 Monate. Es wird die

nä
hsten 6 ohne Probleme dur
harbeiten mit Wahrs
heinli
hkeit (t
1

= t
2

= t = 4380)

R(t
1

+ t
2

| t
1

) = R(t
1

+t
2

)
R(t

1

)
= e−(λ(t

1

+t
2

))α

e−(λt
1

)α ∼ 0.448.

Diese Wahrs
heinli
hkeit ist signi�kant kleiner als die Wahrs
heinli
hkeit, dass das Ventil

ohne Probleme die ersten 6 Monate dur
harbeitet. Au
h gilt

MRL(t) =
∫

∞

t
(s−t) f (s) ds

R(t)
= 1

R(t)

∫

∞

0

R(t + x) dx ∼ 4730h.

Bea
hte, MRL(t) kann ni
ht einfa
h ausgere
hnet werden, und muss daher dur
h

Näherungsre
hnungen am Computer gefunden werden. Die Funktion

MRL(t)

ist im nä
hsten Bild illustriert
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Zuverlässigkeit gröÿerer Systeme
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Statistik

Vers
hieden Modelle

parameterfreie Statistik ⇒ Man hat kein Vorwissen, man hat keine

Vorinformation über den Typ der Verteilungsfunktion.
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Vorinformation über den Typ der Verteilungsfunktion.

parametris
he Statistik ⇒ Man modelliert die Verteilungsfunktion mit Hilfe

einer Verteilungsfunktion bestimmten Typs, z.B. mit der Weibull Verteilung.

Hier werden nur die Parameter ges
hätzt,
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Statistik

Vers
hieden Modelle

parameterfreie Statistik ⇒ Man hat kein Vorwissen, man hat keine

Vorinformation über den Typ der Verteilungsfunktion.

parametris
he Statistik ⇒ Man modelliert die Verteilungsfunktion mit Hilfe

einer Verteilungsfunktion bestimmten Typs, z.B. mit der Weibull Verteilung.

Hier werden nur die Parameter ges
hätzt,

Probleme:

Ni
ht vollständige Daten (in
omplete Data): ⇒ Censoring - Fängt man zu

messen an, weiÿ man zumeist ni
ht wann das Bauteil eingesetzt wurde, hört man

auf, hat man keine Information wie lang das Bauteil no
h funktioniert hat.
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S
hätzen der Zuverlässigkeitsfunktion

Gegeben:

{ti : i = 1, . . . , n}, mit ti < ti+1

, i = 1, . . . , n − 1.

Annahme: ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

Zugehörige geordnete Sti
hprobe:

{t(i) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n − 1.
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S
hätzen der Zuverlässigkeitsfunktion

Gegeben:

{ti : i = 1, . . . , n}, mit ti < ti+1

, i = 1, . . . , n − 1.

Annahme: ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

Zugehörige geordnete Sti
hprobe:

{t(i) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n − 1.

Mögli
her S
hätzer von R(t):

R̂(t(i)) =
n− i

n
= 1−

i

n
.
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S
hätzen der Zuverlässigkeitsfunktion

Gegeben:

{ti : i = 1, . . . , n}, mit ti < ti+1

, i = 1, . . . , n − 1.

Annahme: ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

Zugehörige geordnete Sti
hprobe:

{t(i) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n − 1.

Mögli
her S
hätzer von R(t):

R̂(t(i)) =
n− i

n
= 1−

i

n
.

Für groÿe Werte von t ist R(t) = 0.
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S
hätzen der Zuverlässigkeitsfunktion

Gegeben:

{ti : i = 1, . . . , n}, mit ti < ti+1

, i = 1, . . . , n − 1.

Annahme: ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

Zugehörige geordnete Sti
hprobe:

{t(i) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n − 1.

Mögli
her S
hätzer von R(t):

R̂(t(i)) =
n− i

n
= 1−

i

n
.

Für groÿe Werte von t ist R(t) = 0. ⇒ Unters
hätzen der Zuverlässigkeit für t

groÿ.
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S
hätzen der Zuverlässigkeitsfunktion

Gegeben:

{ti : i = 1, . . . , n}, mit ti < ti+1

, i = 1, . . . , n − 1.

Annahme: ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

Zugehörige geordnete Sti
hprobe:

{t(i) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n − 1.
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S
hätzen der Zuverlässigkeitsfunktion

Gegeben:

{ti : i = 1, . . . , n}, mit ti < ti+1

, i = 1, . . . , n − 1.

Annahme: ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

Zugehörige geordnete Sti
hprobe:

{t(i) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n − 1.

Mögli
her S
hätzer der Zuverlässigkeitsfunktion R(t):

R̂(t(i)) = 1−
i

n+ 1

=
n+ 1− i

n + 1

.
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S
hätzen der Zuverlässigkeitsfunktion - zensierte

Daten (
ensored data)

Gegeben:

Sti
hrpobe {ti : ti ist eine Ausfallzeit}.
Annahmen: Die Zufallsvariablen ti , i = 1, . . . , n sind unabhängig und identis
h

verteilt. Die Zeiten sind vers
hieden.

{(t(i), δi) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n− 1.

Falls t(i) zensiert ist, ist δi = 1, ansonsten δi = 0.
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S
hätzen der Zuverlässigkeitsfunktion - zensierte

Daten (
ensored data)

Gegeben:

Sti
hrpobe {ti : ti ist eine Ausfallzeit}.
Annahmen: Die Zufallsvariablen ti , i = 1, . . . , n sind unabhängig und identis
h

verteilt. Die Zeiten sind vers
hieden.

{(t(i), δi) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n− 1.

Falls t(i) zensiert ist, ist δi = 1, ansonsten δi = 0.

Der Kaplan Meier S
hätzer:

R̂(t) =
∏

j∈Jt

nj−1

nj
,

wobei (MATLAB e
df)

Jt = {j = 1, . . . n : t(j) ≤ t},

nj = #{j ∈ Jt : tj ist ein Ausfall},
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S
hätzen der Zuverlässigkeitsfunktion - zensierte

Daten (
ensored data)

Gegeben:

Sti
hrpobe {ti : ti ist eine Ausfallzeit}.
Annahmen: Die Zufallsvariablen ti , i = 1, . . . , n sind unabhängig und identis
h

verteilt. Die Zeiten sind vers
hieden.

{(t(i), δi) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n− 1.

Falls t(i) zensiert ist, ist δi = 1, ansonsten δi = 0.

Der Kaplan Meier S
hätzer:

R̂(t) =
∏

j∈Jt

nj−1

nj
,

wobei (MATLAB e
df)

Jt = {j = 1, . . . n : t(j) ≤ t},

nj = #{j ∈ Jt : tj ist ein Ausfall},

Der Kaplan Meier S
hätzer ist der Maximum Liklihood S
hätzer.
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Eigens
haften des Kaplan Meier S
hätzer

Motivation:

Sei s
0

< s
1

< · · · < sn eine Partition des Zeitintervalls [0,∞). Sei dabei si − si−1

so klein, dass immer nur ein Ereignis im Intervall [si , si+1

) statt�ndet. Dann gilt

R(t) = P(T > t)

= P(T > s
0

) · P(T > s
1

| T > s
0

) · P(T > s
2

| T > s
1

)

· · · P(T > sn | T > sn−1

)

= P(T > s
1

| T > s
0

) · P(T > s
2

| T > s
1

) · · · P(T > sn | T > sn−1

)

=

n
∏

j=0

pj ,

wobei gilt

pj = P(T > sj | T > sj−1

) =
nj−1

nj
, j = 1, · · · n − 1, und pn = P(T > t | T > sn).
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)
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)

= P(T > s
1

| T > s
0

) · P(T > s
2

| T > s
1

) · · · P(T > sn | T > sn−1

)

=

n
∏

j=0

pj ,

wobei gilt

pj = P(T > sj | T > sj−1

) =
nj−1

nj
, j = 1, · · · n − 1, und pn = P(T > t | T > sn).

Ein S
hätzer von pj ist gegeben dur
h

p̂j =
nj−1

nj
.
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S
hätzen der Zuverlässigkeitsfunktion - zensierte

Daten (
ensored data)

Gegeben:

Sti
hrpobe {ti : ti ist eine Ausfallzeit}.
Annahmen: Die Zufallsvariablen ti , i = 1, . . . , n sind unabhängig und identis
h

verteilt. Die Zeiten sind vers
hieden.

{(t(i), δi) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n− 1.

Falls t(i) zensiert ist, ist δi = 1, ansonsten δi = 0.
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S
hätzen der Zuverlässigkeitsfunktion - zensierte

Daten (
ensored data)

Gegeben:

Sti
hrpobe {ti : ti ist eine Ausfallzeit}.
Annahmen: Die Zufallsvariablen ti , i = 1, . . . , n sind unabhängig und identis
h

verteilt. Die Zeiten sind vers
hieden.

{(t(i), δi) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n− 1.

Falls t(i) zensiert ist, ist δi = 1, ansonsten δi = 0.

Varianz des Kaplan Meier S
hätzer (Formel na
h Greenwood):

V̂ar(R̂(t)) = (R̂(t))
∑

j∈Jt

1

nj(nj − 1)
,
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Nelson S
hätzer für die kumulative Ausfallrate

Die kumulative Ausfallrate:

Die kumulative Ausfallrate ist gegeben dur
h

Z (t) =

∫ t

0

λ(s) ds = − ln(R(t)).

Nimmt man den Kaplan Meier S
hätzer für die Zuverlässigkeitsfunktion als Basis,

erhält man

Ẑ(t) ∼ − ln(R̂(t)) =

n
∑

j=1

ln(p̂j ).

Da gilt

ln p̂j = ln

(

nj − 1

nj

)

= ln

(

1−
1

nj

)

=
1

nj
+

1

2n2j
+

1

3n3j
+ · · ·

nimmt man

✎

✍

☞

✌
Ẑ (t) =

∑

j∈Jt
1

nj
.
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Nelson S
hätzer - Vollständige Daten

Gegeben

{ti : i = 1, . . . , n} identis
h verteilte unabhängige Lebensdauern. Sei

{t(i) : i = 1, . . . , n} die dazugehörige geordnete Menge.
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Nelson S
hätzer - Vollständige Daten

Gegeben

{ti : i = 1, . . . , n} identis
h verteilte unabhängige Lebensdauern. Sei

{t(i) : i = 1, . . . , n} die dazugehörige geordnete Menge.

Nelson S
hätzer:

Ẑ (t) =

{

0 für t < t(1)
∑r

j=1

1

n−j+1

für t(r) ≤ t < t(r+1).
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Nelson S
hätzer - Zensurierte Daten

Gegeben:

Die Sti
hprobe {ti : ti ist eine Ausfallzeit};
Annahmen: Die Elemente der Sti
hprobe sind unabhängig und identis
h verteilt.

Zugehörgige geordnete Sti
hprobe:

{(t(i), δi) : i = 1, . . . , n}, mit t(i) < t(i+1)
, i = 1, . . . , n− 1.

Falls t(i) zensiert ist, ist δi = 1, ansonsten δi = 0.

Sei

Jt = {j = 1, . . . n : tj ≤ t},

nj = #{j ∈ Jt : tj ist ein Ausfall},
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Nelson S
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Falls t(i) zensiert ist, ist δi = 1, ansonsten δi = 0.

Sei

Jt = {j = 1, . . . n : tj ≤ t},

nj = #{j ∈ Jt : tj ist ein Ausfall},

Nelson S
hätzer:

Ẑ (t) =
∑

j∈Jt

1

nj
=
∑

ν

1

n − ν + 1

,

wobei ν dur
h alle Zahlen läuft mit t(j) ist eine Ausfallrate und t(j) < t.

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 10. Jänner 2017 28 / 44



Nelson S
hätzer - Zensurierte Daten

Gegeben:
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hprobe {ti : ti ist eine Ausfallzeit};
Annahmen: Die Elemente der Sti
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Zugehörgige geordnete Sti
hprobe:
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, i = 1, . . . , n− 1.
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Parametris
he Statistik

S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}
Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ti sind exponentiall verteilt oder Weibull verteilt mit unbekannten

Parametern λ oder α und λ.

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 10. Jänner 2017 30 / 44



S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}
Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ti sind exponentiall verteilt oder Weibull verteilt mit unbekannten

Parametern λ oder α und λ.

Aufgabe:

S
hätzen der Parameter λ oder α und λ. Man erhält S
hätzer α̂ und λ̂.
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}
Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ti sind exponentiall verteilt oder Weibull verteilt mit unbekannten

Parametern λ oder α und λ.

Aufgabe:

S
hätzen der Parameter λ oder α und λ. Man erhält S
hätzer α̂ und λ̂.

Bere
hnung der Zuverlässigkeitsfunktion und der Ausfallrate:

Die Zuverlässigkeitsfunktion und die Ausfallrate wird mittels der exponential

Verteilung mit Parameter λ̂ oder der Weibull Verteilung Wei(α̂, β̂) bere
hnet.
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}
Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ti sind exponentiall verteilt oder Weibull verteilt mit unbekannten

Parametern λ oder α und λ.
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}
Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ti sind exponentiall verteilt oder Weibull verteilt mit unbekannten

Parametern λ oder α und λ.

Maximum Liklihood S
hätzer:

Bei der S
hätzung des unbekannten Parameters λ oder α wählt man diesen so,

dass die beoba
htete Sti
hprobe für die Modellverteilung mit diesem Parameter

am wahrs
heinli
hsten ist.

Die kleinste Quadrate Methode:

Die Parameter der Verteilung werden so an die Daten angepasst, dass das

Kriterium der minimalen Fehlerquadratsumme erfüllt ist.
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}

zensierte Beoba
htungen{t+
1

, . . . , t+n−m}

Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ni
ht zensiert;

ti sind exponential verteilt mit unbekannten Parameter λ.
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}

zensierte Beoba
htungen{t+
1

, . . . , t+n−m}

Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ni
ht zensiert;

ti sind exponential verteilt mit unbekannten Parameter λ.

Likelihood-Funktion

L(λ) =

m
∏

i=1

λ exp(−λti )

n−m
∏

i=1

exp(−λt+i ).
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}

zensierte Beoba
htungen{t+
1

, . . . , t+n−m}

Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ni
ht zensiert;

ti sind exponential verteilt mit unbekannten Parameter λ.
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}

zensierte Beoba
htungen{t+
1

, . . . , t+n−m}

Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ni
ht zensiert;

ti sind exponential verteilt mit unbekannten Parameter λ.

S
hätzer des Erwartungswert (bzw. Parameters λ:

µ̂ =
1

λ̂
=

1

m

[

n
∑

i=1

ti +

n−m
∑

i=1

t+i

]

.
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}

Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ni
ht zensiert;

ti sind Weibul verteilt mit unbekannten Parameter λ und α.
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}

Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ni
ht zensiert;

ti sind Weibul verteilt mit unbekannten Parameter λ und α.

Methode:

Stammen die Beoba
htungen tatsä
hli
h aus einer Weibullverteilten (Parametern

α und λ) Grundgesamtheit, müssen die Punkte der zugehörgigen Wertepaare auf

der Geraden

y = log(λ)α + αx = b + ax

liegen. S
hätzen der Koe�zienten â und b̂ führt zu S
hätzern von α und λ.
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}

Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ti sind Weibul verteilt mit unbekannten Parameter λ und α.
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S
hätzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Sti
hprobe {ti : i = 1, . . . , n}

Annahmen:

ti sind unabhängig und identis
h verteilt.

ti sind Weibul verteilt mit unbekannten Parameter λ und α.

Methode:

S
hätzen von a und b mittels einer Regressionsgeraden. Na
h kurzer Re
hnung

erhält man:

α̂ = a,

und

λ̂ = exp

(

−
b̂

â

)

.
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Verteilungstest

Gegeben:

Ein Sti
hprobe {x
1

, x
2

, . . . , xn}

Eine Verteilungsfunktion F .

Frage:

Hat die Grundgesamtheit die Verteilungsfunktion F?
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Verteilungstest

Gegeben:

Ein Sti
hprobe {x
1

, x
2

, . . . , xn}

Eine Verteilungsfunktion F .

Frage:

Hat die Grundgesamtheit die Verteilungsfunktion F?

Nullhypothese und Alternativhypothese sind dabei:

H
0

: X hat Verteilungsfunktion FX (x)

H
1

: X hat ni
ht Verteilungsfunktion FX (x)
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Chi-Quadrat Test

Bere
hnen der Testvariable:

1

Teile den Werteberei
h in K Klassen ein d.h., man erhält dann y
0

< y
1

< · · · < yK
mit y

0

= min{x
1

, x
2

, . . . , xn}, und yK = min{x
1

, x
2

, . . . , xn}.
2

Zähle für jede Klasse wie viele Elemente in diese Klasse fallen und halte dies in

einen Vektor A = (A
1

, . . . ,AK ) fest. Also
Aj = #{xi ∈ [yj−1

, yj )}.
3

Bere
hne die theoretis
he Klassenhäu�gkeit dur
h

Bj = (FX (yj )− FX (yj−1

)) · n
wobei FX die zu testende Verteilungsfunktion ist.

4

Bere
hne den quadratis
hen Fehler

Σ =
∑K

j=1

(Bj−Aj)
2

Bj
.

Die Variable Σ ist die Testvariable, von der man weiÿ dass sie für grosse n χ2

verteilt ist mit Freiheitsgraden K − 1.

5

bestimme zu einem vorgegebenen Signi�kanzniveau α einen kritis
hen Wert c > 0,

der von der Testvariablen Σ ni
ht übers
hritten werden darf.

6

Ist Σ gröÿer als c, verwerfe H
0

ansonsten nehme H
0

an.
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Kolmogorov Simirnov Test

Die Testvarible ist der betragsmässige gröÿte Abstand der Werte empiris
hen

Verteilungsfunktion F̂ und der theoretis
hen Verteilungsfunktion:

Dn = max

x∈R

|FX (x)− F̂X (x)|.
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Kolmogorov Simirnov Test

Die Testvarible ist der betragsmässige gröÿte Abstand der Werte empiris
hen

Verteilungsfunktion F̂ und der theoretis
hen Verteilungsfunktion:

Dn = max

x∈R

|FX (x)− F̂X (x)|.

Kolmogorov hat die asymptotis
he Verteilung von

√

(n)Dn ermittelt und gezeigt dass

für λ > 0 gilt

lim

n→∞

P(
√
nDn ≤ λ) =

k=∞
∑

k=−∞

(−1)ke−2k2λ2

.
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Kolmogorov Simirnov Test

Die Testvarible ist der betragsmässige gröÿte Abstand der Werte empiris
hen

Verteilungsfunktion F̂ und der theoretis
hen Verteilungsfunktion:

Dn = max

x∈R

|FX (x)− F̂X (x)|.

Kolmogorov hat die asymptotis
he Verteilung von

√

(n)Dn ermittelt und gezeigt dass

für λ > 0 gilt

lim

n→∞

P(
√
nDn ≤ λ) =

k=∞
∑

k=−∞

(−1)ke−2k2λ2

.

Den kritis
hen Verglei
hswert c wählt man zu einem Niveau α so, dass

P(Dn ≤ c) = 1 − α.

Der Reihenwert ist für n > 50 eine sehr gute Approximation. In Matlab können sie den

Kolmogorov-Smirnov test mittels kstest aufrufen.
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Datenanalyse - Ni
ht Parametris
he Tests

Gegeben:

Ein Sti
hprobe {x
1

, x
2

, . . . , xn}

Frage:

Wie s
haut die Verteilungsfunktion aus?

Empiris
he Verteilungsfunktion (e
df)

Empiris
he Hazard Funktion (e
df mit 
umulative hazard)

Kon�denz Intervalle;
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Datenanalyse - Parametris
he Tests

Gegeben:

Ein Sti
hprobe {x
1

, x
2

, . . . , xn}

Frage:

Wel
her Verteilungstyp passt ?
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Ents
heidungskriterien:

1

Plotten des Histogramms: Anzahl der Klassen: Sturges Regel:

k = [1 + 3.3 log
10

(n)], k Anzahl der Klassen.
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Ents
heidungskriterien:

1

Plotten des Histogramms: Anzahl der Klassen: Sturges Regel:

k = [1 + 3.3 log
10

(n)], k Anzahl der Klassen.

2

Bere
hnen vom Median und Mittelwert (mean):

◮
Symmetris
he Verteilung: mean ∼ median (Normal, Weibull mit shape

parameter ∈ (3, 4));
◮

Re
htss
hief: median ≪ mean (Exponential, Weibull oder Lognormal

Verteilung);

(Falls mean = Standardabwei
hung: Exponentailfunktion);

◮
Linkss
hief: median ≫ mean.
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Ents
heidungskriterien:

1

Plotten des Histogramms: Anzahl der Klassen: Sturges Regel:

k = [1 + 3.3 log
10

(n)], k Anzahl der Klassen.

2

Bere
hnen vom Median und Mittelwert (mean):

◮
Symmetris
he Verteilung: mean ∼ median (Normal, Weibull mit shape

parameter ∈ (3, 4));
◮

Re
htss
hief: median ≪ mean (Exponential, Weibull oder Lognormal

Verteilung);

(Falls mean = Standardabwei
hung: Exponentailfunktion);

◮
Linkss
hief: median ≫ mean.

3

Zei
hnen der Ausfallrate (Hazard rate)

◮
Monoton sinkend: Weibull mit shape parameter α < 1

◮
Konstant: Exponential Verteilung

◮
Monoton Steigend: Weibull (grosser shape parameter), Normal,

Lognormal Verteilung.
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Ents
heidungskriterien:

1

Plotten des Histogramms: Anzahl der Klassen: Sturges Regel:

k = [1 + 3.3 log
10

(n)], k Anzahl der Klassen.

2

Bere
hnen vom Median und Mittelwert (mean):

◮
Symmetris
he Verteilung: mean ∼ median (Normal, Weibull mit shape

parameter ∈ (3, 4));
◮

Re
htss
hief: median ≪ mean (Exponential, Weibull oder Lognormal

Verteilung);

(Falls mean = Standardabwei
hung: Exponentailfunktion);

◮
Linkss
hief: median ≫ mean.

3

Zei
hnen der Ausfallrate (Hazard rate)

◮
Monoton sinkend: Weibull mit shape parameter α < 1

◮
Konstant: Exponential Verteilung

◮
Monoton Steigend: Weibull (grosser shape parameter), Normal,

Lognormal Verteilung.

4

Exponential, Weibull plots.
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Ents
heidungskriterien:

1

Exponental Plot: Zei
hne

{(ti ; ln(1/(1− F̂ (ti )))), i = 1, . . . , n}
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Ents
heidungskriterien:

1

Exponental Plot: Zei
hne

{(ti ; ln(1/(1− F̂ (ti )))), i = 1, . . . , n}

S
hätzen des Parameters dur
h S
hätzung der Steigung:

λ̂ = b̂ =

∑n

i=1

xiyi
∑n

i=1

x2i

wobei yi = ln(1/(1− F (ti ))) und xi = ti gilt.
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Ents
heidungskriterien:

1

Exponental Plot: Zei
hne

{(ti ; ln(1/(1− F̂ (ti )))), i = 1, . . . , n}

S
hätzen des Parameters dur
h S
hätzung der Steigung:

λ̂ = b̂ =

∑n

i=1

xiyi
∑n

i=1

x2i

wobei yi = ln(1/(1− F (ti ))) und xi = ti gilt.

2

Weibull Plot: Zei
hne

{(ln(ti ); ln
(

ln

(

1/(1− F̂ (ti )
))

), i = 1, . . . , n}
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Ents
heidungskriterien:

1

Exponental Plot: Zei
hne

{(ti ; ln(1/(1− F̂ (ti )))), i = 1, . . . , n}

S
hätzen des Parameters dur
h S
hätzung der Steigung:

λ̂ = b̂ =

∑n

i=1

xiyi
∑n

i=1

x2i

wobei yi = ln(1/(1− F (ti ))) und xi = ti gilt.

2

Weibull Plot: Zei
hne

{(ln(ti ); ln
(

ln

(

1/(1− F̂ (ti )
))

), i = 1, . . . , n}

S
hätzer der Parameter sin S
hätzer der Steigung und Nullstelle der

Geraden.
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S
hätzen der Parameter:

1

wbl�t(data),

2

logn�t(data)

3

phat = mle(data,'pdf',pdf,'start',start,'
df',
df)
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S
hätzen der Parameter:

1

wbl�t(data),

2

logn�t(data)

3

phat = mle(data,'pdf',pdf,'start',start,'
df',
df)
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Verteilungstest:

1

Chi

2

test 
hi2gof(x)

2

Kolmogorov Smirnov Test: kstest

3 QQ�plot:

4

Barlett's Test für die Exponentialverteilung; Mann's Test für die

Weibulverteilung.

Sonstige Mögli
hkeiten:

empirs
he Verteilungsfunktion; γ, β, Verteilung, Extremwertverteilung, Birnbaum

Saudners, Burr Verteilung, Pearson, bimodale Verteilung.
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