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Die Zuverlassigkeit eines Systems
T¢: Zeitpunkt, an dem das System ausfillt.
Definition

Die Zuverldssigkeit R(t) eines Systems zu einem Zeitpunkt ¢t > 0 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass im Zeitinterval [0, t] kein Ausfall aufgetreten ist,
mathematisch ausgedriickt,

R(t) :=P(T¢ >t), t=>0.
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Die Zuverlassigkeit eines Systems
T¢: Zeitpunkt, an dem das System ausfillt.
Definition

Die Zuverldssigkeit R(t) eines Systems zu einem Zeitpunkt ¢t > 0 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass im Zeitinterval [0, t] kein Ausfall aufgetreten ist,
mathematisch ausgedriickt,

R(t) :=P(Tf >t), t=>0.

Definition

Die Ausfallwahrscheinlichkeit F(t) = P(T¢ < t) in einem Intervall [0, t] wird mit
F bezeichnet und kann mittels R definiert werden, d.h.

F(t)=1-R(t), t>0.

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlassigkeit 10. Janner 2017 4 /44



Einige Beispiele typischer Verteilungen

@ Die Exponential Verteilung mit Parameter A\ > 0: Die Dichtefunktion
lautet
f(t) = Aexp(—At), t>0.
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Einige Beispiele typischer Verteilungen

@ Die Exponential Verteilung mit Parameter A\ > 0: Die Dichtefunktion

lautet
f(t) = Aexp(=At), t>0.

® Gamma Verteilung: Die Dichtefunktion einer Gamma-verteilten
Zustandsvariabler X ~ I'(k; \) mit reellwertigen Parametern k > 0 und
A > 0 hat fiir x > 0 die Gestalt

k
f(t) = % k=l gmAL
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Einige Beispiele typischer Verteilungen

@ Die Exponential Verteilung mit Parameter A\ > 0: Die Dichtefunktion

lautet
f(t) = Aexp(=At), t>0.

® Gamma Verteilung: Die Dichtefunktion einer Gamma-verteilten
Zustandsvariabler X ~ I'(k; \) mit reellwertigen Parametern k > 0 und
A > 0 hat fiir x > 0 die Gestalt .
f(t) = gy -t e
@ Die Weibullverteilung: Die Dichtefunktion der Weibull-Verteilung
Wei(a, A), o, 8> 0 ist gegeben durch
aX?t* e~ (A" fijr t > 0,

f(t) =
(t) 0 sonst,
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Einige Beispiele typischer Verteilungen

@ Die Exponential Verteilung mit Parameter A\ > 0: Die Dichtefunktion
lautet
f(t) = Aexp(—At), t>0.

® Gamma Verteilung: Die Dichtefunktion einer Gamma-verteilten
Zustandsvariabler X ~ I'(k; \) mit reellwertigen Parametern k > 0 und
A > 0 hat fiir x > 0 die Gestalt

k
f(t) = % k=l gmAt

@ Die Weibullverteilung: Die Dichtefunktion der Weibull-Verteilung
Wei(a, A), o, 8> 0 ist gegeben durch
F(1) = aX?t* e~ (A" fijr t > 0,
0 sonst,
@ Die Lognormal Verteilung: Ist Y ~ N (u, o) dann ist X gegeben durch
X = exp(Y) Log Normal verteilt. Die Dichtefunktion lautet
1 1 7%(|n(t)—“)2 .
f-(t): 27”;?6 7 fur t>0
0 sonst.
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Exkurs - Extremalverteilungen

Die Fréchet-verteilung

Eine Zufallsvariable X ist Fréchet verteilt mit Parameter a, falls fiir die
Verteilungsfunktion Fx gilt

0, falls x <0,
d,(x) = Fx(x) = .
exp(—x~?), falls x > 0.
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] Abbildung: Die Dichte-, Verteilungs-, und Tailfunktion.
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Exkurs - Extremalverteilungen

Die Weibull-verteilung

Eine Zufallsvariable X ist Weibull verteilt mit Parameter a, falls fiir die
Verteilungsfunktion Fx gilt

o (x) = Fy(x) = 4 OP(T(X)%), fallsx <0,

1 falls x > 0.

,,,,,,,, gstunkiion der Wellbl Verteiung Tail-funktion der Weilbul Verteiung
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Abbildung: Die Dichte-, Verteilungs-, und Tailfunktion.
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Exkurs - Extremalverteilungen

Die Gumpel-verteilung Eine Zufallsvariable X ist Gumpel verteilt, falls fiir
die Verteilungsfunktion Fx gilt

A(x) := Fx(x) = exp(—e™)

)
0

Abbildung: Die Dichte-, Verteilungs-, und Tailfunktion.
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Exkurs - Extremalverteilungen

Theorem

(Satz von Fisher-Liggett) Seien {X, : n € IN} unabhéngige identisch
verteilte Zufallsvariabeln und sei

M,,:max{Xl,Xz,...,Xn}, n e IN.
Dann gibt es Konstanten c, > 0 und d, sodass gilt

c;'(My—dy) - H, n— oo
fiir eine nicht degenerierte Zutfallsvariable H. Dann geniigt H einer
sogenannten Extremwertverteilung (d.h. Gumpel, Weilbull oder Fréchet
Verteilung).

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlassigkeit 10. Janner 2017 9/ 44



Exkurs - Extremalverteilungen

Example

Seien {X; : i € IN} unabhéngig und exponential verteilt mit Parameter ),
d.h.

F(x)=1—e™ fir x>0.

Die Tail-Wahrscheinlichkeit F ist gegeben durch
F(x) :=1— F(x) = e~ ™. Damit gilt

M, | —x
lim P <T _ L <x> =e ° =Ax), x€][0,00).

n—00 A

Mit anderen Worten konvergiert die Zufallsvariable (M, — log n)/\ fiir
n — oo in Verteilung gegen A.

Literatur: Embrechts, Kliippelberg,
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Weitere wichtige Kenngrossen

Definition
Damit definieren wir die momentane Fehlerrate oder momentane
Ausfallrate (im englischen Hazardfunction) als
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Weitere wichtige Kenngrossen

Definition
Damit definieren wir die momentane Fehlerrate oder momentane
Ausfallrate (im englischen Hazardfunction) als

Definition
Erwartungswert der Ausfallzeit (englisch MTTF=mean time to failure)

MTTF = E[T{] = /OO £ (¢) dt.
0
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Weitere wichtige Kenngrossen

(mean residual life):

MRL(t) = E[T¢ | Bauteil funktioniert zur Zeit t], t > 0.

Die Formel von Bayes ergibt

[°(s —t)f(s)ds

MRL(t) = 2t RO
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Weitere wichtige Kenngrossen

Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F mit Dichtefunktion F.
(Mode einer Verteilung):

tmode = {t € [0,00) : f(t) > f(s), s > 0}.

(Median einer Verteilung):

tmedian = {t € [0,00) : F(t) = 0.5}.
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Die Badewannen Verteilung

Useful life

Random failures = Pech

Wearout=

Altersschwaeche

| |

wearoul failures
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Die Badewannen Verteilung

Wearout=
Altersschwaeche
Useful life
Early failnes=
\ & Random failures = Pech A
N //weamul failures
N <

@ Burn in: Fabrikationsfehler: Schlechte SchweiBnéhte, Spriinge, RiRe, Ausschussteil,
schlechte Qualitatskontrolle, Kontamination,
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Die Badewannen Verteilung

Wearout=
Altersschwaeche

Useful life

Early failnes=

—~—————

Random failures = Pech ﬁ

I

@ Burn in: Fabrikationsfehler: Schlechte SchweiBnéhte, Spriinge, RiRe, Ausschussteil,
schlechte Qualitatskontrolle, Kontamination, ... .

@ Useful life: Durch die Umgebung verursachte zufillige Belastung, menschliches
Versagen, Acts of God, Pech, ...

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlassigkeit 10. Janner 2017 14 / 44



Die Badewannen Verteilung

Wearout=
Altersschwaeche

Useful life

Early failnes=

—~—————

Random failures = Pech ﬁ

!
T

N wearoul failures
N

@ Burn in: Fabrikationsfehler: Schlechte SchweiBnéhte, Spriinge, RiRe, Ausschussteil,
schlechte Qualitatskontrolle, Kontamination, ... .

@ Useful life: Durch die Umgebung verursachte zufillige Belastung, menschliches
Versagen, Acts of God, Pech, ...

@ Wear Out: Ermiidungserscheinigungen, Korrision, Altern, Spannung, ... .
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Die Badewannen Verteilung

Example

Eine vereinfachte bathtub Kurve kann man durch eine linearisierte hazard rate
modellieren: In diesen Fall wird X folgendermafien modelliert (A > 0 sei fix
vorgegeben):

co—Cct+ A furogtgf‘ll
A(t) =< A fir2 <t<t

a(t—to) + A fiir t > to

Es gilt somit

exp ( { co—|—)\)t—C1 t2/2)}) fir0 <t <@
R(t) = { exp At + 2‘31 fir @ <t <t

exp (— 9 2(t—to)® + At + 2‘3 }) firt > to
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Exponential verteilung
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Exponential verteilung

Die Dichtefunktion lautet

f(t) = Xo exp(—)\gt),
Die Zuverlassigkeitsfunktion lautet

t>0,
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Exponential verteilung

Die Dichtefunktion lautet

f(t) = Xo exp(—)\ot),
Die Zuverlassigkeitsfunktion lautet

t >0,
R(t) = e ™' t>0,
und der Erwartungswert der Ausfallzeit
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Exponential verteilung

Die Dichtefunktion lautet

f(t) = Xo exp(—)\ot),
Die Zuverlassigkeitsfunktion lautet

t >0,
R(t) = e ot
und der Erwartungswert der Ausfallzeit

t>0,
ET, =1,
die zugehdrige Varianz betrigt
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Exponential verteilung

Die Dichtefunktion lautet
f(t) = doexp(—Aot), t=0,
Die Zuverlassigkeitsfunktion lautet
R(t)=e ™" t>0,
und der Erwartungswert der Ausfallzeit
ET; = &,
die zugehdrige Varianz betrigt
Var(T¢) = &

5.
Ao
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Exponential verteilung

Die Dichtefunktion lautet
f(t) = doexp(—Aot), t=0,
Die Zuverlassigkeitsfunktion lautet
R(t)=e ™" t>0,
und der Erwartungswert der Ausfallzeit
ET; = &,
die zugehdrige Varianz betrigt
Var(T¢) = &

5.
Ao

@ Die Ausfallrate ist konstant;
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Exponential verteilung

Die Dichtefunktion lautet
f(t) = doexp(—Aot), t=0,
Die Zuverlassigkeitsfunktion lautet
R(t)=e ™" t>0,
und der Erwartungswert der Ausfallzeit
ET; = &,
die zugehdrige Varianz betrigt
Var(T¢) = &

A2
@ Die Ausfallrate ist konstant;

@ Die Exponential Verteilung ist gedachnislos
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Die Weibull Verteilung

T¢ ~ Wei(a, A\) mit Dichtefunktion

e tafl —(At)™
f(t) = {8‘ ¢

fir t >0,

sonst,
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Die Weibull Verteilung

T¢ ~ Wei(a, A\) mit Dichtefunktion

F(t) = At e (0% fir > 0,
0 sonst,
Die Zuverlassigkeitsfunktion lautet

R(t) = [ Aas® * exp(—(As)*) ds = exp(—(At)®),

t> 0.
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Die Weibull Verteilung

T¢ ~ Wei(a, ) mit Dichtefunktion
F(t) = {oz)\ato‘le(/\t)a fir t >0,

0 sonst,
Die Zuverlassigkeitsfunktion lautet
R(t) = [ Aas® exp(—(As)*) ds = exp(—(At)*), t>0.
Die Ausfall Funktion lautet

() A%t lexp(—(AD)Y) _ ya  ,a—1
Mt) = 7w = ~eaCps) = ATatt T
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Die Weibull Verteilung

T¢ ~ Wei(a, ) mit Dichtefunktion
F(t) = {oz)\ato‘le(/\t)a fir t >0,

0 sonst,
Die Zuverlassigkeitsfunktion lautet
R(t) = [ Aas® exp(—(As)*) ds = exp(—(At)*), t>0.
Die Ausfall Funktion lautet

() A%t lexp(—(AD)Y) _ ya ,a—1
Mt) = 7w = ~eaCps) = ATatt T

3x Die Grafik links zeigt die Dichtefunk-
tionen der Weibull-Verteilung fiir ver-
25 schiedene Werte von a = f3 .
2Nos ® 0 < a < 1: A ist strikt monoton
_’ =4
15 B fallend.
L = ® o =1: \(t) = X\: Die
£=1 =2 Ausfallrate ist konstant.
05 .
@ « > 1: \(t) ist streng monoton
- 100 steigend.

0.5 1 15
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Beispiel

Die Lebensdauer einer Ventilfeder einer Luftklappe ist Weilbull verteilt mit Parameter

a=2.25und A =1.15-10"*h"1. Das Ventil wird 6 Monate (¢t = 4380 Stunden)
durcharbeiten mit der Wahrscheinlichkeit

R(t) = e~ 9" ~ 0.808.
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Beispiel

Die Lebensdauer einer Ventilfeder einer Luftklappe ist Weilbull verteilt mit Parameter

a=2.25und A =1.15-10"*h"*. Das Ventil wird 6 Monate (t = 4380 Stunden)
durcharbeiten mit der Wahrscheinlichkeit

R(t) = e~ (9" ~ 0.808.
Dann gilt
_T(1.44)
MTTF = (040 7706h.
und fir den Median gilt tm ~ 7389h.
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Beispiel

Die Lebensdauer einer Ventilfeder einer Luftklappe ist Weilbull verteilt mit Parameter
a=2.25und A =1.15-10"*h"*. Das Ventil wird 6 Monate (t = 4380 Stunden)
durcharbeiten mit der Wahrscheinlichkeit
R(t) = e~ (9% ~ 0.808.
Dann gilt
r(1.44)
MTTF = (040 7706h.
und fir den Median gilt tm ~ 7389h.

Angenommen das Ventil arbeitet ohne Probleme die ersten 6 Monate. Es wird die
nachsten 6 ohne Probleme durcharbeiten mit Wahrscheinlichkeit (t1 = t, = t = 4380)

R(ti+ 12 | 1) = Bgte) — eﬁ:i((t;;;i))a ~ 0.448.
Diese Wahrscheinlichkeit ist signifikant kleiner als die Wahrscheinlichkeit, dass das Ventil
ohne Probleme die ersten 6 Monate durcharbeitet Auch gilt
MRL(t) = LCATCE% — oL [ R(t 4 x) dx ~ 4730h.
Beachte, MRL(t) kann nicht einfach ausgerechnet werden, und muss daher durch
N&herungsrechnungen am Computer gefunden werden. Die Funktion

MRL(t)

ist im nachsten Bild illustriert
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Zuverldssigkeit grollerer Systeme
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Statistik

Verschieden Modelle

Vorinformation iiber den Typ der Verteilungsfunktion.
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Statistik

Verschieden Modelle

@ parameterfreie Statistik = Man hat kein Vorwissen, man hat keine
Vorinformation iiber den Typ der Verteilungsfunktion.

@ parametrische Statistik = Man modelliert die Verteilungsfunktion mit Hilfe
einer Verteilungsfunktion bestimmten Typs, z.B. mit der Weibull Verteilung.
Hier werden nur die Parameter geschiatzt,
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Statistik

Verschieden Modelle

@ parameterfreie Statistik = Man hat kein Vorwissen, man hat keine
Vorinformation iiber den Typ der Verteilungsfunktion.

@ parametrische Statistik = Man modelliert die Verteilungsfunktion mit Hilfe
einer Verteilungsfunktion bestimmten Typs, z.B. mit der Weibull Verteilung.
Hier werden nur die Parameter geschiatzt,

Probleme:

Nicht vollstandige Daten (incomplete Data):
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Statistik

Verschieden Modelle

@ parameterfreie Statistik = Man hat kein Vorwissen, man hat keine
Vorinformation iiber den Typ der Verteilungsfunktion.

@ parametrische Statistik = Man modelliert die Verteilungsfunktion mit Hilfe
einer Verteilungsfunktion bestimmten Typs, z.B. mit der Weibull Verteilung.
Hier werden nur die Parameter geschiatzt,

Probleme:

Nicht vollstandige Daten (incomplete Data): = Censoring - Fangt man zu
messen an, weill man zumeist nicht wann das Bauteil eingesetzt wurde, hért man
auf, hat man keine Information wie lang das Bauteil noch funktioniert hat.
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Schatzen der Zuverlissigkeitsfunktion
Gegeben:

{ti:i=1,...,n}, mitt;<tiyq,i=1,....,n—1
Annahme: t; sind unabhangig und identisch verteilt.
Zugehorige geordnete Stichprobe:

{t0 =1, n}, mit tO) < () =1 . n-1

= =3 = £ DaAd
Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlassigkeit



Schatzen der Zuverlissigkeitsfunktion
Gegeben:

{ti:i=1,...,n}, mitt;<tiyq,i=1,....,n—1
Annahme: t; sind unabhangig und identisch verteilt.
Zugehorige geordnete Stichprobe:

{tOi=1,...,n}, mit t) < () =1 .. n-1
Méglicher Schitzer von R(t):
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Schatzen der Zuverlissigkeitsfunktion

Gegeben:

{ti:i=1,...,n}, mitt; < tjy1,i=1,...,n—1.
Annahme: t; sind unabhangig und identisch verteilt.
Zugehorige geordnete Stichprobe:
{t0)i=1,...,n}, mit t) <) =1 n—1.

Méglicher Schitzer von R(t):

Fir groBe Werte von t ist R(t) = 0.
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Schatzen der Zuverlissigkeitsfunktion

Gegeben:
{ti:i=1,...,n}, mitt; < tjy1,i=1,...,n—1.
Annahme: t; sind unabhangig und identisch verteilt.

Zugehdrige geordnete Stichprobe: _ _
{t0)i=1,...,n}, mit t) <) =1 n—1.

Méglicher Schitzer von R(t):

Fiir groe Werte von t ist R(t) = 0. = Unterschitzen der Zuverl3ssigkeit fiir t
groB.
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Schatzen der Zuverlissigkeitsfunktion

Gegeben:

{t,-:izl,...,n}, mit t; < tiy;,i=1,...,n—1

Annahme: t; sind unabhangig und identisch verteilt.
Zugehorige geordnete Stichprobe:

{t(f):izl,...,n}, mit t0) < t0+1) j=1...  n-1

= =3 = £ DaAd
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Schatzen der Zuverlissigkeitsfunktion

Gegeben:

{t,' L= 1,...,”}, mit t; < tiy;, i=1,...,n—1.
Annahme: t; sind unabhangig und identisch verteilt.
Zugehorige geordnete Stichprobe:

{t0) i=1,... 0}, mit t0) < (D) j=1 .

.,n—1.
Méglicher Schitzer der Zuverldssigkeitsfunktion R(t):
S j n+1—i
Rty =1- L _ = _
() n+1 n+1 )
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Schatzen der Zuverlissigkeitsfunktion - zensierte

Daten (censored data)
Gegeben:

Stichrpobe {t; : t; ist eine Ausfallzeit}.
Annahmen: Die Zufallsvariablen ¢;, i = 1,..., n sind unabhangig und identisch
verteilt. Die Zeiten sind verschieden.
{(tD,6;):i=1,...,n}, mit tO) < ¢+ j=1 . . n—1.
Falls t() zensiert ist, ist §; = 1, ansonsten &; = 0.
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Schatzen der Zuverlissigkeitsfunktion - zensierte
Daten (censored data)

Gegeben:

Stichrpobe {t; : t; ist eine Ausfallzeit}.
Annahmen: Die Zufallsvariablen ¢;, i = 1,..., n sind unabhangig und identisch
verteilt. Die Zeiten sind verschieden.
{(tD,6;):i=1,...,n}, mit tO) < ¢+ j=1 . . n—1.
Falls t() zensiert ist, ist §; = 1, ansonsten &; = 0.

Der Kaplan Meier Schatzer:

2 i—1
R(t) = Tes, 252

wobei (MATLAB ecdf)
@ Ji={j=1,...n:t0) <t}
@ n; = #{j € J; : tj ist ein Ausfall},
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Schatzen der Zuverlissigkeitsfunktion - zensierte
Daten (censored data)

Gegeben:

Stichrpobe {t; : t; ist eine Ausfallzeit}.
Annahmen: Die Zufallsvariablen ¢;, i = 1,..., n sind unabhangig und identisch
verteilt. Die Zeiten sind verschieden.
{(tD,6;):i=1,...,n}, mit tO) < ¢+ j=1 . . n—1.
Falls t() zensiert ist, ist §; = 1, ansonsten &; = 0.

Der Kaplan Meier Schatzer:

D i—1
R(t) = Hjejt njnj )

wobei (MATLAB ecdf)
@ Ji={j=1,...n:t0) <t}
@ n; = #{j € J; : tj ist ein Ausfall},

Der Kaplan Meier Schatzer ist der Maximum Liklihood Schatzer.
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Eigenschaften des Kaplan Meier Schatzer

Motivation:

Sei sp < 51 < -+ < s, eine Partition des Zeitintervalls [0, 00). Sei dabei s; — s;_1
so klein, dass immer nur ein Ereignis im Intervall [s;, s;11) stattfindet. Dann gilt

R(t) = P(T >1t)
= P(T>s) P(T>a|T>5)P(T>s|T>s)
o P(T >s, | T>sp_1)
= P(T>s|T>s) P(T>s|T>s) - P(T>s,| T>sp-1)

n
= H Pj;
j=0

wobei gilt
pi=PB(T>s|T>s1)=

njfl
(j

J=1,---n—=1,und p, =P(T >t | T >s,).
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Eigenschaften des Kaplan Meier Schatzer

Motivation:

Sei sp < 51 < -+ < s, eine Partition des Zeitintervalls [0, 00). Sei dabei s; — s;_1
so klein, dass immer nur ein Ereignis im Intervall [s;, s;11) stattfindet. Dann gilt

R(t) P(T > t)
= P(T>So)'P(T>51| T>50)-IP(T>52| T>51)
- P(T >s,| T > sp_1)

= P(T>s|T>s) P(T>s|T>s) - P(T>s,| T>sp-1)
n

= Hpjv
j=0

wobei gilt

pi=P(T>s|T>s1)=2%2 j=1---n—1,und p,=PB(T >t| T >s,).

nj

Ein Schatzer von p; ist gegeben durch

A njfl
p./ 7 nj :
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Schatzen der Zuverlissigkeitsfunktion - zensierte
Daten (censored data)

Gegeben:

Stichrpobe {t; : t; ist eine Ausfallzeit}.
Annahmen: Die Zufallsvariablen ¢;, i = 1,..., n sind unabhangig und identisch
verteilt. Die Zeiten sind verschieden.
{(tD)8):i=1,....n}, mit tO) < t0+D) j—1 . n—1
Falls t() zensiert ist, ist §; = 1, ansonsten &; = 0.
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Schatzen der Zuverlissigkeitsfunktion - zensierte
Daten (censored data)

Gegeben:

Stichrpobe {t; : t; ist eine Ausfallzeit}.
Annahmen: Die Zufallsvariablen ¢;, i = 1,..., n sind unabhangig und identisch
verteilt. Die Zeiten sind verschieden.
{(tD)8):i=1,....n}, mit tO) < t0+D) j—1 . n—1
Falls t() zensiert ist, ist §; = 1, ansonsten &; = 0.

Varianz des Kaplan Meier Schatzer (Formel nach Greenwood):

Var(R(t)) = (é(t))zm’
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Nelson Schatzer fiir die kumulative Ausfallrate

Die kumulative Ausfallrate:

Die kumulative Ausfallrate ist gegeben durch

2(t) = -/OA(s)ds:—In(R(t)).

Nimmt man den Kaplan Meier Schatzer fiir die Zuverldssigkeitsfunktion als Basis,
erh3lt man

Da gilt
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Nelson Schatzer - Vollstandige Daten

Gegeben

{ti :i=1,...,n} identisch verteilte unabhangige Lebensdauern. Sei
{t0) . i=1,... n} die dazugehdrige geordnete Menge.

=] = = Dae
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Nelson Schatzer - Vollstandige Daten

Gegeben

{ti :i=1,...,n} identisch verteilte unabhangige Lebensdauern. Sei
{t0) . i=1,... n} die dazugehdrige geordnete Menge.

Nelson Schatzer:

A 0 fiir t <ty
200 =4, B
{Zj:l ?11 fur try <t < try1)-
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Nelson Schatzer - Zensurierte Daten
Gegeben:

Die Stichprobe {¢; : t; ist eine Ausfallzeit};
Annahmen: Die Elemente der Stichprobe sind unabhangig und identisch verteilt.
Zugehdrgige geordnete Stichprobe:
{(tD,6;):i=1,...,n}, mit tO) < ¢+ j=1 . . n—1.
Falls t() zensiert ist, ist §; = 1, ansonsten d; = 0.
Sei

@ Ji={j=1,...n:t; <t}

@ nj = #{j € J; : tj ist ein Ausfall},
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Nelson Schatzer - Zensurierte Daten
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Die Stichprobe {¢; : t; ist eine Ausfallzeit};
Annahmen: Die Elemente der Stichprobe sind unabhangig und identisch verteilt.
Zugehdrgige geordnete Stichprobe:
{(tD,6;):i=1,...,n}, mit tO) < ¢+ j=1 . . n—1.
Falls t() zensiert ist, ist §; = 1, ansonsten d; = 0.
Sei

@ Ji={j=1,...n:t; <t}

@ nj = #{j € J; : tj ist ein Ausfall},

Nelson Schatzer:

& 1 1
20=2 =2 7T

j€de I

wobei v durch alle Zahlen lauft mit t(;) ist eine Ausfallrate und t;) < t.
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Nelson Schatzer - Zensurierte Daten

Gegeben:

Die Stichprobe {¢; : t; ist eine Ausfallzeit};
Annahmen: Die Elemente der Stichprobe sind unabhangig und identisch verteilt.
Zugehdrgige geordnete Stichprobe:
{(tD,6;):i=1,...,n}, mit tO) < ¢+ j=1 . . n—1.
Falls t() zensiert ist, ist §; = 1, ansonsten d; = 0.
Sei

@ Ji={j=1,...n:t; <t}

@ nj = #{j € J; : tj ist ein Ausfall},

Nelson Schatzer:

& 1 1
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Parametrische Statistik

Schétzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

= =3 = £ DaAd
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Stichprobe {t; : i =1,...,n}
Annahmen:

@ t; sind unabhdngig und identisch verteilt.

@ t; sind exponentiall verteilt oder Weibull verteilt mit unbekannten
Parametern A oder v und .
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Stichprobe {t; : i =1,...,n}
Annahmen:

@ t; sind unabhdngig und identisch verteilt.

@ t; sind exponentiall verteilt oder Weibull verteilt mit unbekannten
Parametern A oder v und .

Aufgabe:

Schitzen der Parameter \ oder o und A. Man erhilt Schitzer & und .
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Stichprobe {t; : i =1,...,n}
Annahmen:

@ t; sind unabhdngig und identisch verteilt.

@ t; sind exponentiall verteilt oder Weibull verteilt mit unbekannten
Parametern A oder v und .

Aufgabe:

Schitzen der Parameter \ oder o und A. Man erhilt Schitzer & und .

Berechnung der Zuverldssigkeitsfunktion und der Ausfallrate:

Die Zuverldssigkeitsfunktion und die Ausfallrate wird mittels der exponential
Verteilung mit Parameter A oder der Weibull Verteilung Wei(&, 3) berechnet.
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

Eine Stichprobe {t; : i =1,...,n}
Annahmen:

@ t; sind unabhingig und identisch verteilt.

@ t; sind exponentiall verteilt oder Weibull verteilt mit unbekannten
Parametern \ oder v und \.
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:
Eine Stichprobe {t; : i =1,...,n}
Annahmen:

@ t; sind unabhingig und identisch verteilt.

@ t; sind exponentiall verteilt oder Weibull verteilt mit unbekannten
Parametern \ oder v und \.

Maximum Liklihood Schatzer:

Bei der Schatzung des unbekannten Parameters A oder o wahlt man diesen so,
dass die beobachtete Stichprobe fiir die Modellverteilung mit diesem Parameter
am wahrscheinlichsten ist.

Die kleinste Quadrate Methode:

Die Parameter der Verteilung werden so an die Daten angepasst, dass das
Kriterium der minimalen Fehlerquadratsumme erfiillt ist.
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

@ Eine Stichprobe {t;: i=1,...,n}

@ zensierte Beobachtungen{t,",... t; }
Annahmen:

@ t; sind unabhdngig und identisch verteilt.

@ nicht zensiert;

@ t; sind exponential verteilt mit unbekannten Parameter .
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

@ Eine Stichprobe {t;: i=1,...,n}

@ zensierte Beobachtungen{t,",... t; }
Annahmen:

@ t; sind unabhdngig und identisch verteilt.

@ nicht zensiert;

@ t; sind exponential verteilt mit unbekannten Parameter .

Likelihood-Funktion

L(\) = H)\exp(—)\t,-) 1:[ exp(—AtF).
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

@ Eine Stichprobe {t;: i=1,...,n}

@ zensierte Beobachtungen{t;", ..., t; .}
Annahmen:

@ t; sind unabhdngig und identisch verteilt.

@ nicht zensiert;

@ t; sind exponential verteilt mit unbekannten Parameter .
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

@ Eine Stichprobe {t;: i=1,...,n}

@ zensierte Beobachtungen{t;", ..., t; .}
Annahmen:

@ t; sind unabhdngig und identisch verteilt.

@ nicht zensiert;

@ t; sind exponential verteilt mit unbekannten Parameter .

Schatzer des Erwartungswert (bzw. Parameters \:

R 1 1 n n—m
S el
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:
@ Eine Stichprobe {t;: i=1,...,n}
Annahmen:

@ t; sind unabhingig und identisch verteilt.

@ nicht zensiert;

@ t; sind Weibul verteilt mit unbekannten Parameter \ und «.
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:
@ Eine Stichprobe {t;: i=1,...,n}
Annahmen:
@ t; sind unabhingig und identisch verteilt.
@ nicht zensiert;

@ t; sind Weibul verteilt mit unbekannten Parameter \ und «.

Methode:

Stammen die Beobachtungen tatsachlich aus einer Weibullverteilten (Parametern
a und \) Grundgesamtheit, miissen die Punkte der zugehorgigen Wertepaare auf
der Geraden

y = log(M)a + ax = b+ ax

liegen. Schatzen der Koeffizienten 4 und b fiihrt zu Schitzern von o und .
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:
@ Eine Stichprobe {t;: i=1,...,n}
Annahmen:

@ t; sind unabhingig und identisch verteilt.

@ t; sind Weibul verteilt mit unbekannten Parameter A\ und «.
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Schdtzen der Parameter einer Verteilungsfunktion

Gegeben:

@ Eine Stichprobe {t;: i=1,...,n}
Annahmen:

@ t; sind unabhingig und identisch verteilt.

@ t; sind Weibul verteilt mit unbekannten Parameter A\ und «.

Methode:

Schédtzen von a und b mittels einer Regressionsgeraden. Nach kurzer Rechnung
erhdlt man:
a = a,

N b
A = exp (—5> .

und
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Verteilungstest

Gegeben:

@ Ein Stichprobe {x1,x2,..., x5}
@ Eine Verteilungsfunktion F.

Frage:

Hat die Grundgesamtheit die Verteilungsfunktion F?

=] = = Dae
Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlassigkeit




Verteilungstest

Gegeben:
@ Ein Stichprobe {x1,x2,..., x5}
@ Eine Verteilungsfunktion F.

Frage:
Hat die Grundgesamtheit die Verteilungsfunktion F?

Nullhypothese und Alternativhypothese sind dabei:
@ Hp: X hat Verteilungsfunktion Fx(x)
@ Hj: X hat nicht Verteilungsfunktion Fx(x)

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlassigkeit 10. Janner 2017 36 / 44



Chi-Quadrat Test

Berechnen der Testvariable:

© Teile den Wertebereich in K Klassen ein d.h., man erhilt dann yo < y1 < -+ < yk
mit yo = min{x1, x2,...,xn}, und yx = min{xy, x2, ..., Xn}.
@ Zihle fiir jede Klasse wie viele Elemente in diese Klasse fallen und halte dies in
einen Vektor A = (As,..., Ax) fest. Also
Aj = #{xi € lyi-1,y))}-
© Berechne die theoretische Klassenhaufigkeit durch

Bj = (Fx(yj) — Fx(yj-1)) - n
wobei Fx die zu testende Verteilungsfunktion ist.

© Berechne den quadratischen Fehler
5 K (Bj—Aj)z
- Z':l .

B;

Die Variable X ist die Testvariable, von der man weiR dass sie fiir grosse n x?2
verteilt ist mit Freiheitsgraden K — 1.

© bestimme zu einem vorgegebenen Signifikanzniveau « einen kritischen Wert ¢ > 0,
der von der Testvariablen X nicht iiberschritten werden darf.

©Q Ist = groRer als ¢, verwerfe Ho ansonsten nehme Hp an.
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Kolmogorov Simirnov Test

Die Testvarible ist der betragsmassige grolite Abstand der Werte empirischen
Verteilungsfunktion F und der theoretischen Verteilungsfunktion:

D, = TeaﬁdFX(x) — Fx(x)].

=] = = = Dae
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Kolmogorov Simirnov Test

Die Testvarible ist der betragsmassige grolite Abstand der Werte empirischen
Verteilungsfunktion F und der theoretischen Verteilungsfunktion:

D, = T§1§(|FX(X) — Fx(x)].

Kolmogorov hat die asymptotische Verteilung von /(n)D, ermittelt und gezeigt dass
fir A > 0 gilt

k 72k2>\2
Jlim P(vnD, < \) = Z( 1)

k=—o00
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Kolmogorov Simirnov Test

Die Testvarible ist der betragsmassige grolite Abstand der Werte empirischen
Verteilungsfunktion F und der theoretischen Verteilungsfunktion:

D, = Teal§<|FX(x) — Fx(x)].

Kolmogorov hat die asymptotische Verteilung von /(n)D, ermittelt und gezeigt dass
fir A > 0 gilt

lim P(v/AD, < 3) Z (—1)ke 2K3,

k=—o00

Den kritischen Vergleichswert ¢ wihlt man zu einem Niveau « so, dass
P(D,<c)=1-qu

Der Reihenwert ist fiir n > 50 eine sehr gute Approximation. In Matlab kdnnen sie den
Kolmogorov-Smirnov test mittels kstest aufrufen.
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Datenanalyse - Nicht Parametrische Tests

Gegeben:

Ein Stichprobe {x1,x2,..., x5} J
Frage:

Wie schaut die Verteilungsfunktion aus? J

@ Empirische Verteilungsfunktion (ecdf)

@ Empirische Hazard Funktion (ecdf mit cumulative hazard)
@ Konfidenz Intervalle;
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Datenanalyse - Parametrische Tests

Gegeben:
Ein Stichprobe {x1,x2,..., x5}

Frage:
Welcher Verteilungstyp passt ?

=] F = = £ DaAd
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Entscheidungskriterien:

@ Plotten des Histogramms: Anzahl der Klassen: Sturges Regel
k = [1 4 3.3logyo(n)], k Anzahl der Klassen.

o = = = E 9DaC
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Entscheidungskriterien:

@ Plotten des Histogramms: Anzahl der Klassen: Sturges Regel:
k = [1 4 3.3logyo(n)], k Anzahl der Klassen.

© Berechnen vom Median und Mittelwert (mean):

» Symmetrische Verteilung: mean ~ median (Normal, Weibull mit shape
parameter € (3,4));

» Rechtsschief: median < mean (Exponential, Weibull oder Lognormal
Verteilung);
(Falls mean = Standardabweichung: Exponentailfunktion);

» Linksschief: median >> mean.
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Entscheidungskriterien:

@ Plotten des Histogramms: Anzahl der Klassen: Sturges Regel:
k = [1 4 3.3logyo(n)], k Anzahl der Klassen.

© Berechnen vom Median und Mittelwert (mean):

» Symmetrische Verteilung: mean ~ median (Normal, Weibull mit shape
parameter € (3,4));

» Rechtsschief: median < mean (Exponential, Weibull oder Lognormal
Verteilung);
(Falls mean = Standardabweichung: Exponentailfunktion);

» Linksschief: median >> mean.

© Zeichnen der Ausfallrate (Hazard rate)

» Monoton sinkend: Weibull mit shape parameter @ < 1

» Konstant: Exponential Verteilung

» Monoton Steigend: Weibull (grosser shape parameter), Normal,
Lognormal Verteilung.
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Entscheidungskriterien:

@ Plotten des Histogramms: Anzahl der Klassen: Sturges Regel:
k = [1 4 3.3logyo(n)], k Anzahl der Klassen.

© Berechnen vom Median und Mittelwert (mean):

» Symmetrische Verteilung: mean ~ median (Normal, Weibull mit shape
parameter € (3,4));

» Rechtsschief: median < mean (Exponential, Weibull oder Lognormal
Verteilung);
(Falls mean = Standardabweichung: Exponentailfunktion);

» Linksschief: median >> mean.

© Zeichnen der Ausfallrate (Hazard rate)

» Monoton sinkend: Weibull mit shape parameter @ < 1

» Konstant: Exponential Verteilung

» Monoton Steigend: Weibull (grosser shape parameter), Normal,
Lognormal Verteilung.

© Exponential, Weibull plots.
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Entscheidungskriterien:

© Exponental Plot: Zeichne

{(tIn(1/(1 = F(1)))),

= =3 = £ DaAd
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Entscheidungskriterien:

© Exponental Plot: Zeichne
{(tan(1/(1 = F(w))), i=1,....n}
Schitzen des Parameters durch Schatzung der Steigung:

A= b= 27:1 XiYi
TUTNT R
=17

wobei y; = In(1/(1 — F(t))) und x; = t; gilt.
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Entscheidungskriterien:

© Exponental Plot: Zeichne

{(t;In(1/(1 = F(t)))), i=1,...,n}

Schitzen des Parameters durch Schatzung der Steigung:

A= b= 27:1 XiYi
TUTNT R
=17

wobei y; = In(1/(1 — F(t))) und x; = t; gilt.
© Weibull Plot: Zeichne

{(In(t;); In (ln (1/(1 - ﬁ(t,-)))), i=1,...,n}
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Entscheidungskriterien:

© Exponental Plot: Zeichne

{(t;In(1/(1 = F(t)))), i=1,...,n}

Schitzen des Parameters durch Schatzung der Steigung:

A=p= 27:1 XiYi
TN
=17

wobei y; = In(1/(1 — F(t))) und x; = t; gilt.
© Weibull Plot: Zeichne

{(In(t;); In (ln (1/(1 - ﬁ(t,)))), i=1,...,n}

Schatzer der Parameter sin Schétzer der Steigung und Nullstelle der
Geraden.
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Schatzen der Parameter:

© wblfit(data),
© lognfit(data)

© phat = mle(data, pdf’ pdf, 'start’ start, 'cdf’,cdf)

= =3 = £ DaAd
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Schatzen der Parameter:

© wblfit(data),
© lognfit(data)

© phat = mle(data, pdf’ pdf, 'start’ start, 'cdf’,cdf)
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Verteilungstest:

© Chi? test chi2gof(x)
© Kolmogorov Smirnov Test: kstest
© QQ-plot:

@ Barlett's Test fiir die Exponentialverteilung; Mann's Test fiir die
Weibulverteilung.

Sonstige Moglichkeiten:

empirsche Verteilungsfunktion; v, 3, Verteilung, Extremwertverteilung, Birnbaum
Saudners, Burr Verteilung, Pearson, bimodale Verteilung.
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