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Preventative Maintenane - VorbeugendeInstandhaltungsmassnahmenOft tausht man vorbeugend eine ein Teil aus, um zu Vermeiden daÿ es zurReparatur kommt. Angenommen das Bauteil hat Zuverläÿigkeitsfunktion R(t).Vorbeugend wird das Bauteil zum Zeitpunkt T durh ein neues ausgetausht.Dann gilt Rp(t) = R(t), f ür 0 ≤ t < T ,Rp(t) = R(T )R(t − T ), f ür T ≤ t < 2T ,und für m ∈ INRp(t) = R(T )m−1 R(t − T ), f ür (m − 1)T ≤ t < mT .Es gilt dann MTTF =

∫

∞0 Rm(t) dt = ∫ T0 R(t) dt1− R(T )
.
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Preventative Maintenane - Ein BeispielAngenommen, die Ausfallrate ist konstant. Dann giltR(t) = exp(−λt)und daher für (m − 1)T ≤ t < mTRp(t) = exp(−λT )m−1 exp(−λ(T −mT )) = exp(−λt).Hier in diesen Fall ist es ziemlih egal. Allerdings muss man berüksihtigen, wieteuer ein Austaush kommt, der plötzlih zu mahen ist, bzw. was ein Austaushkostet der vorgeplant werden kann.
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Preventative Maintenane - Ein BeispielAngenommen, die Lebenszeit eines Bauteils gehorht der Weibull Verteilung.Dann gilt für (m − 1)T ≤ t < mTRp(t) = exp[−(m − 1)(T
θ

)β
] exp[− t − (m − 1)T

θ

]β

.Angenommen das Bauteil ist ein Kompressor dessen Lebensdauer Weibull verteiltist mit parameter β = 2 und θ = 100Tage, T = 20. Dann gilt z.B.Rp(90) = 0.8437
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Modellierung der Reparaturzeit
Birnbaum Sanders Verteilunginverse Gauss Verteilung (inverse Normalverteilung oder auhWald-Verteilung genannt)Log-Normal Verteilung.
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Birnbaum Sanders VerteilungBirnbaum und Saunders (1969) führten die Verteilung ein. Sie ist eine StohastisheVersion der Miners Regel, deren Dihte Funktion mit Parametern α und λ ist gegebendurh f (t) = √
λt+1/√λt2αt 1√2π e−(

√
λt+1/√λt)2/2α2

, t ≥ 0.Die Zuverlässigkeitsfunktion ist durhR(t) = Φ
( 1

α

(1/√λt −√
λt))gegeben. Erwartungswert der ReparaturzeitMTTR = ETf = 1

λ

(1 + α22 ) .
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Inverse Gauss VerteilungIn manhen Situationen kommt es vor dass λ bei 0 startet und zuerst ansteigt, abernah einem Zeitpunkt t0 allerdings abfällt. Dieses Verhalten kann sehr gut mittels derinversen Gauss Verteilung modelliert werden.Die Dihte der Inversen Gauss Funktion mit Parametern µ und λ hat folgende Form (inder Literatur kommen vershiedene Varianten vor !)f (t) =√ λ2πt3 e−(λ/2µ2)[(t−µ)2/t], t ≥ 0.Weiters ist MTTR gegeben durh MTTR = µ;

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

t

V
er

te
ilu

ng
sf

un
kt

io
n 

F
(t

)

Inverse Gauss  Dichtefunktion

 

 
λ=0.5
λ=1
λ=1.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

V
er

te
ilu

ng
sf

un
kt

io
n 

F
(t

)

Inverse Gauss  Verteilung

 

 
λ=0.5
λ=1
λ=1.5

Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 8 / 30



Lognormal VerteilungDie Dihte der Lognormal Verteilung ist zuerst nahe Null, steigt dann plötzlih an fälltdann nahdem sie ihr Maximum erreiht hat relativ shnell ab. Die Dihte derlogarithmishen Normalverteilung LN (µ, σ2) mit den Parametern µ ∈ R und
σ ∈ R, σ > 0, ist gegeben durhf (x) = 



1√2πσx exp(− (ln(x)− µ)22σ2 ) x > 00 x ≤ 0Weiters ist MTTF gegeben durhMTTR = E(Tr ) = eµ+σ
22
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Perfekte Reparatur - Niht Perfekte ReparaturRepariert man ein Bauteil, so kann man niht immer davon ausgehen, dassdas Bauteil nahher wie neu funktioniert. Vor allem bei älteren Bauteilennimmt man an, dass nahdem man den Fehler repariert hat, aufgrundanderer Ermüdungsersheinungen, bald wieder einen Ausfall auftritt. Hateine 14 Jahre alte Washmashine einen Ausfall, wird man geneigt sein eineneue zu kaufen und die alte auszutaushen.Dies führt zur folgenden Untersheidung:perfet repair Systemimperfet repair System;
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Berehnung der MTTF und MTTR bei Bauteilein Serie geshaltetGegeben:n Bauteile in Serie geshaltetDie MTTF des Bauteils i wird mit MTTFi ,die MTTR des Bauteils i wird mit MTTRiDie MTTR kann gegenüber der Laufzeit und MTTF vernahlässigtwerdenBezeihnen wir mit MTTRS die Reparaturzeit für das Gesamtsystem.Dann gilt MTTRS =

∑ni=1 MTTRiMTTFi
∑ni=1 1MTTFi .Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 11 / 30



Berehnung der MTTF und MTTR bei Bauteileparallel geshaltetGegeben:n Bauteile in Serie geshaltetAusfallrate ist konstant und Bauteil i hat Ausfallrate λidie MTTR des Bauteils i wird mit MTTRiDie MTTR kann gegenüber der Laufzeit und MTTF vernahlässigtwerdenBezeihnen wir mit MTTRS die Reparaturzeit für das Gesamtsystem.Dann gilt MTTRS =
n
∑i=1 MTTRi λi

∑ni=1 λi =
1
λS n
∑i=1 MTTRi λi ,mit ∑ni=1 λi = λS .Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 12 / 30



Berehnung der MTTF und MTTR bei BauteilegeshaltetGegeben:n Bauteile in Serie geshaltetDie MTTF des Bauteils i wird mit MTTFi ,die MTTR des Bauteils i wird mit MTTRiDie MTTR kann gegenüber der Laufzeit und MTTF vernahlässigtwerden MTTRS =

∑ni=1 MTTRiMTTFi
∑ni=1 1MTTFi .Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 13 / 30



Zuverlässigkeit eines one unit Bausteines mitReparaturSetting:Gegeben ist ein Baustein mit Reparatur:Lebensdauerverteilung: exponential verteilt mit Parameter λ;Dauer der Reparatur: exponential verteilt mit Parameter ρ;Es gibt zwei Zustände in denen sih das System be�nden kann:Z1: good state - Die Einheit ist funktionstühtig;Z0: bad state - Die Einheit ist funktionsuntühtig;
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Zuverlässigkeit eines one unit Bausteines mitReparatur Übergang Wahrsheinlihkeitim Zeitintervall (t, t +∆t)Z1 → Z1 1 − λ∆t + o(∆t)Z1 → Z0 λ∆t + o(∆t)Z0 → Z1 ρ∆t + o(∆t)Z0 → Z0 1− ρ∆t + o(∆t)
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Zuverlässigkeit eines one unit Bausteines mit ReparaturMatrizenshreibweise:P(t) =

(P0(t)P1(t))
=

(Wahrsheinlihkeit, dass das System zur Zeit t sih in Zustand Z0 be�ndetWahrsheinlihkeit, dass das System zur Zeit t sih in Zustand Z1 be�ndet)Übergangswahrsheinlihkeiten:Es gilt P′(t) = (−ρ λ

ρ −λ

)P(t), P(0) = (p0 p1) ,wobei p0 =Wahrsheinlihkeit, dass das System in Z0 startet, und p0 =Wahrsheinlihkeit, dass das System in Z1 startet. (also p0 + p1 = 1).Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 16 / 30



Ein Stohastisher ProzessStohastisher ProzessSei (Ω,F ,P) ein Wahrsheinlihkeitsraum. Ein Stohastisher Prozess
{ξ(t) : t ∈ [0,∞)} ist eine Abbildung

ξ : Ω× [0,∞) −→ R

(ω, t) 7→ ξ(t, ω) = ξ(t)a.aMan lässt gerne das ω weg.De�nitionEin stohastisher Prozess ξ heiÿt stationär, falls für alle0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn < ∞ die Verteilung der Zufallsvariable
(ξ(t1), ξ(t2), . . . , ξ(tn))nur von den Di�erenzen t2 − t1, t3 − t2, . . ., tn − tn−1 abhängt.Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 17 / 30



Zuverlässigkeit eines one unit Bausteines mit ReparaturStationäre Lösung:Die stationäre Lösung eines Systemes beshreibt die Lösung des Systemsfür groÿe t. Hier bleibt P(t) konstant, d.h.P′(t) = 0.
⇒ Berehnen des Eigenvektors zum Eigenwert 0 mit Summennorm 1.Lösung von:

(

−ρ λ

ρ −λ

)(p0p1) = 0, p0 + p1 = 1, p0, p1 ≥ 0.Nah kurzer Rehnung erhalten wirpstat = (p0p1) =

(

λ
λ+ρ
ρ

λ+ρ

)

.Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 18 / 30



Verfügbarkeit
De�nitionDie Verfügbarkeit (Aviability) ist jene Wahrsheinlihkeit, das System zu einemde�nierten Zeitpunkt oder in einer bestimmten Zeitspanne im Zustand Z1 vorzu�nden.Sei ξ(ω) ein stohastisher Prozess mit
ξ(t, ω) = {1 falls zur Zeit t Bauteil im Zustand Z1 ist, also funktioniert,0 falls zur Zeit t Bauteil im Zustand Z0 ist, also funktionsuntühtig ist.
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VerfügbarkeitDe�nitionDie Verfügbarkeit (Aviability) ist jene Wahrsheinlihkeit, das System zu einemde�nierten Zeitpunkt oder in einer bestimmten Zeitspanne im Zustand Z1 vorzu�nden.Die Zeit, in der das Bauteil funktioniert ist gleihXT (ω) = ∫ T0 ξ(t, ω) dtDie Verfügbarkeit des einen Werkstükes beträgtXT (ω)T .Sei P1(t) = Wahrsheinlihkeit, dass sih das System im Zustand Z1 zur Zeit t be�ndet.Für den Erwartungswert gilt
E

[XT (ω)T ]

= E

[ 1T ∫ T0 ξ(t, ω) dt]1T ∫ T0 E [ξ(t, ω)] dt = 1T ∫ T0 P1(t) dt.Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 20 / 30



VerfügbarkeitDe�nitionDie Verfügbarkeit (Aviability) ist jene Wahrsheinlihkeit, das System zu einemde�nierten Zeitpunkt oder in einer bestimmten Zeitspanne im Zustand Z1 vorzu�nden.Wegen P(t) = (p0p1) =

(

λ
λ+ρ
ρ

λ+ρ

)

,und somit erhält man
E

[XT (ω)T ]

=
1T ∫ T0 ρ

λ+ ρ
dt = ρ

λ+ ρ
.Das heiÿt auf lange Zeit gilt

E

[XT (ω)T ]

=
ρ

λ+ ρ
.Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 21 / 30



Zuverlässigkeit eines Systemes mit zwei BausteinenSetting:Gegeben sind zwei Bausteine mit Reparatur:Lebensdauerverteilung: exponential verteilt mit Parameter λ;Dauer der Reparatur: exponential verteilt mit Parameter ρ;Es gibt zwei Zustände in denen sih das System be�nden kann:Z0: Beide Bauteile sind funktionsuntühtig;Z1: Erster Bauteil ist funktionstühtig, zweiter Bauteil istfunktionsuntühtig;Z2: Erster Bauteil ist funktionsuntühtig, zweiter Bauteil istfunktionstühtig;Z3: Beide Bauteile sind funktionstühtig;Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 22 / 30



Zuverlässigkeit eines Systemes mit zwei Bausteinen
Übergang Wahrsheinlihkeitim Zeitintervall (t, t + ∆t)Z0 → Z0 1 − 2ρ∆t + o(∆t)Z0 → Z1 ρ∆t + o(∆t)Z0 → Z2 ρ∆t + o(∆t)Z0 → Z3 0Z1 → Z0 λ∆t + o(∆t)Z1 → Z1 1 − (λ + ρ)∆t + o(∆t)Z1 → Z2 0Z1 → Z3 ρ∆t + o(∆t)

Übergang Wahrsheinlihkeitim Zeitintervall (t, t + ∆t)Z2 → Z0 λ∆t + o(∆t)Z2 → Z1 0Z2 → Z2 1 − (λ + ρ)∆t + o(∆t)Z2 → Z3 ρ∆t + o(∆t)Z3 → Z0 0Z3 → Z1 λ∆t + o(∆t)Z3 → Z2 λ∆t + o(∆t)Z3 → Z3 1 − 2λ∆t + o(∆t)
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Zuverlässigkeit eines Systemes mit zwei Bausteinen
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Zuverlässigkeit eines Systemes mit zwei Bausteinen
Sei pi (t) = Wahrsheinlihkeit, dass das System zur Zeit t im Zustand Ziist. Dann giltP′(t) = 



p′0(t)p′1(t)p′2(t)p′3(t) =









−2ρ λ λ 0
ρ −(ρ+ λ) 0 λ

ρ 0 −(ρ+ λ) λ0 ρ ρ −2λ 







P(t), t > 0.
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Zuverlässigkeit eines Systemes mit zwei BausteinenDie stationäre Lösung ist der Eigenvektor zum Eigenwert eins, normieren inder Summennorm auf Länge 1. Das heiÿt die Lösung von folgendemGleihungssystem:








−2ρ λ λ 0
ρ −(ρ+ λ) 0 λ

ρ 0 −(ρ+ λ) λ0 ρ ρ −2λ 















p0p1p2p3 = 0,und 3
∑i=0 pi = 1, pi ≥ 0.Als Lösung erhält man









p0p1p2p3 =
1

(λ+ ρ)2 λ2
ρλ

ρλ
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Monte Carlo SimulationMonte-Carlo-Simulation oder Monte-Carlo-Studie, auh MC-Simulation, ist einVerfahren aus der Stohastik, bei dem sehr häu�g durhgeführte Zufallsexperimente dieBasis darstellen. Es wird dabei versuht, mit Hilfe der Wahrsheinlihkeitstheorieanalytish niht oder nur aufwändig lösbare Probleme numerish zu lösen. Als Grundlageist vor allem das Gesetz der groÿen Zahlen zu sehen. Die Zufallsexperimente werden imallgemeinen am Computer mit Zufallszahlengeneratoren erzeugt.Einführungen in Monte Carlo Algorithmen :Enrio Zio: The Monte Carlo Simulation Method for System Reliability and RiskAnalysis (Springer Series in Reliability Engineering), 2013.Müller-Gronbah, Thomas; Novak, Erih; Ritter, Klaus Monte Carlo-Algorithmen.Springer-Lehrbuh. Springer, Heidelberg, 2012.Glassermann: Monte Carlo Methods in Finanial engineering, (2004).
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Zuverlässigkeit eines Systemes mit zwei BausteinenSetting:Gegeben sind zwei Bausteine mit Reparatur:Lebensdauerverteilung: exponential verteilt mit Parameter λ;Dauer der Reparatur: exponential verteilt mit Parameter µ;Es gibt zwei Zustände in denen sih das System be�nden kann:Z0: Beide Bauteile sind funktionsuntühtig;Z1: Erster Bauteil ist funktionstühtig, zweiter Bauteil istfunktionsuntühtig;Z2: Erster Bauteil ist funktionsuntühtig, zweiter Bauteil istfunktionstühtig;Z3: Beide Bauteile sind funktionsuntühtig;Prof. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 28 / 30



Zuverlässigkeit eines Systemes mit zwei BausteinenSetting:Gegeben sind zwei Bausteine mit Reparatur:Lebensdauerverteilung: Weibull verteilt mit Parametern λ und α;Dauer der Reparatur: Reighley verteilt mit Parameter µ;Problem:Dieses System lässt sih niht mehr als Markov system beshreiben - dieWeibull verteilung ist niht gedähtnislos.Ausweg:Monte Carlo SimulationProf. Erika Hausenblas (Leoben) Zuverlässigkeit 27. Jänner 2016 29 / 30



Monte Carlo SimulationSpezi�kation der einzelnen Komponenten; ⇒ Beshreibung jedes Zustandes;Genaue Fragestellung: Was möhte man wissen ?Wie kann man dies beshreiben ?Mathematishe Veri�zierung:
◮ Samplegröÿe ?
◮ Varianzreduzierende Methoden?
◮ Gibt es seltene Ereignisse mit hohen Impat?
◮ Möglihkeit der Vereinfahung (Ergodizität des dahinterliegendenProzess)?
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