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Partielle Di�erentialglei
hungen

Die Vorlesungsfolien geben eine Themenübersi
ht. Etwas tiefer geht der

Artikel �Partielle Di�erentialglei
hung� in der deuts
hen Wikipedia.

•
Lineare PDG 1. Ordnung: allgemeine Form

•
Lineare PDG 2. Ordnung: allgemeine Form, Klassi�kation

•
Beispiele elliptis
her, hyperbolis
her und parabolis
her Glei
hungen
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Partielle Di�erentialglei
hungen Motivation

Lapla
e Glei
hung:

Gegeben ist ein Gebiet O = [0, 1]× [0, 1] und eine Funktion v : ∂Oa → R,

gesu
ht ist eine Funktion

u : O → R

die folgende Glei
hung erfüllt:

∂2u(x
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= v .

a∂O bezei
hnet den Rand von O.
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Partielle Di�erentialglei
hungen Motivation

Poisson Glei
hung:

Gegeben ist ein o�enes Gebiet O = [0, 1]× [0, 1] und Funktionen v : ∂O → R,

f : O → R, gesu
ht ist eine Funktion

u : O → R

die folgende Glei
hung erfüllt:
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∣
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= v .

Anwendungsgebiete:

Elektrostatik, Seifenblasen, . . . ,
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Poisson Glei
hung:

Randbedingungen:

O = [0, 4]× [0, 4]. Die am Rand vorgegebenen Werte sind:

f
1

(y) = exp(y)− cos(y), f
2

(y) = exp(y) ∗ cos(4)− exp(4) ∗ cos(y),

g
1

(x) = cos(x)− exp(x), g
2

(y) = exp(4) ∗ cos(x)− exp(x) ∗ cos(4).
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Poisson Glei
hung:

Poisson Glei
hung auf dem Kreis:

O = {x ∈ R
2 : |x | ≤ 1},

∆u(x) = 1.
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Partielle Di�erentialglei
hungen Motivation

Wärmeleitungsglei
hung:

Gegeben ist ein o�enes Gebiet O = [0, 1]× [0, 1] und eine Funktion u
0

: O → R,

gesu
ht ist eine Funktion

u : O × [0,∞) → R

die folgende Glei
hung erfüllt:
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Abkürzung:
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Wärmeleitungsglei
hung:

Numeris
he Lösung mit 20 Punkten:

O = [0, 1], Anfangswert (ǫ = 0.01):

u
0

(x) =

{

1

ǫ
falls 0.5− ǫ < x < 0.5+ ǫ,

0 sonst.
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Partielle Di�erentialglei
hungen Motivation

Wellenglei
hung:

Gegeben ist ein o�enes Gebiet O = [0, 1] und zwei Funktionen u
1

, u
0

: O → R,

gesu
ht ist eine Funktion

u : O × [0,∞) → R

die folgende Glei
hung erfüllt:

∂2u(t, x)

∂t2
= ∆u(t, x), x ∈ O, t > 0,

u
∣

∣

∂O
= 0, u(0, x) = u

0

(x), ux(0, x) = u
0

(x).

Anwendungsgebiete:

Vibrationen eines Gehäuses, Mas
hinendynamik, Brü
ken, . . . ,
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Partielle Di�erentialglei
hungen

Viele Glei
hungen der Physik (Wellen-, Wärmeleitungs-, Potential-,

S
hrödinger-, Maxwell-, et
.) sind als partielle Di�erentialglei
hungen

formuliert.

Eine partielle Di�erentialglei
hung (PDG) enthält Funktionen und deren

partielle Ableitungen;

Beispiel: die Wellenglei
hung

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2
=

1

v2
∂2ψ

∂t2
.
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Ni
htlineare Partielle Di�erentialglei
hungen

Weitere wi
htige Glei
hungen:

•
Navier Stokes Glei
hung (Fluid Dynamik)

•
Burger Glei
hung

•
Kortweg de Fries Glei
hung, Shallow water Glei
hung (Tsunami,

Wellenausbreitung in einen Kanal)

•
Maxwell Glei
hungen (Bes
hreibung eines elektris
hen Feldes)
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Partielle Di�erentialglei
hungen Motivation

Zu klärende Fragen (Mathematik)

•
Es existiert eine Lösung u.

•
Die Lösung ist eindeutig.

•
Die Lösung ist stabil. Das heiÿt, ändern si
h die gegebenen

Anfangsbedingungen stetig (Randwerte, Koe�zienten in der Glei
hung,

re
hte Seite der Glei
hung), dann ändert si
h die Lösung ebenfalls stetig.
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Lineare und quasilineare PDG erster Ordnung

Allgemeine Form für unbekannte Funktion u(t, x)

aut + bux = e

Allgemeine Form für u(t, x , y , z) (Zeit und drei Raumdimensionen)

aut + bux + cuy + duz = e

wobei bei einer lineraren PDG die a, b, . . . , e gegebene stetig

di�erenzierbare Funktionen von t, x , y , z sind;

Bei einer quasilineraren PDG dürfen die a, b, . . . , e au
h von der gesu
hten

Funktion u abhängen, allerdings müssen diese Lips
hitz stetig sein.

Lösung linearer und quasilinearer PDGs erster Ordnung ist �relativ einfa
h�.
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Klassi�kation der LPDG 2. Ordng.

Lineare PDG 2. Ordnung

Auxx + Buxt + Cutt + Dux + Eut + Fu = G

Klassi�kation

B2 − 4AC Typ der LPDGL

< 0 elliptisch

= 0 parabolisch

> 0 hyperbolisch

Wenn A,B,C , . . . ,F und G Funktionen von x und t sind, kann es vorkommen, dass die

LPDGL ni
ht in allen Berei
hen der Ebene vom glei
hen Typ ist.
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Elliptis
he PDG

Prototypen elliptis
her Glei
hungen

•
Poisson-Glei
hung uxx + uyy = G

•
Lapla
e-Glei
hung uxx + uyy = 0

(Statt Zeit t tritt zweite Raumdimension y als Variable auf!)

Randbedigungen

Randbedingungen für den gesamten Rand des De�nitionsgebietes

notwendig. Jeder Punkt des Randes beein�usst Lösung.

•
Diri
hlet-Randbedingung Funktionswerte u am Rand gegeben

•
Neumann-Randbed. Ableitung du/dn normal zum Rand geg.

Clemens Brand und Erika Hausenblas 8.6.2017 16 / 23



Elliptis
he PDG

Prototypen elliptis
her Glei
hungen

•
Poisson-Glei
hung uxx + uyy = G

•
Lapla
e-Glei
hung uxx + uyy = 0

(Statt Zeit t tritt zweite Raumdimension y als Variable auf!)

Randbedigungen

Randbedingungen für den gesamten Rand des De�nitionsgebietes

notwendig. Jeder Punkt des Randes beein�usst Lösung.

•
Diri
hlet-Randbedingung Funktionswerte u am Rand gegeben

•
Neumann-Randbed. Ableitung du/dn normal zum Rand geg.

Clemens Brand und Erika Hausenblas 8.6.2017 16 / 23



Approximation von PDEs

Idee: Di�erentialquotient

∂u(x)

∂x
= lim

h→0

1

h
(u(x + h)− u(x))
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Approximation von PDEs

Approximation:

∂u(x)

∂x
≃

1

h
(u(x + h)− u(x))

Approximation:

∂2u(x)

∂x2
≃

1

h
(u(x − h)− 2u(x) + u(x + h))
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Approximation von PDEs
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Parabolis
he PDG

Prototyp einer parabolis
hen Glei
hung

Die Wärmeleitungsglei
hung ut = auxx
bes
hreibt ein orts- und zeitabhängiges Temperaturfeld. Die Lösung u an

einem Punkt (x , t) wird vom gesamten in der Vergangenheit liegenden

Berei
h der Anfangs- und Randbedingungen beein�usst.

Anfangsbedingung: u gegeben

Randbedingungen: u oder du/dn (Diri
hlet- bzw. Neumann-RBD)
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Wärmeleitungsglei
hung: Beispiel

Gesu
ht ist u = u(x , t) mit

uxx = ut für 0 < x < 1, t > 0

mit den Rand- und Anfangsbedingungen

u(0, t) = TL, u(1, t) = TR , u(x , 0) = Tinit(x)

Bes
hreibt die Temperaturverteilung in einem na
h auÿen hin isolierten

Stab, an dessen linken (re
hten) Ende T = TL (T = TR) konstant

gehalten wird. Anfangs herrs
h Temperatur Tinit(x)
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MATLAB: pdepe

MATLAB-Löser pdepe (Demo in Vorlesung)

Für parabolis
he Probleme in der Form (etwas allgemeiner als die vorige

De�nition)

c(x , t, u, ux )ut =
∂

∂x
f (x , t, u, ux ) + s(x , t, u, ux )

mit Randbedingungen am linken und Re
hden Rand des x-Berei
hes

p(x , t, u) + q(x , t)f (x , t, u, ux ) = 0

bietet MATLAB eine Löser an.

Für c = 1, s = 0, f = ux , q = 0, p = u − TL oder p = u − TR ergibt si
h

die Wäermeleitungsglei
hung des vorigen Beispiels.
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Hyperbolis
he PDG

Prototyp einer hyperbolis
hen Glei
hung

Die Wellenglei
hung utt = c2uxx
bes
hreibt Wellen, die si
h mit Ges
hwindigkeit c ausbreiten. Die Lösung u

an einem Punkt (x , t) wird (wegen endli
her Ausbreitungsges
hwindigkeit)

nur von einem endli
hen Berei
h der Anfangsbedingungen und des Randes

beein�usst.

Anfangsbedingungen: u und ut gegeben

Randbedingungen: u oder du/dn gegeben.

Lösung ist aufwendiger und s
hwieriger als bei GDG. Nur für spezielle PDE-Typen sind

Löser in MATLAB verfügbar.
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