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| asst sich diese Dreiecks-Funktion durch Sinus- oder
Cosinusfunktionen approximieren?
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Eine Sinus-Funktion bietet sich an: sin(27t/4). ..




| asst sich diese Dreiecks-Funktion durch Sinus- oder
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und %sin(27rt/4) passt auch ganz gut, aber. ..
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| asst sich diese Dreiecks-Funktion durch Sinus- oder
Cosinusfunktionen approximieren?
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und % [sin(27rt/4) - %sin(67rt/4)] passt schon besser, aber. . .
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| asst sich diese Dreiecks-Funktion durch Sinus- oder
Cosinusfunktionen approximieren?
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Das ist der Fehler—wir passen daran noch eine Sinus-Funktion an




| asst sich diese Dreiecks-Funktion durch Sinus- oder
Cosinusfunktionen approximieren?
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% [sin(27rt/4) — §sin(6mt/4) + 5 sin(107rt/4)] passt noch besser. ..



| asst sich diese Dreiecks-Funktion durch Sinus- oder
Cosinusfunktionen approximieren?
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Fourierreihe

stellt eine Funktion als Summe einfacher Sinus- und Cosinuswellen dar

Gegeben: eine periodische Funktion f : R — R, Periode T

Beispiel: Dreiecks-Signal

NN N
N

Gesucht:

die Koeffizienten ag, a1, b1, bo,... in der Darstellung

E 2nmt
f(t) = ?0 4 g <a,, cos (T) + by sin <
n=1

2ntt
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Fourierreihe

stellt eine Funktion als Summe einfacher Sinus- und Cosinuswellen dar

Gegeben: eine periodische Funktion f : R — R, Periode T

Beispiel: Dreiecks-Signal
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Gesucht:
die Koeffizienten ag, a1, b1, bo,... in der Darstellung

=5+ 3 (areen(3F) o0in (7))




Fourierreihe

Gegeben:

f:00, T] > R

eine Funktion (die auf ganz R periodisch fortgesetzt wird).

Aufgabe:

Zahlen ag, a;, by, bs,... zu finden, sodass gilt

a 2t At
f(t):EO—}-al cos<7>+ag cos<T>+...
2 4
+ by sin (g)—kbz sin (%t)jt

_a > 2nmt . [ 2nmt
= 2+Z<ancos< T >+b,,sm< T >)

n=1
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Fourierreihe

Gegeben:

f:[0,T]-R
eine Funktion (die auf ganz R periodisch fortgesetzt wird)

Fourierreihenentwicklung

_a 2w 47 2mn
f(t) = > +alcos(Tt)+agcos(_,_t)+ + aj cos( = t)+
2 4 2
+ b sin(77rt) 4 bysin(o=t) + -+ + bpsin( e t) + -
mit
-
2

2 . 2mn
2 T SUOR “eyde bn:?/%f(t)-sm(Tt)dt




Fourierreihe
Tipps zum Berechnen der Integrale

Auswertung von

. —2/5 F() - cos(22eydt b —2/ F(£) - sin(220 1) de
"T I T "T I T

> % ist der Mittelwert der Funktion.

> Integration erfolgt lber eine volle Periode. Integrationsgrenzen lassen
sich passend verschieben

T

/7?7] / /T+
> 0 T
> Symmetrie ausnitzen!

Gerade Funktion f(—x) = f(x): nur cos-Terme.
Ungerade Funktion f(—x) = —f(x): nur sin-Terme.



Die Sinus- und Cosinus-Basisfunktionen der Reihe
Wichtige Eigenschaften- deswegen funktioniert es iiberhaupt!

> Normierung

T
’ cos’(wt)dt = — VYw #0
I 2

2

» Orthogonalitat

NI~

LI sin(wyt) sin(wyt) dt = /z

NI~

cos(wit) cos(wat)dt =0 Vwi # wo

N~

/ . sin(wyt) cos(wat)dt =0 Vwi,ws
2



Die Fourierreihe

Die Quadratfunktion

Sei dazu f(t) = t> — 0.52. Im ersten Bild sehen Sie die Funktion und die
Naherung fir N =1,2,3,5,10 und 20.
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Basisvektoren <> Basisfunktionen

2
{sin <ﬂ> 'né€e ]N}
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0,1 und 0 und
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Basisvektoren <> Basisfunktionen
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> 2nmt
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Basisvektoren <> Basisfunktionen

f(l’) = ao
X1 1 0 0 > 2nmt
x| =x1|0|4+x|1]4+x3|0 + an sin( 77_T )
X3 0 0 1 n=1
= 2nmt
+ Zan cos( 'Z;_T )
n=1
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Basisvektoren <> Basisfunktionen

erster Fourierkoeffizient (cosinus) auf [-1,1] 2weiter Fourierkoeffizient (cosinus) auf [-1,1]
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Abbildung: Die ersten Basisfunktion der Familie {cos (%) : n € IN}.
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Basisvektoren <> Basisfunktionen

dritter Fourierkoeffizient (cosinus) auf [-1,1] siebter Fourierkoeffizient (cosinus) auf [-1,1]
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Abbildung: Die ersten Basisfunktion der Familie {cos (%) : n € IN}.
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Basisvektoren <> Basisfunktionen
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Die Fourier-Koeffizienten und die 2-Norm

ine Art Pythagoraischer Lehsatz fiir Funktionen
%ur Vektoren x & ﬂ{;’ glrt

ZXI-Z = ||x||  Euklidische Lange, 2-Norm
\ i=1

Verallgemeinerung fiir periodische Funktionen

.
/ F(t)2dt = ||f||  2-Norm
0

Es gilt: 2-Norm des Koeffizientenvektors ist 2-Norm der Funktion (bis auf
Skalierungsfaktor, und ap tanzt wieder aus der Reihe)

33 — 2 2 2 2
E+’;an+bn: 7”’(”

= 1
2 2
E = —|If

n=—oo



Fourierreihe: Komplexe Schreibweise

Alle Formeln werden einfacher!

Gegeben:
f:[0, T] =R

eine Funktion (die auf ganz R periodisch fortgesetzt wird).

Fourierreihenentwicklung

o
f(t) = Z ¢n cos(—inwt)
n=—oo
mit
1 to+ T

= = f(t) - exp(—inwt)dt
T Jit

Cn




Gibbs'sches Phanomen

a=1/7, 31:%c05(§), a=.und b =b=---=0.

Naherung bis zum zweiten Mode Naherung bis zum funften Mode
1 1
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Gibbs'sches Phanomen

a=1/7, 31:%c05(§), a=..und by =by=---=0.

Naherung bis zum zehnten Mode Naherung bis zum zwanzigsten Mode

—— Approximation —— Approximation
Exakte Funktion - Exakte Funktion
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Gibbs'sches Phanomen

a=1/7, 31:%c05(§), a=..und by =by=---=0.

Naherung bis zum vierzigsten Mode Néiherung bis zum achsigsten Mode

—— Approximation —— Approximation
- Exakte Funktion - Exakte Funktion
.o AT
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Gibbs'sches Phanomen

Bei Sprungstellen einer Funktion treten Oszillationen auf

» Je mehr Terme einer Fourierreihe von f summiert werden, desto
schmaler und scharfer begrenzt in der Umgebung der Sprungstelle
oszilliert die Reihe.

» Die maximale Abweichung bleibt auch fiir n — oo im Bereich einiger
Prozent der Sprunghodhe. (Keine Konvergenz in der oco-Norm.)

> Die quadrierten Flacheninhalte der Abweichung konvergieren nach 0
fir n — oo (Konvergenz im Quadratischen Mittel, in der 2-Norm)




Die Diskrete Fourierreihe
Gegeben:

Sei f : [-m, 7] — R eine Funktion, t={—-nm =ty < t1 <...< ty_1 =7}
eine Partition des Intervalls [—7, 7] und f = (fp,...,fn_1) die
Funktionswerte der Funktion auf der Partition.

Clemens Brand und Erika Hausenblas
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Die Diskrete Fourierreihe
Gegeben:

Sei f : [-m, 7] — R eine Funktion, t={—-nm =ty < t1 <...< ty_1 =7}
eine Partition des Intervalls [—7, 7] und f = (fp,...,fn_1) die
Funktionswerte der Funktion auf der Partition.

Es gilt ja:

1 [7/2 ,
ck = —/ f(t)e "kt dt
~T/2
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Die Diskrete Fourierreihe

Gegeben:

Sei f : [-m, 7] — R eine Funktion, t={—-nm =ty < t1 <...< ty_1 =7}

eine Partition des Intervalls [—7, 7] und f = (fp,...,fn_1) die
Funktionswerte der Funktion auf der Partition.

Es gilt ja:

- /T/2 ekt dt
T T/2

Approximation des Integrals durch eine Summe:
Gegeben: (fj := f(t;), j =0,...,N). Dann gilt

A _2im
o ~ fk):=> e wikf kel
J=0
v
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Die Diskrete Fourierreihe

Gegeben:

Sei f : [—m, ] — R eine Funktion, r={-7m1=t) <ty <...< ty_1 =7}

eine Partition des Intervalls [—7, 7] und f = (fp,...,fn_1) die
Funktionswerte der Funktion auf der Partition.

Es gilt ja:

T/2 ot
= e 'kt dt
o« T /T/2

Approximation der Riicktransformierten:

N—

|_l

2l7r

ew (IF(k).
=0

f(y) ~

ZI'—‘
=

v
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Die Diskrete Fourierreihe

Eigenschaften: Die Vektoren

1 1
2mi 2mi 27r
1y | e 2 =)
27i 2
1 o2 o4 e w2(N-1)
1 o3 ped 27“3(/\/ 1)
9 9 Y Y Y
1 2’”(N 3) 2’”2(N 3) o w (N=1)(N-3)
1 2’”(N 2) e%(Nf2) e2—,’\;'(N71)(N72)
e (N=1) e (N-1) e (N=1)(N-1)

sind orthogonal.
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Die schnelle Fouriertransformation
Die Gleichung der Kurve lautet

f(x) = 0.3 exp(—0.9t) (sin(107t) + cos(0.27t) — sin(57t)) .

ssssssss o2 o o
zzzzzzz o) Time ()

Abbildung: Approximation der Funktion mittels der FFT (17 Datenpunkte)

Sine Wave sew  power SpectumofaShe i we Theiverse Faurer Signal

3 08 B 1 15 2 = 0z o1 o
Tme® T ey ) Time ()

Abbildung: Approximation der Funktion mittels der FFT (51 Datenpunkte)
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Aliasing

Aliasing:

Als Alias-Effekte (auch Aliasing-Effekte oder kurz Aliasing) werden im
Bereich der Signalanalyse Fehler bezeichnet, die auftreten, wenn im
abzutastenden Signal Frequenzanteile vorkommen, die hoher als die halbe

Abtastfrequenz sind, oder, mit anderen Worten, ein Signal in zu groBen
Abstanden abgetastet wurde.

Abbildung: Der Aliasing Effekt
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Denoising
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Denoising
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mogliche Prifungsfragen

» Hier im Bild ist die Fourier-
transformierte abgebildet. Wie
kénnte die zugehorige Funkti-
on aussehen: .

» Konnen Sie den Begriff Aliasing erklaren.
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