U 3 Dritte Ubungseinheit

Inhalt der dritten Ubungseinheit:
¢ Script- und Funktionsdateien, Live Scripts

¢ Rechenoperationen bei Eingabe von Matrizen und Vektoren

o Bergabstrich 16st Gleichungssysteme
o Inverses Problem, Regularisierung

e Newton-Verfahren fiir Systeme

o Lokale Funktionen

o fsolve

o Isolinien- und Oberflaichengrafiken

U 3.1 Skript- und Funktionsdateien: Zusammenfassung

Wir haben schon mit beiden gearbeitet: Sieche Abschnitte und [U 2.5|. Wichtige Unter-
schiede bestehen in der Verwendung und dem Giiltigkeitsbereich von Variablen. Hier eine kurze
Wiederholung und Zusammenfassung.
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Skripts. Sie haben weder Eingabe-Argumente noch Riickgabewerte. Sie greifen auf Daten
und Variable des aktuellen Workspace zu. Befehlszeilen in einer Skript-Datei wirken so,
als ob sie direkt im Command Window eingegeben wiirden.

Ein h&ufiger Fehler ist, dass das Skript Variable aus dem aktuellen Workspace verwendet,
aber nicht selber definiert. Sie merken wahrend der aktuellen MATLAB-Sitzung nichts.
Erst beim néchsten Neustart meldet MATLAB: Undefined function or variable.
Geben Sie deswegen ganz zu Beginn des Skripts den Befehl clear variables. Damit
16schen Sie alle Variablen im Workspace und merken sofort, ob sie Definitionen im Skript
vergessen haben. Siehe Abschnitt

Funktions-Dateien. Sie ibernehmen Eingabewerte (Argumente)und liefern Resultate. In-
nerhalb der Funktion deklarierte Variable gelten nur lokal, also innerhalb der Funktion.

Lokale Funktionen: In einer Funktionsdatei konnen weitere Funktionen (,,Unter-Funk-
tionen®) vorkommen. Die erste Funktion (die ,Hauptfunktion®) lasst sich von der Be-
fehlszeile im Command Window aus oder iiber Befehlszeilen in einem Skript starten.
Alle weiteren Funktionen (Reihenfolge egal) sind nur lokal — also nur fiir andere Funk-
tionen aus derselben Datei — verfiigbar. Es kann ganz praktisch sein, ein Programm mit
Unterfunktionen zu gliedern. Weitere Infos: MATLAB-Hilfe, Stichwort “local functions”

Auch Skript-Dateien kénnen (ab MATLAB R2016b) lokale Funktionen enthalten; die
diirfen aber erst nach der letzten Zeile des Skript-Codes beginnen. Hilfe dazu suchen Sie
unter “Add Functions to Scripts”

Verschachtelte Funktionen (fiir Fortgeschrittene): das sind Funktionen, die innerhalb
einer iibergeordneten Funktion deklariert sind. Damit kénnen Sie Zugriff auf Variable
noch differenzierter steuern. Details finden Sie in der MATLAB-Hilfe, Stichwort “nested
functions”.

Funktions-Einzeiler ( anonymous functions) sind praktisch, wenn der Funktionsterm aus
einem einzigen ausfithrbaren Befehl besteht. Wurden in Abschnitt [U 2.5.5| vorgestellt.



 Live-Scripts und -Funktionen (Fiir Fortgeschrittene): Diese Art von Programm-Dateien
kann Quellcode und Output gemeinsam darstellen, Begleittext und Kommentare tiber-
sichtlich formatieren, Sie kénnen Schalt- und Steuerflichen fiir interaktives Arbeiten
einbauen und mehr. Solche Dateien haben Endung .mlx im Unterschied zu Endung .m
bei ,,gewohnlichen* Skripts.

Wenn Sie Thre Dateien besonders ansprechend gestalten wollen, kénnen Sie ja versuchs-
weise im Editor auf Save/Save as/Save as type: Matlab Live Code files (*.miz) klicken und
so Thre Datei in ein Live-Script umwandeln. Sie finden mehr Informationen und Beispiele
in der MATLAB-Hilfe, Stichwort Live Scripts and Functions. Eine nette Ausarbeitun@
von Aufgabe 8 finden Sie hier (klick!)

U 3.2 Rechenausdriicke bei der Eingabe von Vektoren und
Matrizen

Eine Erinnerung an die letzte Einheit: Bei der Eingabe von Vektoren und Matrizen wirken
Komma, Strichpunkt, Leerzeichen und Zeilenumbruch als Trennzeichen.

Sie kénnen nicht nur Zahlenwerte, sondern auch Rechenausdriicke angeben:

>> x=[1+2, 2+3 3+4]

x = Zeilenvektoren: Leerzeichen oder Komma trennt Komponenten.

3 5 7 Hier (nicht zu empfehlen) einmal Komma, einmal Leerzeichen.

>> y=[1-2 3 + 4 5 +6 7+ 8]

y =
-1 7 5 6 15

Vorsicht mit Leerzeichen bei + und -: kann als Vorzeichen, als
Rechenoperation oder als Trennzeichen interpretiert werden.

Typischer Fehler bei Rechenausdriicken in einem Vektor: Leerzeichen vor Opera-
tor wirkt ungewollt als Trennzeichen. Empfehlung: Bei Rechenoperationen ent-
weder keine Leerzeichen oder beidseitig Leerzeichen um Operatoren.

Regeln bei Plus oder Minus in Termen:

o beidseitig kein Abstand: Rechenoperation wird ausgefiithrt (+ und - wirken als bindgre
Operatoren)

« beidseitig Leerzeichen: ebenfalls als bindre Operation interpretiert.

« links Leerzeichen, rechts nicht: Leerzeichen links wirkt als Trennzeichen zwischen Matrix-
Elementen, Operatoren + und - wirken als undre Operatoren (als Vorzeichen des folgen-
den Terms).

Passiert oft unabsichtlich, erzeugt Fehlermeldung oder falsches Ergebnis.

o rechts Leerzeichen, links nicht: binéire Operation (aber wenn Sie das absichtlich machen,
ist das ziemlich verhaltensoriginell).

17yon Chr. Tuschl, danke schén!
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U 3.3 Gleichungssysteme: MATLABs schriage Schreibung

MATLAB verwendet — vollig normal — den Schrégstrich als Divisionsoperator: x = 3/4 liefert
wenig tUberraschend x = 0.75000.

Eher uniiblich ist der andersrum gekippte ,,Bergabstrich“ \ oder Backslash:

>> x=3\4
X =
1.3333

Auch \ dividiert, aber in der Form x = Nenner\Z&hler. Es liegt ja auch wirklich, wenn Sie
sich \ als abwérts geneigten Bruchstrich vorstellen (oder den Bildschirm kurz mal nach links
kippen), der linke Term unter und der rechte dber dem Bruchstrich.

Grenzwertig originell ist jedoch MATLABs Interpretation des Bergabstrichs bei Gleichungs-
systemen. Das Wichtigste in Kiirze:

x = A\Db lost (oder ,16st“) das Gleichungssystem Ax = b

Nicht jedes von MATLAB so berechnete Ergebnis ist die Losung eines Gleichungssystems im
eigentlichen Sinn — deswegen die Anfithrungszeichen bei ,,16st*.

Niemand will sich im Detail merken, was genau MATLAB bei den verschiedenen Sonderfillen
tut. Nur damit Sie sehen und gewarnt sind, was alles passieren kann, hier eine Aufzéhlung.

Der Befehl x = A\Db liefert fiir ein Gleichungssystem Ax = b
e bei nicht singuldrer n X n- Matrix die eindeutige Losung;

o bei singuldrer n X n- Matrix eine Warnmeldung und, falls es Losungen gibt, eine Losung
mit moglichst vielen Null-Komponenten. Falls es keine Losung gibt, liefert MATLAB
meistens unsinnige Zahlenwerte.

e Dbei einer n X m- Matrix mit n < m (unterbestimmtes Gleichungssystem), falls es Losun-
gen gibt, eine Losung mit moglichst vielen Null-Komponenten.

e bei einer n X m- Matrix mit n > m (diberbestimmtes Gleichungssystem), die ,am we-
nigsten falsche Losung*. Das ist jener Vektor x, fiir den Ax — b die kleinste 2-Norm hat.
Man spricht von der Kleinste-Quadrate-Losung.

e Sonderfille sind n x m- Matrizen mit n # m und Rang < min(m,n). Matlab warnt:
»Warning: Rank deficient“ und liefert eine Kleinste-Quadrate-Losung.

Gleichungssysteme mit mehreren rechten Seiten
Bei gleicher Matrix A und mehreren rechten Seiten b,c,d,... lassen sich die Gleichungs-
systeme Ax = b, Ay = ¢, Az = d,... gemeinsam losen. Stellen Sie alle rechten Seiten als

Spaltenvektoren in einer Matrix B zusammen: B = [b,c,d]. MATLABs \ liefert eine Matrix
X, deren Spalten die Losungsvektoren enthélt: X = [x,y, z].

X = A\B lost (oder ,16st“) die Gleichungssysteme A-X = B
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Schragstriche zwischen Matrizen, allgemeiner Fall
Die Kurzfassung:

Verwenden Sie den ,Bergaufstrich / zwischen Skalaren als Divisionsoperator
und den ,Bergabstrich“ \ zwischen Matrizen und Vektoren zum Ld&sen linearer
Gleichungssysteme.

Wenn Sie mehr iiber MATLABs Umgang mit / und \ wissen wollen, lesen Sie weiter...

Sie konnten z = 3/4 auch in der Form z = 3 - 47! schreiben, oder z = 47! - 3. Niemand tut
das bei skalaren Termen. Bei Matrizen ist die Schreibweise mit Inversen jedoch Standard, zum
Beispiel A- B~! oder A~! - B. MATLAB erlaubt dafiir die Bruchstrich-Schreibung:

A-B'=A/B und A™' - B=A\B

Stellen Sie sich /B als B~ vor, weil B ,,unter” dem Bruchstrich liegt, und entsprechend A\ als
A~L. Die Schrigstriche stehen absichtlich links von B und rechts von A — Matrixmultiplikation
ist nicht kommutativ! Je nachdem, von welcher Seite Sie mit einer Inversen multiplizieren
wollen, verwenden Sie / oder \.

MATLAB berechnet nicht wirklich die inversen Matrizen und multipliziert damit. Das explizite
Ausrechnen einer Inversen ist rechenaufwéindig und mit Rundungsfehlern behaftet. In Wirk-
lichkeit 16st MATLAB mit der schrigen Bruchstrichschreibweise lineare Gleichungssysteme.
Das ist nur bei nichtsinguldren quadratischen Matrizen algebraisch dquivalent zur Multiplika-
tion mit der Inversen.

Gleichungssysteme statt inverser Matrix

Wenn in mathematischen Ausdriicken eine Multiplikation mit der inversen Matrix auftritt,
brauchen Sie fiir die rechnerische Auswertung die Inverse in expliziter Form nicht wirklich@

Fiir das numerische Rechnen besteht ein gewaltiger Unterschied im Hinblick auf Rechenauf-
wand und -genauigkeit, ob Sie eine Inverse berechnen und damit multiplizieren, oder so um-
formen, dass Sie Gleichungssysteme l16sen.

Vermeiden Sie explizite Multiplikation mit einer inversen Matrix! Es verursacht
unndtigen Rechenaufwand und unerwiinschte Rundungsfehler.

X = A\B berechnet A~! - B als Lésung des Gleichungssystems A - X = B

X = A/B berechnet A - B! als Losung des Gleichungssystems X - B = A

Zur Erklarung, warum sich Multiplikation mit Inverser auf Losung eines Gleichungssystems
zuriickfithren ldsst, hier die entsprechenden Umformungen. Achtung, man muss ,auf der rich-
tigen Seite“ multiplizieren, damit die Inversen verschwinden: im ersten Fall multipliziert man
A von links, das andere mal mit B von rechts. (Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ!)

X=A41.B | A X=A.-B"! | - B
A-X=A-A"1'-B X-B=A-B ' B
A-X=B X-B=A

8Damit Sie erst gar nicht in Versuchung kommen, eine Inverse zu berechnen, verschweigen diese Ubungsun-
terlagen (vorerst einmal) absichtlich den MATLAB-Befehl zur Berechnung der Inversen.
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U 3.4 Inverse Probleme, Regularisierung

Was eine Matrix tut,
macht die Inverse wieder gut.

Abschnitt hat erklart: Die Matrix-Vektor-Multiplikation y = A-x definiert eine Transfor-
mation Eingabedaten — Bilddaten. Oft liegt das Problem in umgekehrter Form vor: Gegeben
ist der Ergebnisvektor y, welcher Vektor x fiihrt zu diesem Ergebnis?
Wenn die inverse Matrix existiert, ist die theoretische Antwort einfach:

y=A4-x = x=A"1y |,
Es kann aber sein, dass mehrere x-Vektoren denselben Ergebnisvektor y haben, oder es tiber-
haupt keinen x-Vektor gibt, der exakt zum Ergebnisvektor y fithrt. Dann wird es schwierig.

Aber selbst wenn eine Inverse theoretisch existiert, kann es sein, dass die Riicktransformation
damit praktisch unmoglich ist.

Inverses Problem: Ergebnis bekannt, Ursache gesucht. Oft schwierig.

Hier stellen wir IThnen eine solche Situation vor, und zeigen, wie man damit umgehen kann.

Aufgabe 21: Schlecht konditioniertes inverses Problem

1

0.9

Erzeugen Sie eine Zeitreihe x(¢) mit n Datenpunkten; hier
mit parabelférmigen Verlauf; zeichnen Sie die Daten. 07 0

0.6
n=10; 05
t = linspace(0,1,n)'; % t Spaltenvektor! o4
x = 4xt . x(1-t); o
plot(t,x,'o:") o

od
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0.3

Wenden Sie auf x eine Transformation, die sogenannte Hilbert-Matrix, an: y = H - x. Die
Matrix ist einfach aufgebaut, ihre Inverse (sie enthilt nur ganzzahlige Elemente) ldsst sich
explizit angeben. In MATLAB erzeuht sie der Befehl hilb(n) . Zum Beispiel fiir n =4

16 —120 240 —140

—-120 1200 —2700 1680
240 —2700 6480 —4200

—140 1680 —4200 2800

H™'=

W= Wl Nl
G = Wl N
D= AU = Wl
= O G =

Auf den Ergebnisvektor y wenden Sie gleich wieder die Riicktransformation an. Das heift, Sie
16sen das Gleichungssystem H -z = y. Theoretiscﬂ muss dann matiirlich z ident mit dem
Ausgangsvektor x sein. Zeichnen Sie daher x,y und z. In MATLAB fiihren Sie das so aus:

19 Alte Lebensweisheit: Theoretisch ist kein Unterschied zwischen Theorie und Praxis. Praktisch schon.
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Transformation und Riicktransformation

H = hilb(n); 1
y = H*X; 0.8
z = H\y; 0s
plot(t,x,'.:',t,y,'o:"',t,z,'0:") o

legend('x', 'y=H*x','z=H\y')
title('Transformation und Riicktransformation')

-02

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

In der Abbildung hier, fiir n = 10 Datenpunkte, liegen die x- und z-Datenpunkte perfekt
iibereinander.

Wiederholen Sie die Aufgabe fiir groflere n. Ab welchem n liefert die Riicktransformation
deutlich unterschiedliche Werte, ab wann katastrophal unbrauchbare?

Die Hilbert-Matrix ist nur ein Beispiel fiir Transformationen, die auf extrem schlecht kondi-
tionierte inverse Probleme fiihren.

Sie sollen nun trotzdem fiir n = 50 die Riicktransformation durchfithren. In solchen Féllen wen-
den Sie Regularisierungsmethoden an. Hier das Kochrezept fiir Tichonov-Regularisierung.

Statt
z = H\y;
verwenden Sie fur die Riicktransformation

alpha= ..
z = (H'*H + alpha*eye(n))\H'x*y;

fir ein sehr kleines o > 0.

Fiir welchen Wert « kénnen Sie n = 50 Datenpunkte trans- |,
formieren und rucktransformieren, so dass in der Zeich- .
nung x und z moglichst gut ibereinstimmen? Hier rechts  °¢
ist die Ubereinstimmung noch nicht besonders gut. Bei _
glinstig gewédhltem « sollte sie deutlich besser sein. 0ol &

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Regularisierung fiir inverse Probleme tritt in vielen Anwendungsgebieten auf. Das ist ein hoch-
aktuelles Thema, obwohl es dazu noch nicht einmal deutsche Wikipedia-Eintrage gib@

Die Ubungsunterlagen gehen auf die Theorie nicht eiﬂzl7 sie wollen hier nur zeigen: selbst theo-
retisch anspruchsvollen Methoden lassen sich mit einfachen MATLAB-Befehlen ausfiithren.

20siehe die Stichworte Regularization (mathematics) und Tikhonov regularization in der englischen Wikipedia
21Erklirung der Bedeutung von « (nur fiir Interessierte): Der Ergebnisvektor y ist in der Praxis nicht vollig
exakt bestimmbar. Wenn man relative Fehler der Groflenordnung « im Ergebnis y zulésst, dann gibt es
unendlich viele Ausgangsvektoren x, die im Rahmen der Genauigkeit den Ergebnisvektor y hétten erzeugen
kénnen. Der obige Kochrezept-Befehl findet unter all diesen Vektoren jenen mit kleinster 2-Norm.
Das ist zwar nicht notwendig der ,richtige” Ausgangsvektor, aber unter bestimmten Zusatzannahmen der
»plausibelste*.
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U 3.5 Newton-Verfahren fiir Systeme: Anleitung

Loésen Sie das folgende nichtlineare Gleichungssystem mit dem Newton-Verfahren.

2r1 — 219 = e 1

T1 + 2s8in o = cos Ty

Es folgt eine Schritt-fiir-Schritt- Anleitung. Am Ende dieses Abschnittes gibt es auch ein Link zu
einer fertigen Losung. Dringender Rat: arbeiten Sie zuerst diese Anleitung durch (insbesondere,
wenn Sie der Meinung sind, dass fertige Musterlosungen Zeit und Miihe sparen...)

Gleichung auf Nullstellen-Problem umformen

Bringen Sie zuerst die Gleichungen in die Form f(x) = 0.

2r1 —x9 —e "1 =0

T1 + 2sinxy —cosxzo =0

Jacobi-Matrix berechnen

24+e ™ -1

Berechnen Sie die Jacobi-Matrix: Dg(x) = { 1 9 cos 2y 4+ Sin &
2 2

Startvektor wahlen

Beginnen Sie mit dem Startvektor x(©) = [ﬂ . Werten Sie f und D fiir x(9 aus — besser noch:
lassen Sie MATLAB das tun (wird gleich erklért).
Korrektur-Vektor berechnen

Sie berechnen einen Korrektur-Vektor Ax(?) als Losung eines linearen Gleichungssystems.
Dessen Matrix ist die Jacobi-Matrix, auf der rechten Seite steht —f(x()).

Zur Theorie lesen Sie bitte im Skriptum nach. Dort finden Sie:
Iterationsvorschrift
xk+D) — x (&) 4 Ax(*)
mit Ax*) als Losung von D (x*)Ax*) = —f(x(*))
MATLAB l6st lineare Gleichungssysteme mit dem ,Bergab-Strich“-Operator \. Ein System
Ax = b wiirden Sie in der Form x = A\b lésen. Fiir das Newton-Verfahren kénnen Sie Glei-

chungslosen Deltax = Df\(-f)und Korrekturschritt xneu = x + Deltax als Einzeiler zusam-
menfassen: xneu = x - Df\f
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Programmierung

Programmieren Sie f(x) und Dg(x) als MATLAB-Funktionen und speichern Sie die beiden als
Dateien f.m und Df .m.

Abschnitte und haben die Eingabe von Vektoren und Matrizen schon kurz er-
klart. Die Matrixelemente in einer Zeile konnen Sie durch Beistriche oder Leerzeichen trennen.
Strichpunkte oder der Beginn einer neuen Zeile im Quelltext trennen die Zeilen in Matrizen
und Spaltenvektoren.

Vervollstandigen Sie die beiden folgenden Funktionsdateien!

function y = f(x)

y= [ ... Zerste Komponente
. Zzweite Komponente Vektorwertige Funktion: Vektor als Eingabe, Vektor als Ergebnis!
1;
end

function dy = Df(x)
dy= [ ... JZerste Zeile
. Jzweite Zeile Matrixwertige Funktion: Vektor als Eingabe, Matrix als Ergebnis!
1

end

Priifen Sie im Command Window, ob sich die beiden Funktionsdateien korrekt aufrufen lassen.
Das sollte herauskommen:

>> x=[1; 1]1;

>> f(x)
ans =
0.6321
2.1426
>> Df (x)
ans =
2.3679 -1.0000
1.0000 1.9221

Achtung, setzen Sie Leerzeichen korrekt, wenn Sie die Jacobi-Matrix programmieren! Darauf
weist schon Abschnitt hin; hier nochmal:

Leerzeichen um + und — bei Termen in Matrizen:
RICHTIG

o keine Lerzeichen. Beispiel [ a+b, x+y ]
e beiderseits Leerzeichen. Beispiel [ a + b, x + y ]
FALSCH:

« ecinseitig Lerzeichen. Beispiel [ a +b, x +y ]

Handbetriebene Iteration im Command Window

Wenn Funktion und Jacobi-Matrix korrekt programmiert sind, testen Sie im Command Win-

dow die Newton-Iteration. Beginnen Sie die Suche mit x = [ﬂ .

U-41



>> x=[1; 1]1;
>> x = x - Df(x)\f(x)

0.395158347619808
0.199928444993336
>> x = x - Df(x)\f(x)

0.449399668569469 Der Startwert ist maBig genau. Die zweite Iteration liefert aber
0.261761474532574 immerhin schon drei signifikante Stellen; ab dann lasst sich qua-
>> x = x - DE(x)\f(x) dratisches Konvergenzverhalten beobachten

0.449562385013556
.261217530152151
>> x = x - Df(x)\f(x)

o

o

.449562377948136
.261217503068493

o

U 3.6 Lokale Funktionen

Die beiden Funktionsdateien zusammen mit der Newton-Iteration sind in eine Datei zum
Herunterladen gepackt. Dieses Programm zeigt Ihnen die Verwendung lokaler Funktionen.

Ob Sie Aufgaben in einer Datei mit lokalen Funktionen oder mit anonymous
functions programmieren, oder ob Sie Ihre Losung lieber in Skripts und Funk-
tionen in getrennten Dateien aufteilen, bleibt Ihnen iiberlassen! Alle Varianten
haben Vor- und Nachteile.

Holen Sie sich die Datei und fithren Sie sie aus. Fiir eine sauber formatierte Version kénnen
Sie die Datei auch in ein Live-Script umwandeln oder die publish-Moglichkeit von MATLAB
niitzen. Sieche MATLAB-Hilfe, Stichwort Publish and Share MATLAB Code. So sollte die
Ausgabe aussehen:

>> NewtonMusterAufgabe
Konvergenz nach 4 Iterationen
Nullstelle:
0.449562377948136
0.261217503068493

Damit sollte es leicht fallen, die folgende Aufgabe zu 16sen:

Aufgabe 22:
Aufgabe 20| fragt nach einer Losung des Gleichungssystems

flr,y) =4z —y+ay—-1 = 0
g(x,y) = —x+6y+logzy—2 = 0

durch Fixpunkt-Iteration. Nun sollen Sie das Newton-Verfahren anwenden. Orientieren Sie
sich am Beispiel des vorigen Abschnittes und am Musterprogramm NewtonMusterAufgabe.m.
Im Skriptum (Seite ist dieses Beispiel auch durchgerechnet.

Aufgabe 23:
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Losen Sie das folgende nichtlineare Gleichungssystem mit dem Newton-Verfahren. Startvektor
[1; —1; 0]. Tterieren Sie, bis aufeinanderfolgende Losungen in der co-Norm, das ist in MATLAB
norm(..,inf), auf 10~!2 iibereinstimmen.

22 +sin?y 42z =

e +e T —yz
r+y+z =

Aufgabe 24:
Gegeben sind die Funktionsgleichungen

y=22%-1
y=sin(3z) fir —1<z<1

Zeichnen Sie beide Kurven und lesen Sie aus der Graphik die Koordinaten der Schnittpunkte
auf eine Nachkommastelle genau ab.

Formen Sie beide Gleichungen auf - -+ = 0 um und berechnen Sie die Losung des nichtlinearen
2 x 2-Systems mit dem Newton-Verfahren.

Verwenden Sie die Naherungen aus der graphischen Darstellung als Startwerte. Konvergenz-
kriterium: sollen sich in keiner Komponente um mehr als 10~ unterscheiden.

Aufgabe 25:

In einer wéssrigen Natriumacetat-Losung bestimmt ein nichtlineares System von vier Gleichun-
gen die Konzentration der Ionen HT, OH™, Ac™ und der undissoziierten Siure HAc. Gegeben
sind K,, = 107", K, = 10~*" und eine variable Konzentration C.

HT-OH™ = K, Tonenprodukt des Wassers

H* . Acc = K, -HAc Siure-Dissoziationsgleichgewicht
HAc+Ace = C Acetat-Gesamtkonzentration
Acc +0OH™ = C+H' Elektroneutralitit

Wenn Sie die unbekannten Konzentrationen HT, OH™, Ac™, HAc mit Variablen z1, x2, z3, T4
bezeichnen, lasst sich die Aufgabe umformulieren zu

—Ky + 2122

T173 — K14

—C 4+ 23+ 24
C + X1 — X2 — T3

f(x)=0 mit f(x)=

Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion f (x,C), die fiir einen Eingabevektor x = (21, z2, 3, 24)
und gegebene Konzentration C' den Vektor f(x) berechnet. (K, = 1074 K, = 10747
sind fix gegeben.) Schreiben Sie auch die entsprechende Funktion fiir die Jacobi-Matrix und
ein Newton-Verfahren zur Nullstellenberechnung. Haben Sie eine Losung gefunden, dann ist
—log;q x1 der pH-Wert.

Bei diesem Beispiel sind gute Startwerte wichtig. Empfehlung:
x© = (10771077, C; 0]

Zum Vergleich Testwerte fiir C' = 0.01
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>> x0=[1.e-7;1.e-7;0.01;0];
>> £(x0,0.01)
ans =

1.0e-008 *

-0.00000000000000
0.10000000000000

0
0
>> df (x0)
ans =
0.00000010000000 0.00000010000000 0 0
0.01000000000000 0 0.00000010000000 -0.00001778279410
0 0 1.00000000000000 1.00000000000000
1.00000000000000 -1.00000000000000 -1.00000000000000 0

>> x0=x0-df (x0) \f(x0,0.01)
x0 =

.00000000035638
.00000019964362

0
0
0.00999980071276
0.00000019928724

U 3.7 Lésen von Systemen mit fsolve

Gleichungssysteme in der Form f(x) = 0 kann MATLABs Optimization Toolboxr mit dem
Befehl fsolve l6sen. Der Aufruf funktioniert &hnlich wie fzero.

Angenommen, Sie haben die Funktion aus Abschnitt als Funktionsdatei f.m program-
miert. Dann lauten Aufruf und Ergebnis

>> fsolve(ef,[1,1])
Equation solved.

fsolve completed because the vector of function values is near zero
as measured by the default value of the function tolerance, and
the problem appears regular as measured by the gradient.

<stopping criteria details>

ans =

0.449562378440135 0.261217525788617
Sie ahnen vielleicht aufgrund der umfangreichen Ausgabe: so einfach kann das nicht gewesen
sein. Ist es auch nicht — die zugrunde liegenden Methoden kénnen wir im Rahmen dieser Ubung
nicht behandeln.

Ab der achten Stelle unterscheiden sich die Resultate von denen des Newton-Verfahrens. Wenn
Sie auf hohe Genauigkeit Wert legen, miissten Sie die Standard-Einstellungen von fsolve

anpasser[*2}

Aufgabeléisst sich mit Standardeinstellungen gar nicht 16sen. (fsolve behauptet zwar auch
»Equation solved“, aber das Resultat liegt total daneben.)

22(Challenge: wer findet Einstellungen, so dass fsolve auf alle 16 double-Stellen genau dieselben Werte liefert
wie das Newton-Verfahren? Ich hab probiert und es nicht geschafft. C.B.
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Aufgabe 26:

Losen Sie Aufgaben[22] 23] und 24 mit £solve. Stellen Sie das Anzeigeformat im command win-
dow auf format long g, und vergleichen Sie die Genauigkeit mit den Resultaten des Newton-
Verfahrens.

U 3.8 Isolinien- und Flachen-Diagramme

Aufgabe 27: Darstellung einer Funktion z = f(z,y) durch Isolinien
Stellen Sie die Funktion

f:RZSR, z= pe @ v
als Isolinien-Diagramm dar. Am einfachsten geht das mit dem Befehl ezcontour: (amerikanisch-
englisch ausgesprochen klingt das wie ea-sy-contour)

>> ezcontour ('x*xexp(-x"2,-,y"2) ") Achtung, Hochkommas ' nicht vergessen!

Wenn Sie aber genauer festlegen wollen, wie und was sie darstellen wollen, verwenden Sie den
,richtigen“ Befehl contour. Die MATLAB-Hilfe zum Stichwort contour erklart, wie das geht.
Sie konnen nach einem dort angegebenen Musterbeispiel (je nach Matlab-Version scrollen Sie
drei, vier Abbildungen nach unten) arbeiten:

Fiir ein Isolinien-Diagramm (engl: contour plot) der Funktion z = ze~®"~¥" im Bereich —2 <
r < 2,-2 <y < 3 erzeugen Sie zuerst z- und y-Werte auf einem Gitter in der xy-Ebene.

>> x = -2:0.2:2;
>> y = -2:0.2:3;
>> [X,Y] = meshgrid(x,y);

Beachte: in englischen Texten steht oft .2 (ohne 0 vor dem De-
zimalpunkt), wo bei uns 0,2 stehen wirde. Auch der MATLAB-
Ausdruck -2:.2:2 ist korrekt.

Fiir die (z, y)-Wertepaare berechnen Sie eine Matrix Z mit dem Befehl

>> Z = X.xexp(-X.72-Y.72);

Anschlielend erzeugen Sie den Isolinien-Plot:

Es gibt verschiedene Varianten des contour-Befehls. In der
MATLAB-Hilfe finden Sie weitere Beispiele (Befehle contourf,
contour3)

>> contour(X,Y,Z, 'ShowText','on')
>> colormap cool

25
So sollte das Isolinien-Diagramm aussehen, das il
Sie mit den obigen Befehlen erzeugt haben. 1': I -

—-02 : 0.2

Weitere  Varianten des contour-Befehls: 05 9’/ / ’7\; o* s o 2,
contour(X,Y,Z,30) erzeugt 30 Isolinien; or [ o;} i t &
contour(X,Y,Z,-1:0.1:1) erzeugt Isolinien o[\ \ 03 7, 03
fiir Werte von -1 bis 1 in 0,1-Schritten. at o2 " o 02

-15F

-2- 1‘.5 1 -0‘.5 0.‘5 1.‘5 2
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Erforschen Sie die Optionen des contour-
Befehles. Thre Aufgabe ist, herauszufinden, mit
welchen Befehlen sie den Plot moglichst genau
so aussehen lassen, wie hier gezeigt:

Aufgabe 28: Darstellung einer Funktion z = f(z,y) als Flache im Raum

Ganz &dhnlich wie contour funktioniert der 03
Befehl surf. Informieren Sie sich in der '
MATLAB-Hilfe und zeichnen Sie die Funktion
aus Aufgabe [27| als Fliache im Raum.

Thre Aufgabe ist, herauszufinden, mit welchen
Befehlen sie den Plot moglichst genau so ausse-
hen lassen, wie hier gezeigt (Datenbereich, Auf-
losung, Farbgebung, Farbbalken...).

2 2

U 3.9 Graphische Suche nach Nullstellen fir nichtlineare
Gleichungssysteme in zwei Variablen

Fiir eine Funktion f : R — R in der Form y = f(z) lassen sich Nullstellen aus dem Funktions-
graph ablesen. Das kennen Sie schon aus der Mittelschule und der ersten Vorlesung.

Eine Funktion f : R? — R kénnen Sie in der Form z = f(z,y) als Fliche im Raum oder
als Isoliniengrafik darstellen und so ebenfalls graphisch die Lage von Nullstellen finden. Eine
Nullstelle ist in diesem Fall ein Wertepaar (z,y), das die Gleichung f(x,y) = 0 erfiillt.

Fiir ein System zweier nichtlinearer Gleichungen in der Form
fl (l‘, y) =0
f2(m7 y) =0

kann man die Funktion
f(l‘, y) = [fl (377 y)]2 + [fg(l‘, y)}Q

definieren. Die ist genau dann gleich 0, wenn f; und fs gleich Null sind. Kleiner als 0 kann f
(aufgrund ihrer Definition als Summe zweier Quadrate) auch nicht werden. Die Nullstellen von
f sind also zugleich auch globale Minima von f und Lésungen des nichtlinearen Gleichungs-
systems f; =0, fo =0.

Die néchsten beiden Aufgaben illustrieren diesen Zusammenhang.

U-46



Einleitung zu den Aufgaben [29]und
Die Funktion f : R?2 = R, gegeben durch

fla,y) = [2% +siny]” + [ +y)?

hat Minimalwert O fiir genau jene Wertepaare (z;y), die Losung des folgenden nichtlinearen
Gleichungssystems sind:

2 +siny =0
e"+y=0

Aufgabe 29: Nullstellen einer Funktion in zwei Variablen (Teil 1)

Zeichnen Sie fiir log f, den Logarithmus der oben gegebenen Funktion, im Bereich —1 <z < 1
und —3 < y < 1 eine contour- und eine surf-Grafik in der Art der Abbildung. (In der
logarithmischen Darstellung erkennt man die Lage des Minimums deutlicher als in direkter
Darstellung von f.) Verwenden Sie ~ 20 Gitterpunkte in z- und ~ 40 Gitterpunkte in y-
Richtung.

-1 -05 0 0.5 1 -3 -1

Aufgabe 30: Nullstellen einer Funktion in zwei Variablen (Teil 2)

Losen Sie das oben gegebene nichtlineare Gleichungssystem mit dem Newton-Verfahren. Fin-
den Sie beide Losungen im Bereich —1 < < 1 und —3 < y < 1. Passende Startwerte konnen
Sie aus der grafischen Darstellung (Aufgabe entnehmen. Abbruchkriterium: Aufeinander-
folgende Iterationen unterscheiden sich, gemessen als Summe der Betrége aller Komponenten-
Differenzen, weniger als 1078.
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