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gestellt, fiihren (mittels mathematischer Modellierung) zu
Operationen zwischen Funktionenraumen

2/21


https://de.wikipedia.org/wiki/Vektorraum

Numerische Methoden 1
LRegularisierungen

Gewisse Beobachtungen, Probleme anschaulich in der Realitat
gestellt, fiihren (mittels mathematischer Modellierung) zu
Operationen zwischen Funktionenraumen

A X = Y, f s Af = m,

2/21


https://de.wikipedia.org/wiki/Vektorraum

Numerische Methoden 1
LRegularisierungen

Gewisse Beobachtungen, Probleme anschaulich in der Realitat
gestellt, fiihren (mittels mathematischer Modellierung) zu
Operationen zwischen Funktionenraumen

A X = Y, f s Af = m,

dabei: (X, |- |/x), (Y, -|y) sind meistens normierte (siehe 2.
VL) Vektorraume (klick) deren Elemente Funktionen sind (siehe
nachste Folie)

2/21


https://de.wikipedia.org/wiki/Vektorraum

Numerische Methoden 1
LRegularisierungen

Gewisse Beobachtungen, Probleme anschaulich in der Realitat
gestellt, fiihren (mittels mathematischer Modellierung) zu
Operationen zwischen Funktionenraumen

A X = Y, f s Af = m,

dabei: (X, |- |/x), (Y, -|y) sind meistens normierte (siehe 2.
VL) Vektorraume (klick) deren Elemente Funktionen sind (siehe
nachste Folie)

A...Operator, in vielen Fallen linear

m...Messung, Losung des direkten Problems

f...Ursache von m, Losung des inversen Problems
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Die Raume (X, | - ||x),(Y,] - ||v) werden fast immer als
Banachraume angenommen. Ein Banachraum (E, || - ||g) ist ein
Vektorraum E mit Norm | - ||g, in dem jede Cauchy-Folge [klick]
auch gegen einen Grenzwert in E konvergiert (Vollstandigkeit).
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Die Raume (X, | - ||x),(Y,] - ||v) werden fast immer als
Banachraume angenommen. Ein Banachraum (E, || - ||g) ist ein
Vektorraum E mit Norm || - ||g, in dem jede Cauchy-Folge [klick]
auch gegen einen Grenzwert in E konvergiert (Vollstandigkeit).

Beispiele: (R, | -[|p), 1< p < o0, (C([0, TI), h > supeeo 71 ).
u.v.m.
C(U) = stetige Funktionen auf U C R".

Nicht-Beispiele: (Q, |- |), (C([o, T]), h s fOTyh(s)|ds)
Bei beiden Beispielen ist die Vollstandigkeit verletzt.
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Ein Hilbertraum H ist ein spezieller Banachraum, in dem es
zusatzlich noch ein Skalarprodukt (klick)

(,): Hx H— R oder C,(f,g) — (f,g)n

gibt, sodass ||f||2, = (f, )y gilt.
Diese Funktionenraume haben besonders schone Eigenschaften.
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[2(RY,C):={f: R = C: [ga|f(x1,...,xq)|?dx1...dxg < o0},

mit (f,g)7 := Jga F(x1, .., xq)&(x1, ..., xq)dxi ... dxq ergibt sich
ein Skalarprodukt, das (L?(R9, C, (-,-;2)) zu einem Hilbertraum
macht.
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macht.

Die Norm auf (L2(R9,C, (-,-;2)) ist dann

1]l 2 = /T F) = /d F(x1, - xq) P - . dxg,
R

also genau, was in der Definition des Raumes steckt.
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macht.

Die Norm auf (L2(R9,C, (-,-;2)) ist dann

1]l 2 = /T F) = /d F(x1, - xq) P - . dxg,
R

also genau, was in der Definition des Raumes steckt.

Strenggenommen sollte man noch nicht integrierbare Funktionen ausschlieBen, sowie nichtnegative Funktionen, die

die Norm 0 ergédben 'vernachlassigen’. Ist fiir unsere praktische Verwendung spater aber nicht so wichtig.

Nicht-Beispiele: (R2, |- [l5), p # 2. (C([0, T1), h = supeepo,y Ih1)

sind Banachraume, aber keine Hilbertraume
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Die praktische Implementierung von Funktionenraumen geschieht
meist durch hochdimensionale Vektoren, (N >> 3), die Funktionen
approximieren sollten.
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LRegularisierungen

Die praktische Implementierung von Funktionenraumen geschieht
meist durch hochdimensionale Vektoren, (N >> 3), die Funktionen
approximieren sollten.

Direkt als Vektor von Funktionswerten:
E—>]RN, f—>(f1,...,fN)

per Basisdarstellung mit speziellen Basisfunktionen ¢1, ¢o, . ..
(z.B. sin und cos-Schwingungen zu steigenden Frequenzen wie bei
den Fourierreihen, oder orthogonale Polynome wie etwa bei der
numerischen Integration):

[e'¢) N
f:ZCn¢n_>ZCn¢n = 7?
n=1 n=1

und E - RN, f — (c1,...,cn)
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Nun konnen wir auf solchen Raumen Beispiele fiir Operatoren
betrachten:

= Fourier-Transformation: 7: L?(R?,C) — L?(R?,C)

(x r—>ff(x)) > <y > /R ) f(x)e! o) dx>

Ff
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Nun konnen wir auf solchen Raumen Beispiele fiir Operatoren
betrachten:

= Fourier-Transformation: 7: L?(R?,C) — L?(R?,C)

(x r—>ff(x)) > <y > /R ) f(x)e! o) dx>

Ff

m Radon-Transformation: R: C(D) — C([0,7) x (—1,1))
(D hier: Unit disk)

f— <(<p,s) — /_: f(s6 +70L)d7>

RF

(0 ist hier eine von ¢ abhangige Richtung)
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m Gravimetrie: T: C([0,a]) — C([0, a])

Ty s a hu(t)
ur— w=Ti —< |—>/O g((st)2+h2)3/2dt>

w...auf der Erde gemessene Vertikalkomponente der
Schwerkraft entlang einer Strecke [0, ]
u...Masse entlang der Strecke [0, a] in der Tiefe h
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m Gravimetrie: T: C([0,a]) — C([0, a])

Ty s a hu(t)
ur— w=Ti —< |—>/O g((st)2+h2)3/2dt>

w...auf der Erde gemessene Vertikalkomponente der
Schwerkraft entlang einer Strecke [0, ]
u...Masse entlang der Strecke [0, a] in der Tiefe h

m Linear Seismic Tomography:

freVy=TFf= <tr—> 1/otg(t‘2s)f'(s)ds>

g0

m Kanalschatzung, Signal-Entzerrung:

Ui w = T = (s - /(fg(t)u(s _ )t = /s”g(s _ t)u(t)dt)
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Allgemeine Form: f gegeben auf D

m(x) = (AF)) = [ Kx)F)dy, xe D

D

(oder anderer Integrationsbereich)
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Allgemeine Form: f gegeben auf D

m(x) = (AF)) = [ Kx)F)dy, xe D

D

(oder anderer Integrationsbereich)

oft: Faltungsoperator (spezielle Form des Kerns k)

m(x) = (ANG) = [ Kx= )y, x€D

Falls A: L2(D) — L%(D) und k € L?(D x D)
= A so ist A ein sogenannter kompakter Operator
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A: U C X — Y kompakt hat zur Folge, dass:
m direktes Problem f — m = Af stetig, well-posed

m inverses Problem Af = m ill-posed,
d.h. inverser Operator A~ falls existent linear aber unstetig
(< unbeschrankt) oder existiert nicht eindeutig

m f anfillig fiir Stérungen: Bei leicht gestorter Messung m® mit
|m — m°|ly < § ist fiir zugehorige Losungen
Af = m, Af® = m® méglicherweise ||f — 9| x groB
Fazit: Je regularer der Operator A ist,
je besser die Integrierbarkeitseigenschaften von (x, y) — k(x,y),
bei Faltungsoperatoren: je mehr Glattheit k bei 0 besitzt
umso anfalliger ist das inverse Problem
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Daher: Regularisierung

Gegeben: gestorte Messungen Af + e’ = m
e’...Storung, ||€°]ly <6

Finde f oder eine gute Naherung!

)
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Daher: Regularisierung

Gegeben: gestorte Messungen Af + e’ = m
e’...Storung, ||€°]ly <6

Finde f oder eine gute Naherung!

)

Definition
Seien X, Y Hilbertraume und A: X — Y ein Operator. Die
Familie von stetigen Operatoren

{Ra: Y = X | a>0}
heiBt Regularisierung zu A, falls gilt
lim Ry Af = f.
a—0

Man beachte: R,, sind stetig, (nicht unstetig wie z.B. A~1)!

Interessant: Wahl von « in Abhangigkeit von f.
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Seien X, Y Hilbertraume und A: X — Y ein Operator. Die
Familie von Operatoren

{Ra: Y = X | a>0}
heiBt Regularisierung zu A, falls gilt

lim R ,Af = f.
a—0

|Af — m||y < 6 gegeben. Finde (0) so, dass
m afd) > 0fallséd — 0

m sup{[|Ra(s)Af — fllx @ [|[Af —m|ly <&} — 0 falls 6 — 0, fiir
alle f € X.
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Wie findet man Regularisierungen?

— Durch Ausniitzen von Zusatzinformation tber die gesuchte
Losung f.

Bsp:
m f hat gewisse Nullstellen

m f erfiillt gewisse Relationen (Gleichungen z.B.
G(f)=0,L-f=0)
f besitzt eine gewisse Glattheit (f’, f”,... existiert)

f hat keine hohen (tiefen) Frequenzen

f ist nur an gewissen Stellen # 0 (sparsity)
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IAF = m°|ly + Pa(f)

P, bestraft Entfernung von der Zusatzinformation, P,(f) =0,
wenn f diese bereits erfiillt.

Ra: m— Rao(m) = argming (|| Af — ml|y + P,(f))) ist eine
Regularisierung (fiir geeignetes P,).
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Ausniitzen der Zusatzinformation durch penalty function P,:

Anstatt || Af — m°||y fiir f zu minimieren, minimiere

IAF = m°|ly + Pa(f)

P, bestraft Entfernung von der Zusatzinformation, P,(f) =0,
wenn f diese bereits erfiillt.

Ra: m— Rao(m) = argming (|| Af — ml|y + P,(f))) ist eine
Regularisierung (fiir geeignetes P,).

Moglichkeit fir P, (f): «||f||, wobei || - || eine 'starkere’ Norm als
Il - || x ist (Zusatzinformationen fiihren zu starkeren Bedingungen
als || - || x liefert).
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Klassische Tikhonov-Regularisierung (ANDREY NIKOLAYEVICH
TIKHONOV):

Definition

Die Tikhonov-Regularisierung T,(m), ist gegeben durch

To(m) := argming | Af — m|[3 + a|/f|[%-
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Klassische Tikhonov-Regularisierung (ANDREY NIKOLAYEVICH
TIKHONOV):

Definition

Die Tikhonov-Regularisierung T,(m), ist gegeben durch

To(m) := argming | Af — m|[3 + a|/f|[%-

|ATo(m) — ml|3,... To(m) ndhert die Messdaten an

|| T (m)|/%...hélt die Norm der Lésung To(m) klein
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In der Praxis: Funktionen f, m: lange Vektoren

z.B: per Basisdarstellung
f=2 021 Cndn — z’n%l Catpn = F,
m= ZZOZI ”QJZ)” - anl bnwn =m
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In der Praxis: Funktionen f, m: lange Vektoren

z.B: per Basisdarstellung
f= 220:1 Cn¢n — Z,I:Izl Cn¢n = f,
m = Z:ozl bppn — Z["Y’:l bypn = M

In diesem Fall: Operatoren A realisierbar als M x N-Matrix A.

Direktes Problem:

C1 b1

R o) by
frAf=mefamec=| . | —wA-c=b=

CN bM
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Direktes Problem:

€1 by

R oy by
frAf=mef=amec=| . | —A-c=b=

CN bM

Bsp: f — f’ per Standardbasisvektoren und Matrix
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In der Praxis: Funktionen f, m: lange Vektoren

z.B: per Basisdarstellung
f= Zzil Cnn — Z,’Y:;l Cnpn = £,
m =301 batbn = YopLy bt =

In diesem Fall: Operatoren A realisierbar als M x N-Matrix A.

Indirektes Problem: Minimiere ||Ac — b||2

Regularisierung: Minimiere ||Ac — bl|2 + Pa(c)
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Tikhonov Regularisierung fiir (diskretisierten) Operator A und
a>0:
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Tikhonov Regularisierung fiir (diskretisierten) Operator A und
a>0:

Um die Minimierung von ||Ac — b||3 + «|c||3 zu I6sen, finde
Singuldrwertzerlegung von A= USV'T,

S= diag(al, -+ Orank(A)> 0, cee ,0)

(= ¢= V-diag(ail,... L ). UT. b lést Minimierung von

’ Orank(A)

|Ac — b||3 (Regression; z.B. in MatLab mit A\b))
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Tikhonov Regularisierung fiir (diskretisierten) Operator A und
a>0:

Um die Minimierung von ||Ac — b||3 + «|c||3 zu I6sen, finde
Singuldrwertzerlegung von A= USV'T,

S= diag(al, -+ Orank(A)> 0, cee ,0)

)-UT - b I6st Minimierung von

(=¢= V-diag(ail, T k(A
|Ac — b||3 (Regression; z.B. in MatLab mit A\b))

Setze dann

. 01 Orank(A) T
Tu(b) =V - d UT b
( ) 18 (U%—FO( O'Eank(A)—i-a)

19/21



Numerische Methoden 1
LRegularisierungen

Einige weitere Moglichkeiten:
m ||Ac — b||3 + al|Lc]3
Zusatzinformation: c¢ sollte orthogonal auf die Zeilen von L
sein, (LT ,c) = 0 (Lineare Relationen von c). Bsp: Filtern

hoher Frequenzen.
A (b
vaL) € \o

2
Aquivalent: Finde argmin.

2
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Einige weitere Moglichkeiten:
m ||Ac — b||3 + al|Lc]3
Zusatzinformation: c¢ sollte orthogonal auf die Zeilen von L
sein, (LT ,c) = 0 (Lineare Relationen von c). Bsp: Filtern

hoher Frequenzen.
A e b
Val 0
m ||Ac — bf]2 + af|clx
|| - |1 bestraft viele kleine Eintrdge — bei sparser Besetzung
von ¢

= [|[Ac = blj2 + aflcl[rv
Il - || 7v ist gegeben durch ||Ac||1, wobei Ac; = ¢iv1 — ¢,
bestraft viele verschiedene Eintrage in kleinen Bereichen,
macht die Losung lokal dhnlich (sehr gut z.B. bei Bildern
sichtbar)

2
Aquivalent: Finde argmin.
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LRegularisierungen

Einige weitere Moglichkeiten:
m ||Ac — b||3 + al|Lc]3
Zusatzinformation: c¢ sollte orthogonal auf die Zeilen von L
sein, (LT ,c) = 0 (Lineare Relationen von c). Bsp: Filtern

hoher Frequenzen.
A b
()<= ()
m ||Ac — bf]2 + af|clx
|| - |1 bestraft viele kleine Eintrdge — bei sparser Besetzung
von ¢
= [|Ac — b2 + allcl[rv
Il - || 7v ist gegeben durch ||Ac||1, wobei Ac; = ¢iv1 — ¢,
bestraft viele verschiedene Eintrage in kleinen Bereichen,
macht die Losung lokal dhnlich (sehr gut z.B. bei Bildern
sichtbar)

— Schwierigere Algorithmen notig

2
Aquivalent: Finde argmin.

2
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Wie findet man «?

— im Allgemeinen schwierig

1Ac = b3 + allc]®

Moglichkeit:

Fir eine typische, bekannte, rein vorliegende Storung e, berechne
lell2

Fiir eine bekannte Losung ¢ des inversen Problems (Testdaten),
berechne ||c||.

Wihle « so, dass |[e]|3 ~ a|c||
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