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Gliederung 6. Vorlesung

@ Uberbestimmte Nichtlineare Systeme
GauB-Newton-Verfahren

s «@r <= T 9ace
Uberbestimmte Nichtlineare Systeme



Uberbestimmte nichtlineare Systeme

Beispiel: Standortbestimmung durch Trilateration

Die Abstande von drei festen Punkten A, B, C -
zu einem unbekannten Punkt X sind (etwas . o
ungenau) bekannt. Gesucht ist eine moglichst
gute Positionsbestimmung.

Voa—12+(e-12 = 6 5
Vi —8)2+(x—4)2 = 36 .
\/(Xl - 5)2 + (X2 — 8)2 = 472 3 d

Den drei Gleichungen entsprechen drei Kreise
im R?. Sie haben keinen gemeinsamen R A
Schnittpunkt.
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Uberbestimmte nichtlineare Systeme

Losung durch Linearisierung und Iteration

fx)=0, xeR", f(x)eR™, m>n

Ausgehend von Startvektor x(%) bestimmt man eine Korrektur Ax.
Die Rechenvorschrift des Newton-Verfahrens fiir f(x) = 0 ergibt ein
iberbestimmtes lineares System mit der Jacobimatrix Dy

D - Ax = —f(x)

Verbesserte Losung x() = x(0) 4+ Ax .

Uberbestimmte Nichtlineare Systeme GauB-Newton-Verfahren 5/ 61



Uberbestimmte nichtlineare Systeme

Loésung durch Linearisierung und lteration

fx) =0, xeR", f(x)eR™ m>n

Ausgehend von Startvektor x(0) bestimmt man eine Korrektur Ax.
Die Rechenvorschrift des Newton-Verfahrens fiir f(x) = 0 ergibt ein
iberbestimmtes lineares System mit der Jacobimatrix Dy

D - Ax = —f(x)
Verbesserte Losung x() = x(0) 4+ Ax .

Fir die Konvergenz der lteration kann Unterrelaxation (Dampfung)
notwendig sein:

x(m1) = x(M 4 Ax mit Unterrelaxationsfaktor 0 < w < 1.
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Rechenbeispiel von vorhin

x1—1

xp—1

Vi -1+ (e —12-6

X1 —

V=124 -1)2

V=124 —1)?

xo—4

f(X) = \/(Xl —8)24+ (0 —4)2—36|,Df = N/CERTOENE

V(x —8)2+8<XZ —4)2

X —

\/(Xl - 5)2 + (XZ — 8)2 — 4.2 x1—5

V(x1—5)2+(x2—8)

Mit Startvektor x = [5} erhalt man

4
-1 4 3 4
5 5 5 5
f <[4}) =|-3/5|,Df=|-1 0|, lin. Syst. |—1
-1/5 0 -1 0

3
5
0

-1

V(0 =52+(2—8)2

|

AXl
AX2

|- 35

1/5

Ergibt Ax; = 1/25,Ax; =7/25 — verbesserte Position [5.04;4.28].

Uberbestimmte Nichtlineare Systeme
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Noch ein Beispiel: Datenmodell anpassen

Datenpunkte und Modellgleichungen sind gegeben, Parameter sind gesucht

1800
1000 4
1400 @‘J
bx e /
y = ae 1000 ?
w j/
a,b="7 “
’ 400
20 g
A
un 5 10 15 20 25
9000
)
7000
a w000
.y - —b(x—c o
1+ e b(x=c) - ;
_7 a000
a? b’ c=! 2000
1000

10 5 o s 10 15
x

(Siehe Zusatzmaterial GaussNewtonCoronaFit.m)
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Datenmodell anpassen

GauB-Newton-Verfahren

Datenpunkte Gleichungen

[x y | [Jaexp(bx) =y

1 2 aexp(bl) =2

2 2 aexp(b2) =

3 4 aexp(b3) =4
20 1016 aexp(b20) = 1016
21 1332| |aexp(b21) = 1332
122 1646 |aexp(b22) = 1646

Uberbestimmte Nichtlineare Systeme GauB-Newton-Verfahren
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Datenmodell anpassen
GauB-Newton-Verfahren

Fehler f = Jacobi-Matrix J =
[ aexp(bx) —y | [exp(bx)  axexp(bx) ]
exp(1b) — 2 exp(1b)  laexp(1lb)
exp(2b) — 2 exp(2b)  2aexp(2b)

exp(3b) — 4 exp(3b)  3aexp(3b)

exp(20b) — 1016 | |exp(20b) 20aexp(20b)
exp(21b) — 1332 exp(21b) 2laexp(21b)
|exp(22b) — 1646 | exp(22b) 22aexp(22b)

Uberbestimmte Nichtlineare Systeme

Startvektor

2
(0) _
= [0.3]

J und f fiirr x(© auswerten

Korrektur Ax aus lberbe-
stimmtem System

JAx = —f
nachste Naherung
x® = xM 4 A%

mit w ~ 0.5
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Gliederung 6. Vorlesung

® Polynomiale Regression
Aufgabenstellung, Losungswege
Ausgleichsgerade (klassisch, robust, total)
Schatzen von Modellparametern
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Polynomiale Regression: Aufgabenstellung

Gesucht ist ein Polynom, das die Datenpunkte mdglichst gut approximiert

Gegeben
m + 1 Wertepaare (x;,y;), i=0,...,m

Gesucht

p(x), ein Polynom n-ten Grades, n < m, so dass die Summe der

Fehlerquadrate
m
Z p(X, YI
i=0

minimal wird.

Polynomiale Regression Aufgabenstellung, Lésungswege 11 / 61



Anpassen eines Polynoms an Datenpunkte

Spezifische Warmekapazitat 10

von kohlenstoffarmem Stahl in
J/kgK fiir 20C < T <700,C [
T c 1000
P
20 447 900r zi(1):2Zgi;i';f-‘ooz.;;;a‘;'e?f%ie'x+4.4e+ooz
173 | 500
200 | 509 foor
400 | 595 ool
543 | 700
600 | 763 600~
626 | 800 ol __—
- O Datenpunkte
1% i -

L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Die Abbildung illustriert polynomiale Regression (quadratisch und kubisch)
an die gegebenen Datenpunkte. J
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Polynomiale Regression

Zusammenfassung, grob vereinfacht

» macht man, weil Polynome die erstbesten Funktionen sind, die sich
fur Datenmodelle anbieten.
> ist ein Spezialfall der Anpassung von linearen Modellen, die bereits
behandelt wurde. (Ansatzfunktionen sind nichtlinear, aber die
gesuchten Koeffizienten treten nur linear auf!)
> fiir die Normalengleichungs-Matrix gibt es eine einfache Formel
» fiir Polynome hohen Grades (ab n ~ 15 — 20) ist der naive Ansatz
ag + aix + axx? 4 - - - x" vollig ungeeignet. Abhilfe:
> Fiir Anfanger: Lassen Sie 's bleiben!
> Fiir Fortgeschrittene: Verwenden Sie Orthogonalpolynome!

Polynomiale Regression 13 / 61



Direkter Losungsweg

Ansatz des Polynoms mit unbestimmten Koeffizienten

p(x) =ap+ aix + ax?>+ -+ a,_1x" 1+ apx" .

» Einsetzen der gegebenen Wertepaare fiihrt auf ein System von m
linearen Gleichungen in den n+ 1 unbekannten Koeffizienten

do,d1,...,dn-

» Die Matrix A hat eine spezielle Form (Vandermonde-Matrix):

1 x x¢

1 x1 X
A=

1 x, x

» Standard-Loésung am Rechner durch QR-Zerlegung

m

X0
St

X

35 -

> Bei kleinen Problemen und Rechnung mit Papier und Stift: klassisch

nach der Methode der Normalengleichungen.

Polynomiale Regression

14 / 61



Formel fiir die Normalengleichungen

Bei polynomialer Regression haben die Normalengleichungen spezielle Form; man kann
die Koeffizienten direkt angeben.

) S1 ... Sn ao to
S1 S cev Spg1 ai t1
Sn Sp+1 ... Son an th

m m
. k k
mit sk:Ex,-, tk:EX,-y,-
i=0 i=0

Praktisch nur bei linearer oder vielleicht noch quadratischer Regression
sinnvoll. Moderner Lésungsweg: Vandermonde-Matrix aufstellen,
QR-Lésung

Polynomiale Regression Aufgabenstellung, Lésungswege 15 / 61



Normalengleichungen, Spezialfall Ausgleichsgerade

Gleichung der Ausgleichsgeraden: y =ap+ aix
Das 2 x 2-Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ag a; lautet

So Si| |40 _ to mit
S1 S a t1

m m m m
2
so=m+1, s ZZX:', Szzzx,-, tozzy;', t1=ZXiyi
i=0 i=0 0 i=0

=
Losung des Gleichungssystems:

Stg —s1ty Sot1 — sito
T ee_2 AT T2
5052 — 51 5052 — 51

(Je nachdem, wo Sie nachschauen, finden Sie unterschiedliche
Schreibweisen dieser Formeln.
Beachten Sie hier: Anzahl der Datenpunkte = m + 1)

Polynomiale Regression Ausgleichsgerade (klassisch, robust, total) 16 / 61



Ausgleichsgerade anpassen

Einfacher Spezialfall der polynomialen Regression

2
[ J
175
15 : ° ° .’
. [ )
IR X
1.25 o®®
1 "o‘
® . *
0.75 %
0.5 oo
0.25 °
0.5 1 15 2 25 3 35

Polynomiale Regression Ausgleichsgerade (klassisch, robust, total) 17 / 61



Ausgleichsgerade anpassen

Einfacher Spezialfall der polynomialen Regression

1.75
1.5
1.25

0.75
0.5

(1]
0.25 °

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Die Ausgleichsgerade nach der Methode der kleinsten Quadrate lasst sich
von den wenigen Ausreissern stark ablenken.

Polynomiale Regression Ausgleichsgerade (klassisch, robust, total) 17 / 61



Ausgleichsgerade anpassen

Einfacher Spezialfall der polynomialen Regression

1.75
1.5
1.25

0.75
0.5
0.25

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Die Ausgleichsgerade nach der Methode der kleinsten Quadrate lasst sich
von den wenigen Ausreissern stark ablenken.

Minimieren der Summe der Fehlerbetrage legt hier eine wesentlich
plausiblere Gerade durch die Daten. Ein Beispiel fiir Robuste Regression

Polynomiale Regression 17 / 61



Ausgleichsgerade anpassen

Robuste Regression mit der 1-Norm

2
1.75
1.5
1.25

0.75
0.5
0.25

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Minimierung der Summe der Fehlerbetrdge bedeutet, Koeffizienten
a=(aj,as,...,a,)" zu finden, die die beste Naherung zur Erfiillung des
iberbestimmten Gleichungssystem Aa =y (Datenmatrix A aus den
x-Werten, rechte Seite aus y-Werten) ergeben. Man sucht also

|Aa —y[1 = min <« Z |p(xi) — yil = min.
o 18 / 61



Ausgleichsgerade anpassen

Regression mit anderen Normen

Fiir die Minimierung ||Aa — y|| — min in der 1-Norm (und anderen
Normen) gibt es, im Gegensatz zur Methode der kleinsten Quadraten
keinen zusammenhangenden Ausdruck.

Polynomiale Regression Ausgleichsgerade (klassisch, robust, total) 19 / 61



Ausgleichsgerade anpassen

Regression mit anderen Normen

Fiir die Minimierung ||Aa — y|| — min in der 1-Norm (und anderen
Normen) gibt es, im Gegensatz zur Methode der kleinsten Quadraten
keinen zusammenhangenden Ausdruck.

Die Minimierungsaufgabe (1-Norm) wird mit Methoden aus der linearen
Optimierung gelost.

(wird etwa in der LV 'Modellbildung und Simulation logistischer Systeme’
gemacht)

Polynomiale Regression 19 / 61



Total Least Squares mit SVD

Standardverfahren minimiert Summe der Abstandsquadrate in y-Richtung, TLS
minimiert Quadratsumme der Normalabstande

Bestimme Schwerpunkt [x, ¥] der Daten.

s=1S . =Ly,
o ni:zl,:nXl7 g ni:zl,:nyl

Verschiebe die Daten

Axi=xi—X, Ayi=yi—y

Bilde Singularwertzerlegung

Axi Ayp
Uu-s-v’ = : :

Ax, Ay,
TLS-Gerade geht durch den Schwerpunkt in Richtung des ersten Spaltenvektors
von V .




Schatzen von Modellparametern

Die Methode der kleinsten Quadrate ist das Standardverfahren zur
Schatzung von Modellparametern. Unter bestimmten Annahmen liefert sie
eine ,beste" Schatzung. Namlich, im Spezialfall polynomiale Regression:

Polynomiale Regression Schatzen von Modellparametern 21 /61



Schatzen von Modellparametern

Die Methode der kleinsten Quadrate ist das Standardverfahren zur
Schatzung von Modellparametern. Unter bestimmten Annahmen liefert sie
eine ,beste" Schatzung. Namlich, im Spezialfall polynomiale Regression:
> Modell y; = ag + a1x + ax? + -+ + anx/ + €
Die ag, ... a, sind unbekannte Parameter, die aus Beobachtungen
{lxi,yi], i=0,..., m} geschatzt werden sollen.
Die Daten sind durch unbekannte zufallige StorgréBen €; verrauscht.
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Schatzen von Modellparametern

Die Methode der kleinsten Quadrate ist das Standardverfahren zur
Schatzung von Modellparametern. Unter bestimmten Annahmen liefert sie
eine ,beste" Schatzung. Namlich, im Spezialfall polynomiale Regression:
> Modell y; = ag + a1x + ax? + -+ + anx/ + €
Die ag, ... a, sind unbekannte Parameter, die aus Beobachtungen
{lxi,yi], i=0,..., m} geschatzt werden sollen.
Die Daten sind durch unbekannte zufallige StorgréBen €; verrauscht.

> Ele;]] =0 Alle StorgroBen haben Erwartungswert 0.
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Schatzen von Modellparametern

Die Methode der kleinsten Quadrate ist das Standardverfahren zur
Schatzung von Modellparametern. Unter bestimmten Annahmen liefert sie
eine ,beste" Schatzung. Namlich, im Spezialfall polynomiale Regression:

> Modell y; = ag + a1x; + agX,-2 + -+ anX,-n + €
Die ag, ... a, sind unbekannte Parameter, die aus Beobachtungen

{lxi,yi], i=0,..., m} geschatzt werden sollen.

Die Daten sind durch unbekannte zufallige StorgréBen €; verrauscht.
> Elej] =0 Alle StorgroBen haben Erwartungswert 0.
> E[e?] = o2 gleiche Varianz.
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Schatzen von Modellparametern

Die Methode der kleinsten Quadrate ist das Standardverfahren zur
Schatzung von Modellparametern. Unter bestimmten Annahmen liefert sie
eine ,beste" Schatzung. Namlich, im Spezialfall polynomiale Regression:
> Modell y; = ag + a1x; + 32X,-2 +oFanx €
Die ag, ... a, sind unbekannte Parameter, die aus Beobachtungen
{lxi,yi], i=0,..., m} geschatzt werden sollen.
Die Daten sind durch unbekannte zufallige StorgréBen €; verrauscht.
> Elej] =0 Alle StorgroBen haben Erwartungswert 0.
> E[e?] = o2 gleiche Varianz.
» Eleiej] =0 fir i #j unkorellierte StorgroBen
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Schatzen von Modellparametern

Die Methode der kleinsten Quadrate ist das Standardverfahren zur
Schatzung von Modellparametern. Unter bestimmten Annahmen liefert sie
eine ,beste" Schatzung. Namlich, im Spezialfall polynomiale Regression:

> Modell y; = ag + a1x; + axx? + -+ + anx + €;
Die ag, ... a, sind unbekannte Parameter, die aus Beobachtungen
{lxi,yi], i=0,..., m} geschatzt werden sollen.
Die Daten sind durch unbekannte zufallige StorgréBen €; verrauscht.

> Elej] =0 Alle StorgroBen haben Erwartungswert 0.
> E[e?] = o2 gleiche Varianz.
» Eleiej] =0 fir i #j unkorellierte StorgroBen

Unter diesen Annahmen gilt der

Satz von GauB-Markow
Der Kleinste-Quadrate-Schatzer ist ein bester linearer erwartungstreuer
Schatzer, englisch: Best Linear Unbiased Estimator, kurz: BLUE

Polynomiale Regression 21 /61




Beispiel zur Parameter-Schatzung
Dazu gibt es eine MATLAB-Datei 1inRegKonfid.m

Annahme: linearer Zusammenhang . geade und ver Datenp
. 1 3 2 -
y =a+ bx mlta:—i, b:Z ; e
. 1 o) o .
Zehn Messpunkte, mit ° o~
0.5 - -
normalverteilten StérgréBen o o :
. Py
verrauscht, o = 3. . 0o o
056 - -
-1
1.5
0.5 o 0.5 1 1.5 2 25 3
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Beispiel zur Parameter-Schatzung
Dazu gibt es eine MATLAB-Datei 1inRegKonfid.m

Annahme: linearer Zusammenhang . und einstea .
1 3
=at+bx mita=-—=, b=— '8
y =+ 5 4

Zehn Messpunkte, mit
normalverteilten StorgréBen
verrauscht, o = %
AusgleichsgeArade, geschatzte

a=0,016; b=0,385;

Polynomiale Regression Schatzen von Modellparametern 22 /61



Beispiel zur Parameter-Schatzung
Dazu gibt es eine MATLAB-Datei 1inRegKonfid.m

Annahme: linearer Zusammenhang , und Kleinste-Quadrate-Ausgleichsgerade

1 3
=a+bx mita=-=, b=— 15
y=ax 2 4 )

Zehn Messpunkte, mit ? J/q

normalverteilten StérgroBen . ’

verrauscht, o = % 0 Q o

Ausgleichsgerade, geschatzte wak

a=0,016; b=0,385; & =0,390

0.5 o 0.5 1 1.5 2 25 3

Jede Wiederholung der Messung mit anders gestérten Datenpunkten
wirde andere Schatzungen fiir a und b liefern. Was lasst sich lber die
Unsicherheit der Schatzungen aussagen?

Polynomiale Regression 22 /61



Beispiel zur Parameter-Schatzung: 1000 Experimente

Annahme: linearer Zusammenhang b aus 1000 Kieinste-Q hitzun
16
y =a+ bx mita:—%,b:?—1 14
12
Zehn Messpunkte, normalverteilt mit 1
o= % verrauscht. 208
Gezeigt sind ab-Schatzungen aus 1000 08
Wiederholungen. Die Werte streuen in 04
einer elliptischen Region 02

Polynomiale Regression Schatzen von Modellparametern 23 /61



Beispiel zur Parameter-Schatzung: 1000 Experimente

Annahme: Iinearer Zusammenhang ab - Parameter aus 1000 kleinste-Quadrate-Schi
1 3 h
y =a+ bx mita:—i,bzz 14
12
Zehn Messpunkte, normalverteilt mit 1
o= % verrauscht. 208
Gezeigt sind ab-Schatzungen aus 1000 0s
Wiederholungen. Die Werte streuen in 04
einer elliptischen Region 02
Die Ellipse mit Hauptachsen je eine .
Standardabweichung ist eingetragen. s g o5 0
Die Streuung entlang der a- bzw. Kovarianzmatrix Cov =
b-Achse lasst sich aus der 0.086 0.061
Kovarianzmatrix ablesen: 24aT A = | IR
o (ATA) {0.061 0.061 }

\V COV11 = 07294; \V COV22 = 07248

Polynomiale Regression 23 /61



Parameter-Schatzung und GauB-Markov Theorem

Annahme: linearer Zusammenhang Kleinste-Q und 1-Norm Schi 208 i
] 1 3 16
y =a+ bx m|ta:—§,b:Z .

Zehn Messpunkte, normalverteilt mit

o= % verrauscht. a
Gezeigt sind ab-Schatzungen aus 500
Wiederholungen mit den 2o

Fehlerellipsen. Blau: Kleinste Quadrate,

Rot: Kleinste 1-Norm.

—‘\‘6 —‘\‘4 —1'2 —:I —D‘B —D‘B —D‘A —I:"Z I; D‘Z.D‘A
a
Satz von GauB-Markow

Der Kleinste-Quadrate-Schéatzer ist ein bester linearer erwartungstreuer
Schatzer, englisch: Best Linear Unbiased Estimator, kurz: BLUE

Polynomiale Regression Schatzen von Modellparametern 24 / 61



Parameter-Schatzung: Konfidenzintervalle

Die MATLAB-Datei in den Unterlagen zeigt sowohl| explizit die Formeln als auch

den Aufruf des curve-fitting tools

Linear model Polyl:

fitresult(x) = pl*x + p2

Coefficients (with 95% confidence bounds):
pl = 0.3279 (-0.04482, 0.7007)

p2 = 0.1589 (-0.2833, 0.6011)

werden aus der geschatzten Varianz
mittels Student-t-Verteilung bestimmt.

Die strichlierten Grenzen, prediction
bounds, beziehen sich nicht auf die
Genauigkeit der Modell-Voraussagen,
sondern sagen den Streubereich weiterer
Messungen voraus: mit 95%iger
Wabhrscheinlichkeit liegt ein weiter
Messpunkt innerhalb der Grenzen.

0.5

© yivs xi

untitled fit 1

Lower bounds (untitied fit 1)
Upper bounds {untitied fit 1)

08

4
xi

12

1.4

16 1.8

2



Parameter-Schatzung: Konfidenzintervalle

Die MATLAB-Datei in den Unterlagen zeigt sowohl| explizit die Formeln als auch

den Aufruf des curve-fitting tools

Linear model Polyl:

fitresult(x) = pl*x + p2

Coefficients (with 95% confidence bounds):
pl = 0.3279 (-0.04482, 0.7007)

p2 = 0.1589 (-0.2833, 0.6011)

werden aus der geschatzten Varianz
mittels Student-t-Verteilung bestimmt.

Die strichlierten Grenzen, prediction
bounds, beziehen sich nicht auf die
Genauigkeit der Modell-Voraussagen,
sondern sagen den Streubereich weiterer
Messungen voraus: mit 95%iger
Wabhrscheinlichkeit liegt ein weiter
Messpunkt innerhalb der Grenzen.

© yivs xi
untitled fit 1

0.5

Lower bounds (untitied fit 1)
Upper bounds {untitied fit 1)

o 0.2 0.4 0.6 08 1

xi

12 1.4 16 1.8

Ubrigens: zufallig ist das ein Fall, wo

das Konfidenzintervall die tatsichlichen
Werte a = —0.5; b = 0.75 nicht
enthalt. Sollte nur in 5% der Falle
passieren, aber: Demonstrationseffekt!

2
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© Polynomiale Interpolation

Rechenverfahren
Ansatz in Standard-Form, Vandermonde-Matrix
Polynom in Lagrange-Form
Polynome in verschiedenen Basis-Darstellungen
Polynom in Newton-Form

Warnung vor zu hohem Grad!
Runge-Phanomen
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Interpolation
Definition der Aufgabenstellung

Gegeben:
Datenpunkte

Gesucht:
» Eine Funktion, die durch die gegebenen Datenpunkte verlauft.
» Ein Wert zwischen den Datenpunkten

> Trend iber den gegebenen Datenbereich hinaus: Extrapolation

Anwendung: J

Zwischenwerte in Tabellen, , glatte” Kurven fir Graphik. ..

Polynomiale Interpolation 27 / 61



Interpolation

Gegeben: Datenpunkte. An Stiitzstellen x; liegen Werte y; vor.
Gesucht: Funktion f mit f(x;) = y;

Xo X1 X2 X3

Polynomiale Interpolation 28 / 61



Beispiel: Interpolation in Tabellen

Spezifische Warmekapazitat
von kohlenstoffarmem Stahl in
J/kgK fiir 20C < 7 <700, C

T

Sp

20

173
200
400
543
600
626
700

447
500
509
595
700
763
800
909

1300

1200
1100
1000
900
800
700
600 -
500

400
0

L L L L L L L L
100 200 300 400 500 600 700 800 900

Stiitzstellen und Extrapolation bis 900 C.

Die Abbildung illustriert stiickweise lineare Interpolation zwischen den J
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Polynomiale Interpolation

Die einfachsten Interpolations-Funktionen sind Polynome...

Durch zwei Punkte der xy-Ebene geht genau eine Gerade. Durch drei
beliebige Punkte lasst sich eindeutig eine Parabel legen. Durch n+ 1
Punkte ist ein Polynom n-ten Grades eindeutig bestimmt.

Aufgabenstellung:
> gegeben n+ 1 Wertepaare (x;,y;), i =0,...,n,

> gesucht ist das eindeutig bestimmte Polynom n-ten Grades p, das
durch die gegebenen Datenpunkte verlauft:

p(xi)=yi firi=0,...,n

Polynomiale Interpolation Rechenverfahren 30/ 61



Polynomiale Interpolation

Die einfachsten Interpolations-Funktionen sind Polynome...

Durch zwei Punkte der xy-Ebene geht genau eine Gerade. Durch drei
beliebige Punkte lasst sich eindeutig eine Parabel legen. Durch n+ 1

Punkte ist ein Polynom n-ten Grades eindeutig bestimmt. (Ausnahme,
wenn x-Werte zusammenfallen)

Aufgabenstellung:
> gegeben n+ 1 Wertepaare (x;, y;), i =0,...,n, wobei die x;
paarweise verschieden sind.

> gesucht ist das eindeutig bestimmte Polynom n-ten Grades p, das
durch die gegebenen Datenpunkte verlauft:

p(xi)=yi firi=0,...,n
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Rechenverfahren zur polynomialen Interpolation

» Direkter Ansatz in der Standard-Form, Gleichungssystem mit
Vandermonde-Matrix. Mehr Rechenaufwand als bei den folgenden
Methoden.

> Lagrangesches Interpolationspolynom: Eine Formel, die das Polynom
direkt hinschreibt.

» Newtonsches Interpolationspolynom: besonders rechenglinstig.

» Es gibt noch einige andere Rechenschemen (im Skript:
Neville-Verfahren; wir lassen es heuer aus)
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Rechenverfahren zur polynomialen Interpolation

» Direkter Ansatz in der Standard-Form, Gleichungssystem mit
Vandermonde-Matrix. Mehr Rechenaufwand als bei den folgenden
Methoden.

> Lagrangesches Interpolationspolynom: Eine Formel, die das Polynom
direkt hinschreibt.

» Newtonsches Interpolationspolynom: besonders rechenglinstig.

» Es gibt noch einige andere Rechenschemen (im Skript:
Neville-Verfahren; wir lassen es heuer aus)

Trotz unterschiedlicher Namen und Schreibweisen liefern alle Verfahren
dasselbe (eindeutig bestimmte) Polynom.
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Ansatz in der Standard-Darstellung

Das Interpolationspolynom in der Standard-Form
p(x) = ag + a1x + apx® + -+ + apx”

Gesucht sind die Koeffizienten ag, . .., a,.

Die Gleichungen p(x;) = y; ergeben ein Gleichungssystem mit
Vandermonde-Matrix

1 xo X02 Xg oo Xy ao Yo
1 x1 x2 x5 ... x] ai v
1 x, x2 x3 X} an Yn

Die gute Nachricht: Falls alle x-Werte verschieden sind, ist das Gleichungssystem
eindeutig l6sbar.

Die schlechte Nachricht: Diese Matrix kann sehr hohe Konditionszahl haben. Bei
Polynomen hoheren Grades entstehen gravierende Rundungsfehler. MATLAB's Befehl
polyfit verwendet diesen Ansatz (mit all seinen Vor- und Nachteilen).
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Lagrangesche Interpolationsformel

Das Interpolationspolynom durch die n + 1 Wertepaare
(xi,vi), i =0,...,n ist gegeben durch

p(X) = LO(X)yO + Ll(X)yl 9F ooo P Ln(X)_Vna

wobei
Li(x) = (x = x0)(x — x1)...(x = xj—1)(x — Xj51)-..(x — xpn)
i (xi — x0)(x; — x1)-..06 — xi—1)(%i — Xix1)---(Xi — Xn) J
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Lagrangesche Interpolationsformel

Das Interpolationspolynom durch die n + 1 Wertepaare
(xi,vi), i =0,...,n ist gegeben durch

p(X) = LO(X)yO + Ll(X)yl 9F ooo P Ln(X)_Vna

wobeij

Li(x) = (x — x0)(x — x1)...(x — xi—1)(x — Xix1)-..(x — xn)
j (xi — x0)(x;i — x1)--(xi — xi—1)(X;i — Xi+1)---(Xi — Xn)

Es ist fiir die rechnerische Durchfiihrung nicht ratsam, nach Einsetzen der Datenpunkte
die Li(x) durch symbolisches Ausmultiplizieren noch weiter zu ,vereinfachen". Die
x-Werte direkt einsetzen!

Polynomiale Interpolation Rechenverfahren 33 /61



Polynome in verschiedenen Basis-Darstellungen

Ein Polynom p(x) lasst sich auf unterschiedliche Art als Summe von
Termen der Form Koeffizient mal Basisfunktion anschreiben.

Darstellungen

» Standardbasis p(x) = ap + aix + ax? + - - - + apx”

p ist Linearkombination der Basis-Polynome 1,x,x?, ..., x"
> Lagrange-Basis p(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + - - - + yaLn(x)
p ist Linearkombination der Lagrange-Polynome Lo, L;,..., L,

> Newton-Basis
p(x) = co+ci(x—x0)+ca(x—x0)(x—x1)+- - -+cn(x—x0) - - - (x—Xp—1)
p ist Linearkombination der Basis-Polynome 1, (x — xo),
(x —x0)(x — x1), (x — x0)(x — x1)(x — x2), . ..,
(x = x0)(x = x1) -+ (x = Xn—1)

Polynomiale Interpolation 34 /61



Newtons Interpolations-Algorithmus

» Ansatz mit Newton-Basisfunktionen

» Das Schema der dividierten Differenzen berechnet mit wenig Aufwand
die Koeffizienten

> Auswertung des Polynoms effizient mit Horner-Schema.
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Newtons Interpolations-Algorithmus

Ansatz mit Newton-Basisfunktionen

p(x) =co+ ci(x —x0) + ca(x —x0)(x —x1) + - -+ ca(x — x0) - - - (x — xn)

Gesucht sind die Koeffizienten ¢y, ..., cp.

Die Gleichungen p(x;) = y; ergeben ein Gleichungssystem mit unterer

Dreiecksmatrix. Die Koeffizienten ¢, ..., ¢, lassen sich einfach berechnen.
1 0 (@) Yo
1 (X1 — Xo) 1 n
1 (x2—x0) (x—x0)(x2—x1) il =

(Xn _XO) 7;01(X,,—X,') Cn Yn
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Newtons Interpolations-Algorithmus

Beispiel: kubisches Polynom

Daten: Ansatz:

p(x) =co+ c1 - (x — x0)+
+ - (x—x0)(x —x1)+
+ 3 (x —x0)(x — x1)(x — x2)

Einsetzen der vier Wertepaare x;, y; gibt Gleichungssystem der Form

Co =Y
¢+ a(x1 — xo) =n
o + ci(xe — x0) + c2(x2 — x0) (X2 — x1) =y
@+ alxs —x) + (s —x)(x3—xi) +alxa—x)(xs—x)x3—x) =y

Auflésen von oben nach unten:

Y1 — Yo
= Y,C1 = ——,...
X1 — Xo
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Newtons Interpolations-Algorithmus

zur Losung des Gleichungssystems mit unterer Dreiecksmatrix

Das Schema der dividierten Differenzen ist ein optimierter Rechenablauf J

Mit Papier und Stift organisiert man die Rechnung am besten in

Tabellenform nach folgendem Schema

X1 —Xo
X2 — X0

X2 — X1
X3 — X1

X3 — X2
X4 — X2

X4 — X3

Beispiele siehe Skript!

X0

X1

X2

X3

X4

Yo

1

Y2

y3

ya

[x0, x1]
[x1, x2]
[x2, x3]

[X37 X4]

[x0, X1, X2]
[x1, X2, X3]

[X27 X3, X4]
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Warnung vor zu hohem Grad!

200

175

150

125

100

75

50

25

N

50

100 150 200 250

16 Datenpunkte sind gegeben. Gesucht ist eine ,schéne” Kurve durch diese
Punkte. Die hier gezeichnete Kurve approximiert, aber interpoliert nicht!
Ein Polynom 15. Grades konnte die Daten exakt modellieren, aber. ..

Polynomiale Interpolation Warnung vor zu hohem Grad!
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Warnung vor zu hohem Grad!

200
175
150
125
100

75

50

25

50 100 150 200 250

Kein Fehler an den Datenpunkten, aber dazwischen oszilliert das Polynom heftig.
Typisch fiir Polynome hohen Grades. Sie oszillieren besonders zu den Randern hin,
wenn man Sie durch vorgegebene Datenpunkte zwingt.
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Nochmal: Warnung vor zu hohem Grad!

Beispiel von vorhin:
spezifische Warme ¢, bei
Temperatur T.

Durch die acht
Datenpunkte l3sst sich ein
Polynom siebten Grades
exakt durchlegen.

1000

400

O Datenpunkte
—— Interpolationspolynom

L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Polynomiale Interpolation Warnung vor zu hohem Grad!

900
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Nochmal: Warnung vor zu hohem Grad!

Beispiel von vorhin: 1000

spezifische Warme ¢, bei
—— Interpolationspolynom
Temperatur T.

Durch die acht
Datenpunkte l3sst sich ein
Polynom siebten Grades
exakt durchlegen.

Aber:
Polynome so hohen Grades

neigen zu Oszillationen und  wol——— 05—
zu extrem unrealistischer
Extrapolation

Polynomiale Interpolation Warnung vor zu hohem Grad!

900
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Interpolationspolynome hohen Grades sind ungeeignet!

Approximation der Funktion f(x) = 1+17 x € [-5,5] mit 3, 7, 11 und 17
Stiitzstellen:

11 Stuetzstellen 11 Stuetzstellen
4 4
35 s
3 3
25 25
2 2
15 15
1 1
N
05 o0sp
05 -05
-1 1
=5 0 5 5 0 5
11 Stuetzstellen 11 Stuetzstellen
4 4
35 35
3 3
25 25
2 2
15 15
| .
X 0s
. -~
05 W . 05 " i
-1 1




»Interpolationspolynome hohen Grades sind ungeeignet”
Vorsicht, Ubertreibung!

Die vorhergehenden Folien gebrauchen das rhetorische Stilmittel der
Ubertreibung. Es gilt namlich

Approximationssatz von WeierstraB

Jede stetige Funktion lasst sich auf einem abgeschlossenen Intervall
beliebig genau durch Polynome approximieren.

Die Probleme treten bei Interpolation auf, wenn das Polynom durch fix
vorgegebene Stiitzstellen gehen soll. Es gibt aber speziell verteilte
Tschebyschow-Stiitzstellen, fiir die Interpolationspolynome besonders
giinstige Eigenschaften haben.



Runge-Phanomen

Interpolationspolynome mit dquidistenten Stitzstellen konvergieren nicht unbedingt

1

Noch einmal am Beispiel von f(x) = 175

y

C
<

Grad 4



Runge-Phanomen

Interpolationspolynome mit dquidistenten Stitzstellen konvergieren nicht unbedingt

1

Noch einmal am Beispiel von f(x) = 175

y

Grad 6



Runge-Phanomen

Interpolationspolynome mit dquidistenten Stitzstellen konvergieren nicht unbedingt

Noch einmal am Beispiel von f(x) = H%
y
—l — X
Grad 8 — Im mittleren Bereich ndhern die Polynome immer besser, in den

Randbereichen werden die Fehler immer groBer!



Tschebyschow-Stiitzstellen

Nicht dquidistant, sondern zu den Randern hin dichter

Grad 4



Tschebyschow-Stiitzstellen

Nicht dquidistant, sondern zu den Randern hin dichter

Grad 6



Tschebyschow-Stiitzstellen

Nicht dquidistant, sondern zu den Randern hin dichter

Grad 8 — das sieht wesentlich besser aus als vorher mit adquidistanten
Stiitzstellen!



Optimale Lage der Stiitzstellen

Projektion von n gleichmaBig am Halbkreis verteilten Punkten

Bei dieser Wahl der Stitzstellen (,, Tschebyschow-Stiitzstellen) ist die
maximale Abweichung Funktion—Polynom am kleinsten

TN

Lage auf Intervall [—1; 1]

2i—1
x,-:cos<l 7r) furi=1,...,n
2n




Gliederung 6. Vorlesung

GauB-Newton-Verfahren

Aufgabenstellung, Losungswege

Ausgleichsgerade (klassisch, robust, total)
Schatzen von Modellparametern
Rechenverfahren

Warnung vor zu hohem Grad!

O Spline-Interpolation etc.

Klassisch: Newton-Cotes

Weitere Quadraturformeln

=] (=) = DA
Spline-Interpolation etc.



Weitere Interpolationsverfahren

Klassische Newton- oder Lagrange-Interpolation ist nicht immer optimal

Andere wichtige Verfahren sind
» Spline-Interpolation (Kubisch, MATLAB pchip,...)
> Rationale Interpolation
» Trigonometrische Interpolation

> Interpolation in zwei oder mehr Dimensionen
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Biegsame Latte als Kurvenlineal

Urspriinglich im Schiffsbau verwendet, heiBt Straklatte, englisch Spline.

Funktionen, die das Verhalten biegsamer Latten nachbilden: Natiirliche
kubische Spline-Funktionen.

Spline-Interpolation etc.
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Natirlicher kubischer Spline

Eine diinne, an einzelnen Punkten festgehaltene Latte biegt sich in der
Form eines kubischen Splines




Natirlicher kubischer Spline

Ein natiirlicher kubischer Spline s(x) durch die n+ 1 Wertepaare (x;, i),
i=0,...,n ist folgendermaBen charakterisiert:

» In den einzelnen Intervallen (x;_1,x;) ist s(x) jeweils ein kubisches
Polynom

» An den Intervallgrenzen stimmen die Funktionswerte, die ersten und
die zweiten Ableitungen rechts- und linksseitig tberein.

> Zweite Ableitung an den Randern wird Null gesetzt.
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Andere kubische Splines

Ein Spline ist stiickweise aus einzelnen Polynomen zusammengesetzt. Je
nach Spline-Typ werden weitere Bedingungen gewahlt. MATLAB's pchip
erfillt:

» In den einzelnen Intervallen (x;_1, x;) ist s(x) jeweils ein kubisches
Polynom

» An den Intervallgrenzen stimmen die Funktionswerte und die ersten
Ableitungen rechts- und linksseitig lberein. Die zweiten Ableitungen
kénnen unterschiedlich sein.

» Der Spline respektiert das Monotonieverhalten der Datenpunkte —
kein Uberschwingen
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Interpolation in Matlab: spline und pchip

= —323; 15
=[-1-1-10111];
-3:.01:3;

= pchip(x,y,t);

= spline(x,y,t);
plot(x,y,’0’,t,p,’ -7,
t,s,’-.7)

[/ Bs o N i I
1]

-~ - O Daten
— pchip
— - spline

15 L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

MATLAB bietet verschiedene stiickweise kubische Interpolationsverfahren.
spline ist fiir glatte Daten genauer.
pchip lberschwingt nicht und neigt weniger zu Oszillationen.




Beispiel: c,-Daten mit spline und pchip

Innerhalb des 1300
Datenbereiches stimmen 1200]-
beide Verfahren sichtlich 110
tberein.

1000 -

900

800

700 -

600

500

blau: Spline
grin: PCHIP

400

300 L L L L L
-200 0 200 400 600 800 1000
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Beispiel: c,-Daten mit spline und pchip

Innerhalb des 1300
Datenbereiches stimmen 1200] 1
beide Verfahren sichtlich ool |
Uberein.
1000 - 4
Extrapolation ist ein oo 1
wesentlich riskanteres 800 ]
Geschaft. .. 700 1
600 q
500 blau: Spline q
grin: PCHIP
400 b
a0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-200 0 200 400 600 800 1000
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Beispiel: c,-Daten mit spline und pchip

Innerhalb des 1300

Datenbereiches stimmen 1200]-

beide Verfahren sichtlich ool -
iberein. ool A
Extrapolation ist ein oo ©
wesentlich riskanteres soor °
Geschéft. .. 700 o
... wie man sieht: hier sind |

weitere Datenpunkte w0l

eingetragen. Keine der ol

beiden Methoden -

extra pOIiert den ~200 (; 260 4(;0 6(;0 860 1000
tatsachlichen Verlauf der
spez. Warme korrekt.
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Interpolationsverfahren

Ubersicht und Zusammenfassung

» Newton-Polynom: rechengiistig; zusatzliche Datenpunkte lassen sich
leicht anfligen

v

Lagrange-Polynom: y-Werte lasen sich leicht dndern
» Polynome mit hohem Grad und aquidistanten Stitzstellen:
Ungeeignet! (Runge-Phanomen).

» Tschebyschow-Stiitzstellen: optimale Approximation

v

Natiirliche kubische Splines: meist bessere Anpassung als Polynome.

> Es gibt viele weitere Spline-Varianten
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Gliederung 6. Vorlesung

® Numerische Integration
Klassisch: Newton-Cotes
Weitere Quadraturformeln
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Numerische Integration

Gegeben:

eine Funktion f(x) in einem Intervall a < x < b.

Gesucht:

b
deren Integral / f(x)dx
a

Oft lasst sich das Integral nicht durch elementare Funktionen ausdriicken,
oder die Funktion selbst ist nur tabellarisch gegeben. — Numerische
Verfahren

Numerische Integration 57 / 61



Integrationsformeln nach Newton-Cotes

Gegeben:

Eine Funktion f(x) in einem Intervall (a, b) durch ihre Werte f; an n+1
aquidistanten Stitzstellen,

f, = f(a+ih), mith= b;a, i=0,...,n.

Prinzip:

Interpoliere f(x) durch ein Polynom p(x). Nahere das Integral von f durch
das Integral von p. Die Naherung ist gegeben als gewichtete Summe der f;,

b n
| fdx~ (b)Y aif
a i=0

mit fixen Gewichten «;
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Newton-Cotes-Formeln

Klassische Beispiele

Trapezregel

b—a

/abf(x)dx: 2 (F(a) + £())

Simpson-Regel

/ab Flxde = 222 (f(a) rarC3 04 f(b)>

3/8-Regel (,,pulcherrima®)

/ ’ Fx)dx = % (F(a) + 3f(a+ h) + 3F(a + 2h) + £ (b))

a




Newton-Cotes-Formeln

Klassische Beispiele mit Fehlertermen

Trapezregel

b b—a .
| Feode = 252 (@) + £(5) 21700

Simpson-Regel

b _
[ feoax= 222 (@) + 47D + £8) e

3/8-Regel (,,pulcherrima®)

6480
a

/b f(x)dx = % (f(a) +3f(a+ h) +3f(a+2h) + f(b)) _(b=a)® av

(€)




Zusammengesetzte N.-C.-Formeln

Wenn feinere Intervallteilung vorliegt

Zusammengesetzte Trapezregel

b h
/ f(x)ax = S(fo+2fi + 26+ -+ 21 + ) + E
a

Zusammengesetzte Simpson-Regel

b h
/ F(x)o = 3 (fo+ 4 + 26 + 4 + -+ + 262 + 4oy + ) + E
a

(Nur fiir gerades n moglich!)
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Zusammengesetzte N.-C.-Formeln

Wenn feinere Intervallteilung vorliegt

Achtung bei Intervallbreite h! Es sind n + 1 Datenpunkte, und um eins
weniger Intervalle. n= Anzahl Datenpunkte-1, und h= (b —a)/n

Zusammengesetzte Trapezregel

b h
/ F(x)dx = 2(fo + 2 +26 + -+ 261 + o) + E
a

Zusammengesetzte Simpson-Regel

b h
/ F(x)obc = 3 (fo+ 4 + 26 + 4 + -+ + 262 + 4oy + ) + E

(Nur fiir gerades n moglich!)
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Weitere Quadraturformeln

GauB-Quadratur, GauB-Lobatto-Formeln

Nicht dquidistante Stiitzstellen, dafiir hdhere Genauigkeit. (Typische
Anwendung: Finite Elemente)

Romberg-Verfahren

berechnet mit zusammengesetzter Trapezregel mehrere Werte zu
verschiedenen h und extrapoliert auf h = 0.

MATLAB

bietet zwei Verfahren: quad (adaptive Simpson-Regel) und quadl
(trickreichere GauB-Lobatto Methode)

Numerische Integration Weitere Quadraturformeln 61 / 61
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