U9 Neunte Ubungseinheit

Inhalt der neunten Ubungseinheit:

o Eine Differentialgleichung héherer Ordnung: Umformen auf System 1.
Ordnung

o Stabilitat: weitere Beispiele

o Systeme von Differentialgleichungen héherer Ordnung: Umformen auf
Systeme 1. Ordnung

U 9.1 Differentialgleichungen héherer Ordnung

Differentialgleichungen hoherer Ordnung lassen sich als Systeme von Differentialgleichungen
erster Ordnung schreiben.

Einfaches Beispiel: Gesucht ist eine Funktion y(x). Ihre zweite Ableitung soll erfiillen
y'(z) = fz,y,9)

mit Anfangsbedingungen (hier sind zg, ¢; und ¢; € R gegebene Werte)

y(wo) = &1
y’(xo) =C2

Es gilt: Aus einer Differentialgleichung zweiter Ordnung wird ein System von zwei Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung.

Einfthren von zwei Hilfsfunktionen z1 (z) und z2(x), definiert durch

Z1=Y

2=y
Dann lautet das entsprechende System

Zi = Z2

Z9 = f(.T,Zl, ZQ)
Die Anfangsbedingungen des Systems lauten

Z1 (1‘0) =C

z9 ($0) = C9

Allgemeines Schema: DG hoherer Ordnung —> System von DG 1. Ordnung

Aus einer Differentialgleichung d-ter Ordnung wird ein System von d Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung.
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Gegeben eine Differentialgleichung d-ter Ordnung. Mache die d-te Ableitung explizit in der
Form y(d) = f(m7 y’ y/7 AR 7y(d_1))

Fiihre d Hilfsfunktionen z; (), 22(2), ..., za(z) ein. Setze 21 =y, 20 = ¢/, ..., 24 =y~ V.
Achtung: fir die d-te Ableitung braucht man keine Hilfsfunktion mehr!

Schreibe ein System von d Differentialgleichungen erster Ordnung fir die z; = z;(z) an:

21 = 22
2z = 23
2. = 24
2 = flwyz1,..0,24)

Die d Anfangsbedingungen des Original-Problems legen die Werte fiir y(zo), v/ (xo), - - . , ¥ (z0)
fest. Daraus werden d Anfangsbedingungen fiir die 21, 29, . .., 24

za(zo) =y (x0)

Aufgabe 75: Mathematisches Pendel

Die Differentialgleichung des mathematischen Pendels (Auslenkung ¢ = ¢(t), Fallbeschleuni-
gung g, Pendelldnge ¢) lautet

¢5+%sin¢:0

Formen Sie auf ein System zweier DG erster Ordnung um und lésen Sie fir { = 1m, g =
9,8m/s?, Anfangsauslenkung ¢(0) = 0,1rad, Anfangs-Winkelgeschwindigkeit $(0) = Orad/s
Losen sie fiir eine Zeitspanne von 4 Sekunden und zeichnen Sie den Schwingungsverlauf (Aus-
lenkung ¢ als Funktion von t. Andern Sie die Anfangsauslenkung auf ¢(0) = 1,4rad und
vergleichen Sie Schwingungsform und -periode.

Aufgabe 76: Blasius’sche Gleichung

Die Blasius’sche Gleichung fiir die Funktion u = u(x) beschreibt laminare Strémung in einer
wandnahen Grenzschicht.
uu// + 2u//l — O

Anfangsbedingungen sind

u(0) = 0
w'(0) = 0
u”(0) = a, wobei a noch frei wihlbar ist.
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Formen Sie die Differentialgleichung in ein System dreier Differentialgleichungen 1. Ordung
um.

Lésen Sie die Differentialgleichung fiir ¢ = 0.2, a = 0.3 und a = 0.4 jeweils bis x = 5.

Stellen Sie die drei Losungen wu(z) in einem Bild graphisch dar. Stellen Sie in einem zweiten
Bild die drei Ableitungen u”(z) dar.

Finden Sie (z.B. durch systematisches Probieren) moglichst genau jenen a-Wert, fir den
u”(5) = 0,02 wird.
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U 9.2 Stabilitat: weitere Erkldrungen, allgemeinere Testprobleme,
steife Systeme

Der Abschnitt |U 8.1.1|ist bereits kurz auf den Begriff ,,Stabilitdt* eingegangen: Ein Verfahren
heifit stabil bei Schrittweite h, wenn fiir das Modellproblem — die Differentialgleichung der

abklingenden Exponentialfunktion y =e~* —

y=-y y0)=1

die numerische Losung mit wachsendem z nach Null konvergiert.

U9.2.1 Allgemeinere Testprobleme, Stabilitatsgebiet

Es geht beim Begriff ,Stabilitdt“ darum: wenn die exakte Losung exponentiell abklingt, dann
soll die numerische Losung bei der gewédhlten Schrittweite ebenfalls irgendwie abklingende
Néherungswerte liefern.

Die Differentialgleichung ¢y’ = —y ist ein sehr einfaches Testproblem. Es ist niitzlich, die
Stabilitdt von Verfahren fiir etwas allgemeinere Gleichungen zu untersuchen:

Gegeben sei fiir die Funktion y(z) das Anfangswertproblem
y =Ny
y(0) =1

fir A € R und (erst dadurch wird das Problem wirklich allgemeiner) auch A € C. Aber damit
es nicht zu uniibersichtlich wird, halten wir jetzt die Schrittweite fesf®”] auf h = 1.

3TEs bringt nichts, sowohl X\ als auch h zu variieren. Alle fiir Schrittweite 1 und Parameter A gewonnenen
Resultate gelten fir allgemeine h mit Parameter A\/h.
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Das Stabilitdtsgebiet eines Verfahrens ist die Menge aller A € C, fiir die beim
obigen Modellproblem mit Schrittweite h = 1 die Folge der berechneten
Néherungslosungen nach Null konvergiert.

Die exakte Losung des Anfangswertproblems ist bekanntlich y = e**. Fiir A = a + bi € C
lautet sie y(x) = e**(cos(bx) + i sin(bx). Real- und Imaginérteil der Losung sind also Cosinus-
beziehungsweise Sinusschwingungen, multipliziert mit dem Faktor e®*.

Interessant in diesem Zusammenhang sind die exponentiell abklingenden Schwingungen, also
a < 0 oder, gleichbedeutend, Re(A) < 0. Wir wiinschen uns, dass ein stabiles Losungsver-
fahren solche abklingenden Schwingungen qualitativ richtig berechnet. Das Stabilitédtsgebiet
eines Losungsverfahrens sollte daher idealer Weise die gesamte linke Halbebene der komplexen
Zahlenebene umfassen.

Einfache Testrechnungen zeigen aber: Beim expliziten Euler-Verfahren liegen nur gewisse A-
Werte im stabilen Bereich. Hier sind N&herungslosungen des expliziten Euler-Verfahrens fiir
verschiedene A\ gezeichnet: Fiir A = —0,5 monoton abnehmend, fir A = —1,7 oszilllierend,
aber immer noch konvergent, und fiir A = —2, 05 oszillierend und divergent.

Aufgabe 77: Stabilitat von Einschrittverfahren fir \ € C

Echt spannend wird es, wenn Sie im Testproblem fur y(z):

y' =y,
y(0) =1,
Werte A € C ausprobieren. Wéhlen Sie zum Beispiel A = —0,2 + i. Untersuchen Sie das

explizite und das modifizierte Eulerverfahren, sowie das dreistufigen Verfahren aus Aufgabe [68
Sie brauchen am Musterprogramm GDGdemo.m sonst nichts zu dndern, es rechnet frisch und
munter auch mit komplexen Zahlen. Stellen Sie den Realteil der numerischen beziehungsweise
der exakten Losung graphisch dar.

Der Realteil der exakten Losung ist eine geddmpfte Schwingung. Fiir A = a + bi lautet er
y(z) = e*® cos(bx).
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Rechts sehen Sie numerische und exakte Losung des Mo-
dellproblems fiir A = —0,2 + i. Gerechnet wurde mit
dem dreistufigen Verfahren aus Aufgabe [68] Die nume-
rische Losung klingt ab, also liegt A im Stabilitdtsgebiet
des Verfahrens. Wie sieht es mit den anderen Verfahren
aus (explizites, modifiziertes und implizites Eulerverfah-
ren, Heun-Verfahren)? Was passiert fiir A = —0,2 4 2i?
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Die unten stehenden Abbildungen zeigen als graue Bereiche in der komplexen Zahlenebene die
Stabilitatsgebiete der Verfahren (von links nach rechts:) Explizites Eulerverfahren; Modifizier-
tes Euler-Verfahren; Dreistufiges explizites Verfahren; implizites Euler-Verfahren. Sie kénnen
ausprobieren: wéihlen Sie ein A aus dem grauen Bereich, dann berechnet das Verfahren eine
Folge abklingender Werte. Weisser Bereich — exponentiell anschwellende Werte.

Thre Aufgabe: Wihlen Sie fiir jedes Verfahren (Explizites Eulerverfahren, Modifiziertes Euler-
Verfahren, Dreistufiges explizites Verfahren, implizites Euler-Verfahren) jeweils ein A im sta-
bilen und eines im instabilen Bereich und lassen Sie die entsprechenden N&herungslésungen

zeichnen.
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U9.2.2 Steife Systeme

Gébe es nur gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, dann wére zur numerischen
Losung ein Allzweckverfahren wie MATLABs 0DE45 in den allermeisten Féllen vollig ausrei-
chend; iiber Stabilitdt oder Stabilitdtsgebiet brauchte man sich auch keine grofien Gedanken
zu machen.

In der Praxis treten aber oft Systeme von Differentialgleichungen auf, und zwar ein spezieller
Typ: steife Systeme: Siehe Vorlesungsfolien 8. Vorlesung.

Kurze Zusammenfassung;:

Wenn ein Verfahren stabil ist, kann es steife Systeme mit verniinftiger, problem-
gerechter Schrittweite 16sen. Instabile Verfahren geben bei steifen Systemen erst
mit unrealistisch kleinen Schrittweiten brauchbare Ndherungslésungen.

Aufgabe 78: Zahe Angelegenheit

Die Vorlesungsfolien prisentieren ein Beispiel zum freien Fall im viskosen Medium: eine Glas-
murmel versinkt im Honig. Die Bewegungsgleichung fiir die Hohe z(t) lautet bei geeigneter
Skalierung der Einheiten:

5(t) + D3(t) + 1 =0 mit D> 1
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Waihlen Sie als Anfangsbedingungen z(0) = 1, £(0) = 0. Versuchen Sie damit, fiir D = 100 die
beiden Abbildungen (siehe auch die Vorlesungsfolien) zu reproduzieren.

Was passiert fiir D = 10, was fiir D = 10007 Vergleichen Sie auch die MATLAB-Léser ode23,
0de23t, ode113 und odel5s: welche eignen sich fiir welches D, welche nicht?

D = 100, Lésung ode23s D = 100, Lésung oded5
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Zum physikalischen Hintergrund: Der Wert fiir D lasst sich aus dem Gesetz von Stokes zur
Reibungskraft sphéarischer Korper ableiten als

p_ 6m |
m g

mit n: dynamische Viskositét, fiir Honig kénnen Sie n ~ 10*Pa s annehmen. Fiir eine 10 g schwere
Kugel mit 1cm Durchmesser kommen Sie auf D-Werte von einigen Tausend. Die Funktion z(t)
misst in dimensionslosen Einheiten. Zum Umrechnen auf Hohe in Metern und Zeit in Sekunden

miissen Sie z mit dem Radius r und ¢ mit 4/7/g multiplizieren.

Aufgabe 79: Ein einfaches steifes System
Gegeben: Anfangswertproblem fir y =y(z), 0<a2 <3

(x) = —=1999y1(x) —1998ys(x)

/1 1(0 == +1
yh(z) = 999y ()  +998ya(z) ’

: y1(0)
Anfangsbed e

nfang; ingungen yo(0) = —1
Auch dieses System wird in den Folien der 8. Vorlesung behandelt. Testen Sie, &hnlich wie in
der vorigen Aufgabe, die MATLAB-Loser ode45, odel5s, ode23, ode23t, ode113 und ode23s:
welche eignen sich, welche nicht? Vergleichen Sie mit den beiden Abbildungen auf den Vorle-
sungsfolien und stellen Sie die Losungen dhnlich dar.
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U 9.3 Systeme von Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Abschnitt hat bereits die Umformung einer Differentialgleichung héherer Ordnung in ein
System von Differentialgleichungen erster Ordnung gezeigt. Hier kommt nun der allgemeine
Fall:

Aus n Differentialgleichung d-ter Ordnung wird ein System von n d Differential-
gleichungen erster Ordnung.

Als Beispiel werden hier die Bewegungsgleichungen von drei durch Federn gekoppelten Massen
diskutiert.

e T

L1 (1) s 5 (t) La (1)

Die Positionen x1(t), x2(t), x3(t) der drei Massen sind als Funktion der Zeit ¢ durch das
folgende System von Differentialgleichungen 2. Ordnung bestimmt (Alle Massen und Feder-
steifigkeiten sind hier der Einfachheit halber gleich 1 angenommen).

1 = —2x1 422
To = 71— 2x9+ 73
Zi’g = X2 — 2.’E3

Anfangswerte sollen sein

21(0) =1, 22(0) = 23(0) = #1(0) = #2(0) = 25(0) = 0.
Das bedeutet, anfangs ist nur die erste Masse ausgelenkt, die anderen beiden befinden sich in
ihren Gleichgewichtslagen; alle Anfangsgeschwindigkeiten sind 0.

Zur Schreibweise: In der Physik heifit die durch Differentialgleichungen bestimmte Funktion
héufig nicht y(z), sondern z(t). Dabei ist  eine Ortskoordinate und ¢ die Zeit. Der Ausdruck
4 bedeutet die erste, & die zweite Ableitung von x nach t.

Wir transformieren durch Einfithren folgender Hilfsfunktionen auf ein System von sechs Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung.

21(t) = 21(t), 22(t) = 22(t), 23(t) = 5(t),
Z4(t) = i?l(t), Z5(t) = i‘g(t), Z6(t) = $'3(t) .

Das dquivalente System 1. Ordnung lautet dann

21 = Z4

Z2 = 25

23 = Zs

?;“4 = —22’1 + 22

Zs = 21— 229+ 23
26 = Z2 — 223

Der Standard-Loéser ode45 braucht eine Funktionsdatei dreimassen.m, welche fiir einen Ein-
gabevektor z die sechs Ableitungen als Vektor zdot berechnet.
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function zdot=dreimassen(t,z)
zdot=[z(4);
z(5);
z(6);
-2xz(1)+z(2);
z(1)-2%z(2)+z(3);
z(2)-2%z(3)
1;

Damit bendtigen wir nur noch eine Scriptdatei loesungl.m in der die Anfangsbedingungen
fiir die gesuchte vektorwertige Funktion y sowie deren Ableitung spezifiziert werden und das
betrachtete Intervall definiert wird. Danach kénnen wir schon den Solver ode45 aufrufen, der
hier mit der Option, nur die ersten drei Komponenten des Systems auszugeben, gestartet wird.
Uunser Plot zeigt dann nur die Kurven fiir die Auslenkungen z;(t) = z1(¢), 22(t) = z2(t), 23(¢) =
.lig(t).

z0=[1;0;0;0;0;0];

tspan=[0 15];

options=odeset (’OutputSel’,[1,2,3])
ode45(@dreimassen,tspan,z0,options)

Versuchen Sie auch den Befehl ode45(@dreimassen,tspan,z0,options) durch
[t,z]=0de45(@dreimassen,tspan,z0,options) zu ersetzen. Was dndert sich an der Ausga-
be?

Aufgabe 80: Kepler-Ellipsen

Planeten durchlaufen elliptische Bahnen; bei jeder Ellipse steht die Sonne in einem Brennpunkt
(1. Keplersches Gesetz). Gesucht sind die Koordinaten eines Planeten in der x — y-Ebene als
Funktion der Zeit: = x(t),y = y(t). Die Bewegungsgleichungen lauten:

I
8
o
1
<
o

,
. x
X = ——
r3
P
r3

(Gravitationskonstante und Sonnenmasse hier der Einfachheit halber = 1 gesetzt). Anfangs-
bedingungen:

2(0) = 10, #(0) = 0, y(0) = 0, §(0) = 0,2
Mit diesen Anfangswerten dauert ein Umlauf T' = 31,257 ~ 98,174 7704. Bei exakter Rech-

nung wirde sich die Umlaufbahn schlieffen, das heif3t, die Werte zu dieser Zeit T wéren gleich
den Startwerten. Wie grof ist der Fehler des Standardlésers?

Stellen Sie die elliptische Umlaufsbahn in der (z,y)-Ebene dar. Achtung: Gefragt ist nicht
ein Diagramm, in dem z(t) und y(t) tiber der ¢t-Achse aufgetragen sind!
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Aufgabe 81: Kepler war um 1600. Update Interstellar 2014

Im Science-Fiction-Film Interstellar (2014) versucht
Prof. Brand (Michael Caine), Gravitationsfeldgleichun-
gen zu losen. Seine Tochter Amalia Brand (Anne Hatha-
way) wagt sich in ihrem Raumschiff an ein Schwar-
zes Loch heran. Im wirklichen Leben stellt Thnen Prof.
Brand (Clemens Brand) folgende Aufgabe zur Bahn ei-
nes Raumschiffes, 30 km entfernt von einem Schwarzen
Loch mit Sonnenmasse. Die Bahngleichung in Polarko-
ordinaten lautet (fir r in km)

r(¢)? | 2r'(¢)?
21 T o)

Losen Sie fur die Anfangsbedingungen r(0) = 30, »'(0) =
0 und 0 < ¢ < 107.

Zeichnen Sie die Bahn in einem kartesischen Koordina-
tensystem x = r cos(¢), y = rsin(g).

Wie nahe kommt das Raumschiff an das Schwarze Loch, bei welchem Winkel? MATLAB-Tipp:
Wert und Position des Minimums in einem Datenfeld; Zugriff auf entsprechendes Element in
anderem Datenfeld;

OB

(0) = - .

[rMin, indMin]=min(r)
phiMin=phi (indMin)

Lesen Sie zur Kontrolle auch aus der Grafik den minimalen r-Wert ab.

Die relativistischen Effekte bewirkt nur der Term —% (das ist laut Theorie —% mal Schwarz-
schildradius; der betrigt fir die Sonne ziemlich genau 3km). Wenn Sie ihn weglassen, erhalten

Sie einen klassischen Kepler-Orbit. Zeichnen Sie auch den zum Vergleich in der Graphik ein.

Aufgabe 82: Doppelpendel
Ein Doppelpendel besteht aus einem Pendel, an dem ein weiteres Pendel angehéngt ist.

Es ist ein einfaches Beispiel fiir ein System mit komplexem dy-
namischen Verhalten. Bei geringer Auslenkung schwingt es an-
ndhernd periodisch, oberhalb einer bestimmten Systemenergie
zeigt es chaotisches Verhalten. Die Bewegungsgleichungen fiir die
Auslenkungen 6, und 65 als Funktionen der Zeit ¢ lauten fir klei-
ne Amplituden (in dieser Niherung tritt noch kein chaotisches
Verhalten auf):

=~ (1+ W) — )

" 1+
0 = _w (92 _ 91)
2
(a) Wahlen Sie ¢; = ¢y =1, p = 1/10 (1 = mo/my, Masseverhéltnis), g = 10. Lenken Sie
zu Beginn nur das untere der beiden Pendel aus seiner Ruhelage aus, also

0, =0, O63=1, 6, =0, 6,=0Firt=0,

Losen Sie fiir 0 <t < 50.
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(b) Stellen Sie die Amplituden 64,65 als Funktionsgraphen in Abhéngigkeit von ¢ dar.

(c) Bestimmen Sie aus den numerischen Daten und priifen Sie in der Grafik nach: Welchen
Maximalwert erreicht #;, und zu welcher Zeit tritt dies ein?

Aufgabe 83: Gekoppelte Pendel

Zwei Pendel, zwischen denen ein Energieaustausch stattfinden kann (beispielsweise durch eine

Schraubenfeder), werden als gekoppelte Pendel bezeichnet.

Die Bewegungsgleichungen fiir die Winkelauslenkungen
61 = 01(t) und 0y = 05(t) lauten:

. k
th = *%91 + 5(02 —01)
. k

by = 562 — — (62— 1)

6

(a) Wihlen Sie £ =1,m = 1,9 = 10,k = 5 und lésen Sie fiir 0 < ¢ < 50 mit den Anfangs-

bedingungen

(91:1, 0220, 9120, 92:Ofﬁrt=O.

Stellen Sie die Auslenkungen 6, = 61(t), 02 = 05(t) als Funktionsgraphen dar.

(c) Lesen Sie aus der Graphik ab: Wann etwa (=~ sekundengenau) ist das erste Pendel fast
in Ruhe, wiahrend das zweite Pendel mit maximaler Amplitude schwingt?

Verwenden Sie MATLABs max-Befehl und finden Sie im Ergebnisvektor fiir das zweite

Pendel die maximale Auslenkung und den zugehorigen Zeitpunkt.

Aufgabe 84: Dreikérperproblem

Im Gravitationsfeld von Erde und Mond bewegt sich ein
Raumschiff. Die Bewegungsgleichungen sind hier rechts
gegeben.

w1 ist das Masseverhédltnis im Mond-Erde-System. Die
weiteren Groflen sind nebenstehend definiert.

Die Losung [x(¢); y(¢)] gibt die Position des Raumschiffes
in der Bahnebene. Koordinatenursprung im Erdmittel-
punkt, x-Achse zeigt immer in Richtung Mond. Langen-
einheit ist die Erde-Mond-Entfernung (380 000 km). Zeit-
einheit ist ein Mondumlauf (27 Tage). (Der Mond hat
also immer Position [1; 0], das Koordinatensystem ro-
tiert gegeniiber einem Inertialsystem mit einer Umdre-
hung pro Zeiteinheit. Die Bewegungsgleichungen im In-
ertialsystem wéiren noch komplizierter!)

. . (x + x—p*
x:2y+x_u( ; 1 p( 3#)
51 T3
. . Ky py
j=-20+y- "~ - =
1 T3
1= 1/82,45
pr=1—p
=/ (v +p)? +y?

rg =/ (x—p*)? +y?

(a) Formen Sie die Bewegungsgleichungen in ein System von Differentialgleichungen 1. Or-
dung um und l6sen Sie fiir 0 < ¢ < 10 mit Anfangsbedingungen

r=12; y=0; z=0;

j=-1

fuart=0.

(b) Stellen Sie die Bahn des Raumschiffs in der zy-Ebene dar.
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(c) Die Rechnung startet mit dem Raumschiff genau hinter dem Mond. Zu welcher Zeit T
erreicht das Raumschiff erstmals negative z-Werte? (Dann ist es in Erdnéihe, und es wére
Zeit fiir ein Bremsmandver, wenn die Astronauten nach Hause wollen.)

(d) Andern Sie die y-Komponente der Anfangsgeschwindigkeit im Prozentbereich und fin-
den Sie durch Probieren jenen Wert (auf +0,5% genau), fiir die sich die Umlaufbahn
moglichst gut wieder schliefit.
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