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Vorwort

Das vorliegende Buch stellt eine Einfithrung in die Methode der finiten Elemente
dar. Dabei wird versucht, die fiir die praktische Realisierung des Verfahrens not-
wendigen Kenntnisse und theoretischen Grundlagen gleichermafien zu bertick-
sichtigen; es zeigt sich sogar, dass fiir eine effektive Realisierung des Verfahrens
gewisse Kenntnisse iiber dessen theoretische Eigenschaften unumginglich sind.

Das Buch wendet sich in erster Linie an Ingenieure, Naturwissenschaftler und
Studierende entsprechender Fachrichtungen. Demgemifd wird zum Verstindnis
der Stoff der tiblichen Mathematikausbildung von Ingenieuren vorausgesetzt. Fiir
Fehlerabschitzungen, Konvergenzuntersuchungen u. a. m. werden einige Begriffe
der Funktionalanalysis so dargestellt, dass sie fiir den Anfinger transparent wer-
den. Die dabei z. T. verlorengegangene mathematische Prizision, z. B. bei der Ein-
fithrung des Raumes der quadratisch integrierbaren Funktionen oder von Sobolev-
Riumen, mogen Mathematikstudenten und Mathematiker verzeihen.

Nur einige grundlegende Tatsachen werden als Satz formuliert, Beweise von
grundlegenden Aussagen zur Methode der finiten Elemente werden ausgefiihrt,
z.T. aber nur exemplarisch. Der mehr an der praktischen Realisierung des Verfah-
rens interessierte Leser stsst an den entsprechenden Stellen auf Hinweise, welche
Abschnitte er iberspringen kann und wo er zusammenfassende Schlussfolgerun-
gen aus den theoretischen Untersuchungen findet.

Es wurde eine den Zielstellungen dieses Buches entsprechende einfache, aber
mathematisch fundierte Darstellung gewihlt. Natiirlich erhebt die gewihlte Dar-
stellung keinen Anspruch auf Vollstindigkeit.

Im Mittelpunkt des Buches stehen zweidimensionale, elliptische Aufgaben zwei-
ter Ordnung, wobei Erweiterungsmdoglichkeiten auf dreidimensionale Probleme
aufgezeigt werden. Auf diese Aufgaben zugeschnitten wird im Kapitel 2 erldutert,
wie man die diskreten Probleme gewinnt, im Kapitel 3, wie man die diskreten Pro-
bleme 16st, im Kapitel 4, wie man Fehlerabschitzungen herleitet und in den Kapi-
teln 5, 6, wie man krummlinige Rinder berticksichtigt und Integrale zweckmifig
numerisch berechnet.

In den Kapiteln 7, 8 werden gemischte und nichtkonforme Methoden vorgestellt,
insbesondere auch zur Behandlung des Stokes-Problems und von elliptischen Auf-
gaben vierter Ordnung. Kapitel 9 ist instationdren Aufgaben zweiter Ordung ge-
widmet, wobei verschiedene Klassen von Zeitdiskretisierungsverfahren vorgestellt
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werden. Im Kapitel 10 werden Aspekte der Erzeugung von Gittern und deren Ver-
feinerung diskutiert, wobei auch adaptive Methoden, basierend auf a posteriori
Fehlerabschitzungen, eine Rolle spielen.

In einem kurzen Anhang wird erklirt, wie man auf der Basis eines allgemein
verfiigbaren MATLAB-Programmes sehr schnell selbst erste Testrechnungen zur
numerischen Losung elliptischer Aufgaben mit der Methode der finiten Elemente
realisieren kann.

Die erste Version dieses Buches entstand 1983, der Inhalt wurde dann fir die
dritte Auflage 1993 ein wenig aktualisiert. Fiir die vorliegende vierte Auflage wur-
den alle Abschnitte noch einmal griindlich tiberarbeitet, insbesondere die Kapi-
tel 7-10.

Fir zahlreiche Hinweise und interessante Diskussionen danken wir unseren
Kollegen A. Felgenhauer, Ch. Grofmann, V. John, G. Matthies, U. Risch, F. Schie-
weck; ferner S. Rajasekaran, M. Schopf und R. Vanselow fiir die Testrechnungen,
das Titelbild und den Vorschlag zur Gestaltung des Anhangs.

Magdeburg/Dresden, November 2009 Herbert Goering
Hans-Gérg Roos
Lutz Tobiska



Kapitel 1
Einfiihrung

1.1
Allgemeines zur Methode der finiten Elemente

Die Methode der finiten Elemente (FEM) ist eines der praktisch wichtigsten Ni-
herungsverfahren zur Lésung von Variationsproblemen, Differentialgleichungen
und Variationsungleichungen in den Ingenieurwissenschaften und der mathe-
matischen Physik. Die Erfolge der FEM, insbesondere in der Festkérpermechanik,
fithrten zu einer verstirkten Nutzung in der Thermodynamik, in der Stromungs-
mechanik und in anderen Gebieten. Die Leistungsfihigkeit der Methode liegt
darin begriindet, dass die FEM die Vorteile besitzt, systematische Regeln fiir die
Erzeugung stabiler numerischer Schemata bereitzustellen, und es relativ einfach
ist, kompliziertere zwei- und dreidimensionale Geometrien zu beriicksichtigen.

Urspriinglich wurde die Methode in den fiinfziger Jahren von Ingenieuren ent-
wickelt, um grofle Systeme von Flugzeugbauteilen untersuchen zu koénnen. Erst
spiter entdeckte man die enge Verbindung der FEM mit dem bekannten Ritzschen
Verfahren und eine Arbeit von Courant hierzu aus dem Jahre 1943. Die ersten ma-
thematisch fundierten Untersuchungen stammen von K.O. Friedrichs (1962) und
L.A. Oganesjan (1966), in den darauffolgenden Jahren schuf man eine breite ma-
thematische Theorie der Methode. Zur raschen Verbreitung der FEM trug wesent-
lich die Monographie von Zienkiewicz (1967) bei. Heute existiert eine Vielzahl von
Biichern, die sich den unterschiedlichen Aspekten der FEM — Theorie, Anwendung
und Implementierung — widmen, erwihnt seien nur [11, 13, 19, 33, 57].

Wir nehmen an, dass ein gegebenes stationires technisches Problem durch ein
Variationsprinzip oder ein Randwertproblem fiir eine Differentialgleichung be-
schrieben werde. Bei der Methode der finiten Elemente wird das z.B. zweidimen-
sionale zugrunde liegende Gebiet in einfache Teilgebiete zerlegt, etwa in Dreiecke,
Vierecke usw. Die FEM erzeugt dann ein Gleichungssystem fiir Ndherungswerte
der unbekannten Funktion in ausgezeichneten Punkten der Teilgebiete. Nach dem
Losen des Gleichungssystems sind die Werte der Unbekannten in den ausgezeich-
neten Punkten niherungsweise bekannt.

Es gibt nun verschiedene Moglichkeiten der Erzeugung des Gleichungssystems
(des diskreten Problems), ausgehend von einem Variationsprinzip oder einem Rand-
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Kapitel 1 Einfiihrung

‘ Variationsprinzip ‘ ‘ Randwertproblem

Variationsrechnung  Integralsitze

N/

‘ Variationsgleichung ‘
1

Ritz-Verfahren Ritz/Galerkin ~ Residuenmethode/
l l Integralsitze
diskretes Problem
(Gleichungssystem)

Abbildung 1.1 Verschiedene Varianten zur Erzeugung des diskreten Problems.

wertproblem (s. Abb. 1.1). Einen weiteren Weg, die diskrete Modellierung, méch-
ten wir lediglich erwdhnen.

Das Ritzsche Verfahren stellt beim Vorliegen eines Variationsprinzips den ein-
fachsten Weg zum diskreten Problem dar. Es gibt jedoch fiir ingenieurtechnische
Probleme oft kein Variationsprinzip. Dies hingt eng damit zusammen, dass die
Losung eines Randwertproblems nur dann auch Losung eines zugeordneten Va-
riationsproblems ist, wenn der entsprechende Differentialoperator symmetrisch
ist. Deshalb gehen wir in diesem Buch ab Kapitel 2 stets so vor, dass wir als Aus-
gangspunkt eine Variationsgleichung wihlen, dann ist ndmlich die Erzeugung des
diskreten Problems ebenfalls einfach. Im Abschnitt 1.2 demonstrieren wir an ty-
pischen Beispielen, wie man ausgehend von einem Variationsprinzip oder einem
Randwertproblem die zugeordnete Variationsgleichung gewinnt. In Abschnitt 1.2
findet man eine Ubersicht von Randwertproblemen zweiter Ordnung und den zu-
geordneten Variationsgleichungen.

Wir erldutern nun noch den Begriff Variationsgleichung. Sei V eine gegebene
Menge von Funktionen mit der Eigenschaft, dass aus v; € V, v, € V folgt vy +
Bav, € V fur reelle B4, B, (man sagt, V ist eine lineare Menge). Als Beispiel hal-
ten wir uns die Menge der in einem Gebiet 2 stetig differenzierbaren Funktionen
vor Augen. Dann heifdt f(v) mit v € V Linearform auf V, wenn f(v) reell ist so-
wie

flav) = a f(v) (o Dbeliebige reelle Zahl) (1.1)

und

fri + ) = f(n) + f(v2) (1.2)
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gelten. Ein Beispiel einer Linearform ist etwa

fv) =/vd!2 ,

Q
ein zweites
fv) = / gvdQ
Q

mit einer beliebig gewihlten, festen stetigen Funktion g.
Aus den Eigenschaften (1.1) und (1.2) einer Linearform folgt fiir beliebige reelle
a4, ay unmittelbar

f(a1v1 + (121)2) = alf(vl) + azf(l)z) . (13)

Wird jeweils zwei Funktionen u,v € V eine reelle Zahl a(u,v) zugeordnet, so
heifdt diese Abbildung Bilinearform auf V, wenn sie fiir jedes feste u und fiir jedes
feste v eine Linearform in der anderen Variablen ist.

Sei 2 ein zweidimensionales Gebiet in der x-y-Ebene. Dann sind Beispiele von
Bilinearformen

a(u,v) = / uvdQ ,

0
a(u,v) = / (gluv +g2u£) de ;
Q

im letzten Beispiel sind g; und g, beliebig gewihlte, feste stetige Funktionen.
Die Eigenschaften von Linearformen {iibertragen sich auf Bilinearformen, so
gilt

a(aiur + azuy, v) = ara(u, v) + ara(uy, v) . (1.4)

In einer symmetrischen Bilinearform kann man u und v vertauschen, sie ist also
gekennzeichnet durch a(u,v) = a(v, u). Von den drei Beispielen sind die ersten
beiden Bilinearformen symmetrisch, die dritte ist es nicht.

Wir nennen nun ein Problem der folgenden Form Variationsgleichung:

Gesuchtistein u € V, sodass furallev € V gilt a(u,v) = f(v). (1.5)

Wir bezeichnen den Rand eines beschrinkten zwei- oder dreidimensionalen Ge-
bietes £2 mit I" und die Vereinigung von £ mit seinem Rand I" mit Q.



Kapitel 1 Einfiihrung

1.2
Wie iiberfiihrt man ein Randwertproblem in eine Variationsgleichung?

1.2.1
Beispiel 1

Bei Warmeleitungsproblemen gentigt die stationidre Temperaturverteilung T der
Differentialgleichung

kAT =Q,

wobei k der Warmeleitfahigkeitskoeffizient und Q die Warmequellenergiebigkeit
sind. Der Einfachheit halber nehmen wir an, die Temperatur am Rand I" des den
Korper beschreibenden Gebietes £2 werde festgehalten, es gelte T = 0 auf I'.
Bekanntlich l4sst sich die Lésung des Randwertproblems (g = Q/ k)

—AT=¢q inQ, T=0 aufl, (1.6)

dadurch kennzeichnen, dass sie das Funktional

w2 w2 dw )\
F(w) = / [(5) + (W) + (E) —qu:| de
Q
minimiert. Auf diesem Weg kann man analog wie eben beschrieben die (1.6)
zugeordnete Variationsgleichung bestimmen. Entsprechend unserem Schema
(s. Abb. 1.1) kann man die Variationsgleichung aber auch direkt aus (1.6) gewin-
nen.

Sei V die Menge aller in £ differenzierbaren Funktionen mit v = 0 auf I". Wir
bezeichnen die Losung des Randwertproblems (1.6) wieder mit u (ersetzen also T
durch u), multiplizieren die Differentialgleichung mit einer beliebigen Funktion
v € V und integrieren tiber Q. Das liefert

—/(Au)vd!) =9/qu!2 .

Q

Nun benétigen wir den Gaulschen Integralsatz

0P 9Q
/ (g + = 8 82) dQ = /(p, Q,R)-ndl . (1.7)
Q r

Hier sind I der Rand von € und n der duflere Normaleneinheitsvektor beziig-
lich I'. Setzt man

P=u,- v, Q:uy-v, R=u, v,

so verschwindet das Integral auf der rechten Seite, weil Funktionen v € V auf dem
Rand von 2 gleich Null sind, und man erhilt

ou v oudv  dudv
/AMVdQ /(Bxax ay5+azaz)d9
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Setzt man
oudv Jdudv Jdudv
— 4+ ——]dQ
/(axax dy 8y+az 82) ’
Q
foy = [ v,
Q

so haben wir das Randwertproblem (1.6) in die Variationsgleichung
Gesuchtistein u € V mit a(u,v) = f(v) furallev e V

mit einer symmetrischen Bilinearform tiberfiihrt.

Bei der Herleitung ist es belanglos, ob £ ein zweidimensionales oder ein drei-
dimensionales Gebiet ist, im zweidimensionalen Fall fillt lediglich der letzte Sum-
mand in dem die Bilinearform definierenden Integral weg.

Andere technische Problemstellungen fithren ebenfalls auf die Randwertaufga-
be (1.6). Betrachtet man z.B. einen geraden Stab mit Vollquerschnitt, der durch
ein konstantes Moment, dessen Wirkungsebene senkrecht zur Stabachse liegt, auf
Torsion beansprucht wird, so gentigt die Torsionsfunktion F(x, y) dem System

—AF=2G¢ in®, F=0 aufl,

dabei sind G der Schubmodul und ¢ die spezifische Verdrehung des tordierten
Stabes.

1.2.2
Beispiel 2

Untersucht man die Stromung diffundierender Substanzen, so geniigt die Konzen-
trationsverteilung infolge Diffusion und Konvektion im stationdren, zweidimen-
sionalen Fall einem Randwertproblem vom Typ

dc . 0

0
—Ac—{—wl—c—i—wz =g inQ, o0 auf I, (1.8)
n

dax 5
w = (wy, w,) ist die Konvektionsgeschwindigkeit.

Jetzt ist es i. allg. nicht méglich, eine zugeordnete Minimierungsaufgabe anzu-
geben. Man kann das Randwertproblem (1.8) aber fast analog wie die eben unter-
suchte Randwertaufgabe in eine Variationsgleichung tiberfithren. Ein wesentlicher
Unterschied ist die Art der Beriicksichtigung der Randbedingung. Wihrend man
bei der Randbedingung T = 0 auf I (Dirichletsche Randbedingung oder Bedin-
gung 1. Art) den Raum V so definiert, dass Funktionen aus V dieser Bedingung
geniigen, ist das jetzt nicht notwendig, denn bei der Randbedingung 4= d — auf I
(Neumannsche Randbedingung oder Bedingung 2. Art) Verschwmdet das Integral
iiber I' im Integralsatz (1.7) automatisch.
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Sei also V die Menge aller in 2 differenzierbaren Funktionen. Setzt man

/ 3u3v+3u8v+ ou n ou 40
a(u,v) = —— t —— +w—v+w—v ,
(w,v) dx dx  dy Jy "ox 28y
Q
fo) = [ grag,

Q

so hat man (1.8) in eine Variationsgleichung mit einer nicht symmetrischen Bili-
nearform tiberfiihrt.

Man nennt manchmal eine Dirichletsche Randbedingung fiir Probleme vom Typ
(1.6) wesentliche Randbedingung, da sie den Raum V mit kennzeichnet, eine Neu-
mannsche Randbedingung natiirliche Randbedingung, weil sie die Definition von V
nicht beeinflusst.

Eine Randbedingung vom Typ g—; + oc = 0 (Robinsche Bedingung oder Bedin-
gung 3. Art) ist auch in dem Sinne natiirlich, dass sie zur Charakterisierung von
V nicht beitrdgt. Entsprechend dem Gaufschen Integralsatz (1.7) erhilt man aber
einen zusitzlichen, die Bilinearform definierenden Summanden mit

a*(u,v) = a(u,v)—l—/ouvdf.
T

Weitere Beispiele von Randwertaufgaben und zugeordneten Variationsgleichun-
gen findet der Leser in Abschnitt 2.1.



Kapitel 2
Grundkonzept

2.1
Stetiges und diskretes Problem. Beispiele von finiten Elementen

2.1.1
Die Grundziige der Methode

V sei eine gegebene Menge von Funktionen, wir sagen auch: ein gegebener Funk-
tionenraum. Gesucht ist nun eine Funktion u € V, die die Variationsgleichung (das
stetige Problem)

a(u,v) = f(v) firalleveV (2.1)

erfiillt.

Als Standardbeispiel benutzen wir die dem Dirichlet-Problem mit homogenen
Randbedingungen fiir die Laplacesche Differentialgleichung (DGL) entsprechende
Aufgabe (vgl. Abschnitt 1.2): Dort war V die Menge aller in einem Gebiet &2 stetig
differenzierbaren Funktionen, die auf dem Rand von  verschwinden, weiter

dudv  Jdudv
a(u,V)=/(££+@@) e, f(V)=/ng9
Q Q

mit einer gegebenen stetigen Funktion g.

Wir setzen grundsitzlich voraus, dass Q ein zuldssiges Gebiet ist. Das bedeutet,
dass man einen Randpunkt (x, y) € I" des Gebietes so in den Punkt (0, 0) bewegen
kann (durch Verschiebungen und Drehungen), dass der verschobene Rand in der
Umgebung von (0, 0) beschrieben werden kann durch y = f(x) mit |x| < R, das
verschobene Gebiet durch |x| < R, f(x) < y < 2LR. Dabei gentigt die Funktion
f(x) der Bedingung (Lipschitz-Bedingung)

[ f(x1) = f(x2)] < LIx1 — %]

Oft gentigt es zu wissen, dass alle weiteren Darlegungen fiir beschrinkte konvexe
Gebiete und fiir polygonal berandete Gebiete gelten.

Die Finite-Elemente-Methode fiir Anfiinger. Herbert Goering, Hans-Gorg Roos und Lutz Tobiska
Copyright © 2010 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
ISBN: 978-3-527-40964-8
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k Funktionen wy, ..., wy heiflen linear unabhingig, wenn jede der Funktionen,
etwa wy, nicht durch die anderen Funktionen dargestellt werden kann als

l 1 1 1
wp=cwy 4+ _w— + Clp1 Wit + Wi

mit Konstanten ci, e, CL, I =1,..., k. Man sagt, w; ist nicht Linearkombination
von wy, ..., Wi—1, Wi41,..., Wg.
Es seien N linear unabhingige Funktionen wy, ..., wy aus V gegeben und Vj, sei

die Menge aller Linearkombinationen

N
Z ciw; (c; Konstanten) .

i=1

Man bezeichnet Vj, als einen N-dimensionalen Teilraum von V. Die w; heifden Basis-
funktionen von Vj,, in einigen Biichern findet man auch die Bezeichnung globale
Formfunktionen.

Eine Niherungslésung von (2.1) sei nun eine Funktion uj, € V},. Man kann auch
sagen, man sucht eine Niherung uj, mit dem Ansatz

N
Up = E uiw;
i=1

mit den unbekannten Konstanten u;. Es kann jetzt (u, ist eine Naherungslosung)
sicherlich i. allg. nicht fiir alle v € V gelten

a(uy,v) = f(v).
Natiirlich scheint aber die Forderung
a(un,vp) = f(vy) furallev, € vy, (2.2)

sie projiziert gewissermafien das Problem (2.1) in V auf ein Problem in Vj,. Wenn
(2.2) fiir alle vy, € V,, gilt, so gilt speziell auch fiir w; € Vj:

a(up, wj) = f(wj), j=1...,N. (2.3)

Umgekehrt: Wenn (2.3) richtig ist, so folgt durch Multiplikation mit Konstanten c;
und Summation

N

N
Z cja(up, wj) = Z cj flw;).

j=1 j=1
Die bekannten Eigenschaften von Bilinearformen bzw. Linearformen sichern
a(un,vp) = f(vy) furallev, € vy, .

Die Forderungen (2.2) und (2.3) sind also dquivalent. Wir nennen (2.2) oder (2.3)
das diskrete Problem.



2.1 Stetiges und diskretes Problem. Beispiele von finiten Elementen

Gleichung (2.2) ist Ausgangspunkt theoretischer Uberlegungen, (2.3) Ausgangs-
punkt zur praktischen Berechnung der Naherung u,. Setzt man namlich in (2.3)
fiir uy, den Ansatz ein, so folgt

N
a(Zuiwi,wj> = f(wj), j=1...,N,

i=1
bzw. (a ist Bilinearform)

N
Y awiwjui=f;, j=1...,N. (2.4)

i=1

Dies ist ein Gleichungssystem mit N Gleichungen fiir die N Unbekannten u;; fiir
die Koeffizientenmatrix A, gilt

Ap =[aijlij=1,.N aij = a(wj, w;) .

Der diskreten Aufgabe entspricht also ein Gleichungssystem. Man 16st die diskrete
Aufgabe, indem man aus den Basisfunktionen w; die Gréen

aij = a(wj,wi), fj= f(w)

berechnet, dann die u; aus dem Gleichungssystem (2.4) ermittelt, letztlich ist

N
uy = E uw; .

i=1

Entscheidend fiir die praktische Realisierbarkeit des Verfahrens ist die Wahl der
Basisfunktionen w;.

Zunichst erwachsen aus der Forderung, dass Vj, Teilraum von V sein soll, gewis-
se Forderungen an die w;. Dies sind einmal Glattheitsforderungen, zum anderen
die Forderung der Erfiillung gewisser Zusatzbedingungen. Hat man z.B. ein Rand-
wertproblem fiir eine Differentialgleichung in eine Variationsgleichung iiberfiihrt,
so geht ein Teil der Randbedingungen in die Bilinearform bzw. die Linearform ein,
ein anderer Teil geht ein in die Festlegung des Raumes V, genau diesen Teil der
Randbedingungen miissen die w; erfiillen (man erinnere sich an die Beispiele in
Abschnitt 1.2).

Glattheitsforderungen und Zusatzbedingungen lassen fiir die Bestimmung der
w; noch viel Spielraum. Deswegen versucht man die w; nun so zu wihlen, dass
das diskrete Problem méglichst einfach wird.

Wenn die Niherung u, von u gut sein soll (wir gehen spiter genauer darauf ein,
wie man das misst), muss oft die Anzahl N der Basisfunktionen grof3 sein. Man
hat dann ein Gleichungssystem mit relativ vielen Unbekannten zu 16sen. Daher ist
es wiinschenswert, dass die Matrix Aj, moglichst viele Nullelemente enthilt. Am
glinstigsten wire, wenn die Matrix A, die Einheitsmatrix ist. Dies ldsst sich aber
praktisch nicht realisieren, weil es schwierig ist, die Basisfunktionen so zu wihlen,
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dass die Einheitsmatrix entsteht. Nun ist a;; i. allg. ein Integral iiber das Gebiet £
von Summen von Produkten von w; und w; und deren Ableitungen. Wahlt man
die Basisfunktion w; nun so, dass sie nur in einem kleinen Teilgebiet £2; von £
von Null verschieden ist und sonst identisch Null, so werden z.B. Produkte w;w;
(¢!=1,...,N,j =1,..., N)nur fir einige i und j von Null verschieden sein.

Nun kénnen wir die Grundziige der Methode der finiten Elemente formulieren:

(G1) Man wahle N Basisfunktionen w; so, dass w; nur in einem kleinen Teilge-
biet 2; von £ von Null verschieden ist und £; und ; fiir méglichst viele
i und j keinen Punkt gemeinsam haben.

(G 2) Man berechne a;;, f; und l6se das Gleichungssystem

N
Zajiuizfj, j=1,...,N.

i=1

(G 3) Die Niherungslésung u, von (2.1) ist

N
uy = E uw; .

i=1

2.1.2
Ein erstes Beispiel und eine theoretische Schwierigkeit

Wir betrachten das Standardbeispiel
—Au=g inQ, u=0 aufl’
im Einheitsquadrat 2 = (0, 1) x (0, 1). Die entsprechende Variationsgleichung ist

a(u,v) = f(v)
mit

dudv  dudv
= _— _— Q = .
a(u,v) /(Bx ot o By) dQ, f) /gde
Q Q

V bestehe vorerst aus den in 2 stetig differenzierbaren Funktionen, die auf I
verschwinden.

Zur Konstruktion geeigneter Basisfunktionen zerlegen wir das Quadrat zu-
nichst in Teilquadrate durch x, = vh, y, = uh (v,u = 1,2,.... M — 1;
Mh = 1), jedes Quadrat in zwei Teildreiecke (s. Abb. 2.1). V}, sei der (M —1)2 = N-
dimensionale Raum, der dadurch gekennzeichnet ist, dass jede Funktion in jedem
Dreieck eine lineare Funktion in x und y ist. Basisfunktionen in V,, sind Funktio-
nen ¢,,(x,y), (v,u = 1,..., M — 1) mit der Eigenschaft

1 furk=v,l=u
(pV‘u(xkv yi) =
0 sonst.
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Yu
2

Ty

Abbildung 2.1 Triger Q,, einer Basisfunktion ¢, .

Y

Yu

Yu—1

Ty—1 Ty

Abbildung 2.2 Basisfunktion im Teildreieck 1.

Es gilt dann

Oru(%,9) =0, wenn (x,y) & 2y, .

1

Q,, (s. Abb. 2.1) ist also das ,kleine“ Teilgebiet, in dem ¢,,, von Null verschieden

ist, man nennt es auch Triger der Funktion ¢, ,.

Wir berechnen nun ¢,, in den Dreiecken 1,2,...,6. Betrachten wir beispiels-

weise das Dreieck 1. Es muss gelten (s. Abb. 2.2)

1, x=ux, Y= Yu-

Pvu = 0, X =Xp—1, Y = Yu—-1,
0, x=x, Y= Yu—1-

Sei
Yoy =do+ dix + dyy .
Dann liefern die obigen Forderungen
1=dy+ dix, + day,,
0=do+dixy—1+ dryu—1,
0=dy+dix, +dry,—1.
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Das ergibt d; = 0,d, = 1/h und dy = 1 — . Es ist also im Dreieck 1
- Y _
Qv =1+ (”L /") .

Analog erhilt man

—_
_|_

I
<=
~—

— (X — ﬂ) , Dreieck 5,

1-— %—V)-{-(%—[u), Dreieck 2,
x .
1-— ﬁ—v), Dreieck 3,
Pvp = % - /A) , Dreieck 4,
x
h
x

[N
|

Dreieck 6 .

—
+
=|
|
<
~

Wir haben jetzt einfache Basisfunktionen mit der gewiinschten Eigenschaft, z.B.
gilt

/gowcpkld!) =0, wenn|v—k|>1loder|u—1I>1.
Q

Jedoch tritt fiir diese Wahl ¢,,, ein Problem auf. ¢,, ist zwar stetig, aber nicht
stetig differenzierbar, etwa auf dem Rand von £,, oder auch entlang der ,inneren*
Dreieckskanten. Da dies eine generelle Eigenschaft der Riume Vj, ist, die man bei
der FEM wihlt, sind unsere bisherigen Uberlegungen in bezug auf den Raum V
nicht ausreichend.

2.13
Die Losung: Sobolev-Raume

Eine Funktion g gehért zum Funktionenraum L?(£2), wenn das Integral

/gZdQ
2

existiert und endlich ist. Jede stiickweise stetige Funktion g gehért zum L2(£).
Dabei ist eine stiickweise stetige Funktion eine Funktion, fiir die es eine Zerlegung
von Q in endlich viele zulissige Gebiete ©; gibt, so dass gin ©Q; stetig ist. Hat man
solch eine stiickweise stetige Funktion g, so gilt

M
/ngZZ/ngi,

Q =10

und die Integrale auf der rechten Seite dieser Beziehung kann man mit den be-
kannten Integrationsmethoden ausrechnen.
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Gehoren Funktionen zum Raum L?(£2), so gehért auch jede Linearkombination
von ihnen zu diesem Raum. Zum Nachweis verwendet man die Ungleichung von
Schwarz

/fng f\l/fzdgl/gzd!?, (2.5)
Q Q Q

die auch Cauchy-Schwarz-Ungleichung genannt wird. Jeder Funktion aus dem
[?(22) kann man ein MaR dafiir zuordnen, inwieweit sich diese Funktion von der
Funktion unterscheidet, die in 2 identisch Null ist. Man nennt dieses Mafd eine
Norm und setzt

gl = / 2249 .

Q

Der Index Null zeigt dabei an, dass bei der Definition der Norm keine Ableitungen
der Funktion g verwendet werden. Ein Maf? fiir die Abweichung zweier Funktionen
g1, g2 voneinander ist ||g; — g2 |o. Das ist z.B. von Bedeutung fiir Fehlerabschitzun-
gen im FEM-Verfahren (s. Kapitel 4). Eine Folgerung aus (2.5) ist die Dreiecksun-
gleichung

llgr + gallo = lligillo + llgallo - (2.6)

Die Zuordnungsvorschrift, die zwei Funktionen fund g die Zahl

/fgd!?
Q

zuordnet wird Skalarprodukt von fund g genannt und durch
(fe)= / fede2
Q

bezeichnet. Die Schwarzsche Ungleichung (2.5) kann man dann formulieren als

(£8)l =l flollglo oder [(fg)* =(f f)igg)- (2.7)

Als nichstes skizzieren wir, was man unter sogenannten ,verallgemeinerten“ Ab-
leitungen versteht: diese erweisen sich dann als extrem hilfreich. Besitzt eine Funk-
tion g eine stetige Ableitung g—i, so gilt nach der Formel der partiellen Integration
(man setze in (1.7) P = gy, Q = 0, R = 0) fiir jede differenzierbare Funktion v,
die auf dem Rand von 2 verschwindet,

dy dg
—dQ =—- | =2ydQ .
/gax /wa
Q Q

13
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Mit Hilfe dieser Formel kann man nun Ableitungen fiir Funktionen definieren, die
im tiblichen Sinn nicht differenzierbar sind. Ist g eine integrierbare Funktion und
h eine integrierbare Funktion mit

Y
gs;dg._—:/hwdg
Q Q

fur alle differenzierbaren 1, die in Umgebung des Randes 982 verschwinden, so
wird h = g—ﬁ die verallgemeinerte Ableitung von g nach x genannt
Zunichst ein eindimensionales Beispiel. Sei g definiert durch

2¢, 0s=x<j,
glx) =
2—2x, % <x<1
Eigentlich ist diese Funktion g in [0, 1] (wegen des ,Knicks“ bei x = J) nicht

differenzierbar (s. Abb. 2.3). Fiir differenzierbare ¢ mit 1 (0) = ¥ (1) = 0 liefert
aber partielle Integration

1 12 1

/gl//dx = /le/)/dx—i—/(Z—Zx)l//dx

0 0 1/2
1/2 1
1 1
= I/J(E)_/Zlﬁdx_w (E) +/21/)dx
0 1/2
1/2 1
=— /21/1dx+/(—2)1/1dx
0 1/2
g \

Abbildung 2.3 Funktion g und deren verallgemeinerte Ableitung %}%
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)/ Kl\

Abbildung 2.4 Gegenseitiges Aufheben der Randintegrale tiber innere Dreieckskanten.

Also ist im obigen Sinn

dg |+2, 0§x<%,

dx -2, l<x<1

}

das entspricht dem, was man erwartet. Im Punkt x = ; kann g’ beliebig festgesetzt
werden.

Nun ein zweidimensionales Beispiel, das wichtig ist fiir die Methode der finiten
Elemente. Eine Funktion g sei auf Q (s. Abb. 2.4) stetig und im Innern der K;
stetig differenzierbar. Solch eine Funktion ist i. allg. im tiblichen Sinn nicht diffe-
renzierbar, genau wie unser obiges eindimensionales Beispiel. Nun gilt nach dem
Gaufdschen Integralsatz (1.7)

4 dy
/ga de = Z/ g5 dKi

=1k,

3

=Z/(g¢0 ndl" — ;/

=lr(k

Die Randintegrale im Innern heben sich gegenseitig weg, die auf dem Rand von
2 verschwinden, weil ¥ dort ja definitionsgemif verschwindet. Also gilt

L—lK

dies bedeutet, dass die Ableitung von gim Innern der K; die tibliche Ableitung ist.
Was auf den Kanten der K; geschieht, ist ohne Bedeutung.

Der skizzierte verallgemeinerte Ableitungsbegriff ermaglicht also, insbesondere stiick-
weise differenzierbare Funktionen (die treten gerade bei der FEM auf) stiickweise zu
differenzieren.

Man sagt nun: Eine Funktion g, die zum L2(£2) gehért, gehdrt zum Funktionen-
raum H'(L), wenn die verallgemeinerten Ableitungen 7% % und g—i auch zum [%(Q)
gehoren.

Man kann dann ihnlich wie im gerade behandelten Beispiel zeigen, dass steti-
ge, stiickweise differenzierbare Funktionen zum H'(£2) gehéren. Man muss aber
zunichst prizisieren, welche Zerlegung des Gebietes man zuldsst.

15
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Eine Zerlegung von £ in endlich viele Teile besitze folgende Eigenschaften:

(z1) Q =uM K.

(2 2) Der Rand von K; gehort zu K;, und das Innere von K; sei ein zuldssiges
Gebiet.

(23) K;und K; (i # j) haben héchstens Randpunkte gemeinsam. Dann gilt
(5. [19)

Lemma 2.1

Eine in Q stetige Funktion w, fiir die auf jedem K; gilt w € H'(K;), gehért zum
HY(RQ).

Insbesondere gehort also jede auf Q stetige Funktion, die auf jedem K; ein Poly-
nom ist, zum H!(£). Fiir die Methode der finiten Elemente bendtigen wir gerade
Funktionen mit diesen Eigenschaften. Betrachten wir z.B. die Basisfunktion ¢,,
des vorigen Abschnitts. ¢, ist stetig. Die K; seien die durch die Zerlegung de-
finierten Teildreiecke. Auf jedem Dreieck ist ¢,, ein Polynom, gehort also zum
H'(K;). Also ist ¢, eine H'(2)-Funktion. Soll man z.B.

v\’
/(w)dg
Q

Opvu
berechnen, so ist dies jetzt problemlos méglich, denn % liegt im L2(£2). Also
X

gilt

in jedem Dreieck rechnet man ,wie iiblich“.
Im H'(Q) setzt man als Norm

gl = / 2d9+/(a—g)2d9+/(8—g)2d9
gl = J ox ay
Q Q

Auch hier gilt die Dreiecksungleichung.

Jede Funktion des H!(£2) kann (gemessen in der Norm des H!(£2)) beliebig
genau durch glatte Funktionen approximiert werden. Es gibt aber auch unstetige
Funktionen, die zum H!(L) gehéren.

Bei Differentialgleichungen ist es tiblich, auf dem Rand I" von £ Randbedin-
gungen zu stellen. Bei Funktionen, die in £ und auf dem Rand stetig sind, kommt
man gar nicht auf die Idee zu fragen, ob der Wert der Funktion auf dem Rand tiber-
haupt eindeutig definiert ist, dies ist von vornherein klar. Fiir Funktionen aus dem
[2(Q) oder H(Q) sieht dies anders aus. Ist £ ein zulissiges Gebiet (also z.B. ein

1/2
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Polygon), so kann man fiir H'(&)-Funktionen Randwerte definieren. Man appro-
ximiert dabei die gegebene Funktion g durch stetige Funktionen und definiert den
Wert von gauf I, g|r, durch den Grenzwert der Folge der Randwerte der stetigen
Funktionen, es gilt g| € L*(I).

Der Funktionenraum Hj(S2) ist die Menge aller Funktionen g € H'(2) mit
glr = 0. Dieser Raum spielt eine wichtige Rolle fiir die Losung elliptischer Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung mit Dirichlet-Bedingungen auf dem Rand.

Die Riume HY(Q) und H}(8) sind die grundlegenden Vertreter der Sobolev-
Riume.

Hat man auf Teilen des Randes verschiedene Randbedingungen (gemischte
Randwertaufgabe), so bendtigt man einen Funktionenraum zwischen dem H( (£2)
und dem H'(£). Liegen etwa auf einem Teil I von I Dirichlet-Bedingungen vor,
so benstigt man den Raum aller Funktionen g € H!(Q) mit g|, = 0.

2.1.4
Das erste Beispiel (Fortsetzung)

Wir betrachten erneut das Randwertproblem (RWP)
—Au=g in Q, ulr =0

im Einheitsquadrat 2 = (0,1) x (0,1). Eine geeignete neue Formulierung dieses
Problems ist: Gesucht ist ein u € H{ () mit

a(u,v) = f(v) furallev e Hy(Q),

dabei ist

dudv  dudv
= _— _— Q = .
a(u, v) /(ax . + % By) de, fv) /gde
Q Q

Fiir H'(Q2)-Funktionen liegt die Ableitung im L%(Q), das a(u, v) definierende In-
tegral hat also einen Sinn. Setzt man g € L?(2) voraus, ist auch f(v) definiert.

Vi, sei wieder der von den Basisfunktionen ¢, erzeugte Raum. Nach Lemma 2.1
gehéren die ¢,, zum H'(Q), auRerdem sind die ¢,, nach Definition auf dem
Rand gleich Null. Also gehéren die ¢, zum Hg(£2). Der Raum Vj, istalsoin V =
H}(R) enthalten!

Nun kann man nach dem Grundkonzept der FEM eine Niherungslésung uy,
berechnen. Man benétigt zundchst

0@y 01 0puu O
atponon) = [ (2500 T o
Q

Nun gilt

a(@r k) =0 fir 2,, N2y =0;
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ansonsten erhilt man

2, k=, l=u,
-1, k=v+1, =y,
0 =v+1, l=u+1
8 a b ’
/%%m: 0, k=, l=u+1,
o oo -1, =v—1, Il=u,
0, =v—-1, l=u-1,
0, k=, l=u-1,
2, k=, l=u,
0, =v+1, I=u,
0, k=v+1, Il=u+1
8 a ’ ’ ’
gw%9= 1, k=w, l=p+1,
Y Y 0, =v—-1, Il=uy,
0, =v—-1, l=u-1,
-1, k=w, Il=u—-1

Es sei
1 1
fv‘u = ﬁ g(PmdQ = ﬁ g(pv‘udgwt .
Q Quy

Die Koeffizienten a,, der Niherungslosung

M—1

up = Z a’v,u(/)v,u(x; Y)

v,u=1

geniigen dann dem Gleichungssystem

_av—l,‘u + Za’Vﬂ - a’V—‘rl,ﬂ _av,‘u—l + Za’Vﬂ - av,‘u—{—l _
h2 + h2 - fwz ’
vu=1.. M-1.

Interessiert man sich nur fur die Niherungslosung uy, in den Punkten x = vh,
y = uh, so geniigt es, die a,,, zu bestimmen, denn es gilt

Up(Xv, Yu) = Gou

nach Konstruktion der Basisfunktionen ¢,,,.

2.15
Prazisierung der Grundziige der Methode

V sei der Funktionenraum H{ (£2), H'(£2) oder ein Raum zwischen diesen beiden
Riumen, a(u, v) eine auf V definierte Bilinearform, f(v) eine Linearform.
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Satz 2.1 (Lax, Milgram)
Fiir a und fmogen Konstanten a > 0, 3, y existieren mit
a(v,v) > 0c||v||2 furalle v € V (,a ist positiv oder V-elliptisch®) (2.8)
la(u, v)| < Bllullllv|| firalle u,v € V (,aist stetig) (2.9)
[ f(v)| < vllv] furallev e V (, f ist stetig”) . (2.10)
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes u € V mit
a(u,v) = f(v)furallev e V.
Dem mit Grundbegriffen der Funktionalanalysis vertrauten Leser sei gesagt, dass
V ein beliebiger Hilbert-Raum sein kann.
Dieser Satz sichert nicht nur die Losbarkeit des stetigen Problems. Aus ihm folgt
auch die Losbarkeit des diskreten Problems (2.2) fiir die bisher betrachteten konfor-
men Methoden; sie sind dadurch gekennzeichnet, dass Vj, Teilraum von V ist (nicht-

konforme Methoden untersuchen wir in Kapitel 8). Die Koeffizientenmatrix Ay,
des Gleichungssystems (2.4) ist ndmlich positiv definit. Dies folgt aus

N
> Ew

i=1

N 2

N N
Z a(wi, wj)&&j =a Zgiwi:zgjwj za

ij=1 i=1 j=1

Ferner ergibt sich aus
alunl® < a(un, un) = f(un) < yllusll

die Abschitzung
4

lunll = =
a

Unter den Voraussetzungen des Satzes von Lax und Milgram besitzen das stetige
und das diskrete Problem also eine eindeutige Losung. Das dem diskreten Problem
entsprechende Gleichungssystem besitzt eine positiv definite Koeffizientenmatrix,
die zudem symmetrisch ist, wenn die Bilinearform symmetrisch ist. Die Losung
des diskreten Problems ist gleichmifig beziiglich h beschrankt.

Hier zeigt sich ein bemerkenswerter Vorzug der Methode der finiten Elemen-
te gegeniiber anderen Diskretisierungskonzepten (z.B. Differenzenverfahren): Ei-
genschaften des stetigen Problems iibertragen sich automatisch auf das diskrete
Problem!

Wir betrachten an einem Beispiel das Problem der Erfiillung der Bedingungen
des Satzes von Lax und Milgram. Untersucht wird die Neumannsche Randwertauf-
gabe

ou

—Au+cu=g, I =0 (c> 0, Konstante) .
r

19
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Die zugeordnete Variationsgleichung ist (vgl. Abschnitt 1.2)
a(u,v) = f(v) firallev e H(Q),

wobei

a(u,v):/(g—zg—:—i—g—;g—;—{—cuv)dQ, f(v):/gvd!).
2 2

Wie schon in Kapitel 1 bemerkt, spielt die Randbedingung scheinbar keine Rolle,
sie geht in den Raum V = H'(£) nicht ein, ist eine natiitliche Bedingung.
Ist g € L?(Q), so gilt nach der Ungleichung von Schwarz (2.5)

/gde < /gZdQ /VZdQ.
Q Q

| f)l =

Q

Setzt man y = f g2dQ, soist also
Vo

fwisy | [rae.
Q

Die Norm von vim H'(Q) ist aber gréRer als /[ v2dQ, also gilt erst recht
Vo

L fw) = yivia,

damit ist die Bedingung (2.10) erfiillt. Die Ungleichung von Schwarz liefert auch

2 2
la(u, v)| < /(g—z) de /(g—:) de +
\ @

\ 2

(G2 [ (5o

\ @

Q Q

woraus durch Anwendung der Ungleichung

a1b1 —+ azbz —+ a3b3 f \/d% —+ a% —+ ag\/b% —+ b% —+ bg
die Bedingung (2.9)

la(u, v)| < Blulillvii
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mit B = max(1, c) folgt. Fiir a(v, v) erhalten wir

2 2
a(v,v) = / [(g—;) + (g—;) + cv2i| de
Q
zmin(1,c)/ [(g_v)2+ (g_v)2+v2} dQ
Q * Y

= min(1, o)|[v|} ,

also ist Bedingung (2.8) erfiillt mit & = min(1, ¢). Es ist tatsichlich so, dass die
Bedingung ¢ > 0 notwendig ist, fiir ¢ = 0 ist ndmlich die Bedingung (2.8) (o muss
positiv sein) nicht erfullt.

Wir geben nun weitere Beispiele an, wo die Voraussetzungen des Satzes erfiillt
sind, ohne dies im einzelnen nachzuprifen.

Beispiel 2.1
~Au=g ulr=0; V=H(Q)
dudv  dudv
— s dQ .
a{wv) /(8x3x+3y 3)/) /gv
Q
Beispiel 2.2
ou 1
—Au=g o +oulr=hV=H(Q)o>0

ou dv ou dv
= de dar
a(u, v) = /(8x3x+3y By) +/auv ’
T

=/gvd9 +/hvdF.
Q r

Beispiel 2.3
ou

—Au=g, =0, —
u=g uln ™

= hz, + oulr, = hs;
I

V={ve Hl(Q)ﬁirv|,—1 =050>0;

du Jdv ou dv
V) = _—— de dr,
a(u,v) /(Bx 0x ™ ay By) +/auv
Q I

3

fv) =/gvd9 +/h3vdf+/h2vdf.
I3 I,

Q

21
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(Voraussetzung: Das Maf von I} U I3 sei positiv, insbesondere bestehe also I3 U I3
nicht nur aus einzelnen Punkten.)

Beispiel 2.4

0 ou n ou 0 ou n ou n | 0V

—\anu—+an—) - —(an— +apn— cu = g, ulr = 0 =
ax \ Mox 2 ay ay 29x 2 ay & ulr

HH(RQ);

_/‘ 8u+ ou 3v+ 8u+ ou 8v+ 40
a(u,v) = dng— +an oy ) ox Grag—+ 02 ay ) oy cuv ,
Q

flv) = /gde .

Q

2
a1y + ax
(Voraussetzungen: a11 > 0,010 > (T ,c>0.

Beispiel 2.5

ou ou
—Au+ bl% + bz@ +cu=g ulr =0V =H}(RQ);

dudv  dudv ou ou
V) = ——+ —— + b — by— de,
o) /(8x8x+8y3y+ 18xv+ 28yV+Cuv)

Q
flv) = /gvd!) .
Q

" . 1 db, N db,
oraussetzung: ¢ > —= | — + — | .
&= ox ay

Beispiel 2.6
0 ou ou d ou ou ou
0w (an@ + a21$) - @ (alza + ﬂzz@) +cu=gulp =0, an@m +
ou u ou
6112%”2 + au@”h + azz@”z . =h,

n
(n = ( 1) ist der duflere Normaleneinheitsvektor von I 2);
ny
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V={ve H(Q) fir vl =0};
/ ou n du dv n ou n du\ dv n 40
a(u,v) = an—+an— | — ap— +apn— | — +cuv ,
(,v) "o 2 dy ) 0x ey 2 dy ) dy

Q
fv) =9/gvd9 +F[hvdf.

a1z + an

2
5 ) , ¢ > 0, I habe positives Maﬁ.)

(Voraussetzungen: a11 > 0,a1109 > (

Beispiel 2.7

Die Gleichungen der linearen Elastizititstheorie.
Im zweidimensionalen Fall ist der Vektor u = (u1, u;) der Verschiebungen ge-
sucht mit

—uAu—(A+u)graddivu =gin 2,

3
u=0auf I, Zaij(u)nj =h; aufly,
j=1

(i=1,2), (4,u > 0Lamé-Koeffizienten) ;

auf [ ist die Verschiebung vorgegeben, auf I Oberflichenkrifte je Flichenein-

heit. Man wihlt

V={v=(v,v)mitv,n € Hl(Q),Vl“—0 = vy, = 0}

und
2
a(u, v) :/ Adivudivy +2u Z gij(u)eij(v) [dQ,
o ij=2
2 2
fv) :/Zgividg —I—/Zhividf
o i=1 7=t
mit
_m _m 1w _
811(1)) = 8x 5 622(1)) = 8)} 5 812(11) = 2 8)} ax = 821(11) .

Die Voraussetzungen des Satzes von Lax und Milgram sind erfiillt, wenn I posi-

tives Maf} besitzt.

23
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Beispiel 2.8
Die Bewegungsgleichungen einer Fliissigkeit bei Vernachldssigung der Tragheits-
glieder (das Stokes-Problem).
Im zweidimensionalen Fall sucht man einen Vektor u = (u1, u;) (die Geschwin-
digkeit) und einen Skalar p (Druck) mit
—vAu+tgradp=g inQ,
divu=0 in Q

und Randbedingungen fiir u auf I'"; im einfachsten Fall u|r = 0. Wahlt man

. 1 81}1 81}2
V = v:(vl,vz)mltvl,vze HO,W—FW:O

so ist eine mogliche neue Formulierung

a(u,v) = f(v)
mit

8”1 8V1 8”1 8V1 Buz 8V2 Buz 31)2
v) = cath  Thth g, fhh | TR ) g0,
a(i v) V/(Bx 3x+3y 3y+3x 3x+3y By)

/g1V1+ng2 de .
Q

In dieser Formulierung berechnet man zunichst allein die Geschwindigkeit.

Bisher wurden stets homogene Dirichletsche Randbedingungen betrachtet. Sei
nun u|p = gp. Oft findet man ein ug mit ug|y, = g1. Setzt man dann

Uw=1u-—ug,
so geniigt it einem Problem mit #t|, = 0. Die Variationsgleichung
a(u,v) = f(v)
geht iiber in
a(i +uo,v) = f(v),
also in
a(it, v) = f(v) — a(ug, v) .

Da f*(v) = f(v) — a(uo, v) eine stetige Linearform auf V ist, bleibt der Satz von
Lax und Milgram anwendbar.

Wir untersuchen nun genauer die Frage, wie man den Raum V}, (den Raum der
finiten Elemente) konstruiert. Dazu gehen wir aus von einer zuldssigen Zerlegung des
Gebietes, d.h. einer Zerlegung mit den schon eingefithrten Figenschaften (Z 1),
(Z2), (Z3):
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Abbildung 2.5 Nicht zulissige Zerlegung.

(Z1) Q@ =UM K.
(Z2) Der Rand von K; gehort zu K;, und das Innere von K; sei ein zuldssiges
Gebiet.

(Z23) Kjund K; (i # j)haben héchstens Randpunkte gemeinsam.

Im zweidimensionalen Fall sind die K; i. allg. Dreiecke oder Vierecke. Es ist klar,
dass man nur polygonal berandete Gebiete dann entsprechend zerlegen kann. Mit
der Frage der Behandlung allgemeiner Gebiete beschiftigen wir uns in Kapitel 5.
Wir fordern fiir eine zulissige Zerlegung in Dreiecke oder Vierecke weiter:

(2 4) Die Menge der gemeinsamen Punkte zweier Elemente K;, K; der Zerle-
gung besteht aus einem Eckpunkt von K; und K; oder einer Seite b;b,, der
Dreiecke (bzw. Vierecke) K; und K;, wobei b; und b,, Eckpunkte von K;
und K; sind.

Ausgeschlossen werden damit Zerlegungen von in Abb. 2.5 dargestelltem Typ.
Manchmal werden auch schon allein die K; als finite Elemente bezeichnet. Wir
bezeichnen K; als Element der Zerlegung und lassen auch manchmal den Index i
weg, wenn gemeint ist, dass die dann aufgefithrte Figenschaft fiir alle Elemente
der Zerlegung gelten soll.

Hat man eine Funktion v, € V), gegeben, so ist diese Funktion auf jedem Ele-
ment K definiert. Wir bezeichnen mit Py die Menge aller so auf K definierten
Funktionen, wenn man fiir die v;, nacheinander alle Funktionen aus Vj, wihlt.
Bei der praktischen Berechnung erfolgt die Konstruktion von Vj, nun genau in der
umgekehrten Richtung: Man gibt sich auf den Elementen K der Zerlegung gewisse
Funktionenriume Py vor und definiert so Vj,. Dabei ist zu beachten, dass einmal
die Funktionen aus Pk einfach sein miissen, zum anderen muss gesichert sein,
dass V;, in V liegt. Oft wihlt man fiir die Py Riume von Polynomen. Unter Be-
riicksichtigung von Lemma 2.1 hat man dann nur noch zu gewihrleisten, dass die
Polynome auf den einzelnen Elementen so zusammenpassen, dass insgesamt ei-
ne stetige Funktion entsteht. K heiflt zusammen mit dem auf dem Element definierten
Raum Py finites Element.

Bei der Wahl des Raumes der finiten Elemente V), sind folgende zwei Schritte
erforderlich:

1. Zulissige Zerlegung des Gebietes in Drei- oder Vierecke K;.
2. Aufjedem Element K; wird eine Menge von Polynomen Pk, so gewihlt, dass
im Ausgangsgebiet eine Menge stetiger Funktionen definiert wird.
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Im nichsten Abschnitt geben wir konkrete Riume finiter Elemente an. Es zeigt
sich, dass bei dieser Konstruktion von V), Basisfunktionen w; derart existieren,
dass die w; die bei der Beschreibung der Grundziige der Methode aufgezeigten
Eigenschaften besitzen.

2.1.6
Beispiele von finiten Elementen

a) Dreieckelemente

Wir nehmen an, ein polygonal berandetes Gebiet sei zuldssig durch Dreiecke
zerlegt. Ein Dreieck K der Zerlegung habe die Eckpunkte by, by, b3, es sei etwa
by = (%1, y1). Ein Polynom ersten Grades in x und y

p=d0+d19€+d2y

ist eindeutig durch Vorgabe seiner Werte p(b1), p(b2), p(b3) in den Punkten
by, by, b bestimmt. Das Gleichungssystem

1 % n do p(b1)
1 x d =| p(b)
1 X3 Y3 dz p(b3)

besitzt ndmlich eine eindeutige Losung, weil der Betrag der Determinante der Ko-
effizientenmatrix gleich dem zweifachen Flicheninhalt von K ist. Die p(b;) heillen
Freiheitsgrade des finiten Elements.

Wir legen nun fest: Py ist die Menge aller Polynome ersten Grades P;(K) auf
K mit den Freiheitsgraden p(b;). K heif$t dann auch Courantsches Dreieck. Ein Ele-
ment v, des Raumes Vj, ist jetzt bestimmt durch:

(i) v istaufjedem Dreieck K ein Polynom ersten Grades;
(i) vy sei eindeutig bestimmt durch die Vorgabe von Werten in allen Ecken der
Dreiecke der Zerlegung.

Die Menge aller Eckpunkte der Dreiecke der Zerlegung sei {b;},i = 1,..., N. Die
Menge aller p(b;) heifft Menge der Freiheitsgrade von vy,. Es ist noch zu begriinden,
dass vy, stetig ist.

K; und K; mogen zwei aneinandergrenzende Dreiecke sein (s. Abb. 2.6). Auf
by b ist vy, ein Polynom ersten Grades in einer Variablen (eine der Variablen kann
man mit Hilfe der Gleichung der Geraden durch by und b; eliminieren). Solch
ein Polynom ist durch Vorgabe der Werte in by und b; eindeutig bestimmt, d. h.,
man kommt zu demselben Polynom ersten Grades in einer Variablen unabhingig
davon, ob man Kj oder K; betrachtet. Also ist vy, stetig. In dem so definierten Raum
der finiten Elemente V,, sind die Funktionen wy mit

1, k=1
we(b)) =1{ " (k,l=1,...,N)
0, k#1
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by Abbildung 2.6 Stetigkeit tiber Elementgrenzen.

by

Abbildung 2.7 Héhenlinien der zu by gehérenden Basisfunktion.

Basisfunktionen. In jedem Element, welches die Ecke b nicht enthilt, ist die Ba-
sisfunktion wy, identisch Null (s. Abb. 2.7). Damit haben die Basisfunktionen tat-
sichlich die bei der Beschreibung der Grundziige der Methode aufgezeigten Ei-
genschaften.

Unser eben konstruierter Raum finiter Elemente ist Teilraum des H!, er wire
also geeignet zur Behandlung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit
Neumannschen Randbedingungen. Beim Vorliegen von Dirichletschen Randbe-
dingungen benstigt man einen Teilraum des Hj. Zur Konstruktion eines entspre-
chenden Raumes finiter Elemente muss man nur die obige Vorgehensweise ein
wenig modifizieren. Man fordert lediglich zusatzlich

Vh(bi) =0,
wenn b; eine Ecke auf dem Rand ist. Die Eckpunkte im Innern seien by, ..., by*,
die auf dem Rand by+41,..., by. Basisfunktionen wy sind dann gekennzeichnet
durch
1, k=1
wy (b)) = (Lk=1,...,N*.
0, k#I1

Ahnlich geht man vor, wenn nur auf einem Teil des Randes Dirichlet-Bedingungen
vorliegen.

Zur Beschreibung weiterer finiter Elemente ist es zweckmiRig, Dreieckskoordina-
ten (auch: baryzentrische Koordinaten) zu benutzen. Dreieckskoordinaten sind auf
ein festes Dreieck K mit den Ecken by, by, b; bezogene Koordinaten 44(z), 4,(z),
A3(z). Fir gegebenes z mit z = (x, y) sind 14, 45, 43 die Lésungen des Gleichungs-

27
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b3

b1 z b2

Abbildung 2.8 Interpretation der Dreieckskoordinate 1; als Anteil der Gesamtflache.

systems
X1 X X3 A x
Y1 Y2 V3 A2 = Yy
1 1 1 A3 1

(b; habe wieder die Koordinaten (x;, y;)). Die Eckpunkte by, b,, b3 haben folglich
die Dreieckskoordinaten (1,0, 0), (0, 1,0) und (0, 0, 1). Nach der Cramerschen Regel

1st
X X2 X3
Yy Y2 V3
1 1 1
Ai(z) = Mi(x,y) =
X1 X2 X3
Yr Y2 V3
1 1 1

A1(%, y) ist also eine lineare Funktion in x und y, und es gilt (s. Abb. 2.8)

Fliche des Dreiecks zbjbs
Fliche des Dreiecks b1bybs ’

1

analog
P Fliche des Dreiecks b;zbs
>~ Fliche des Dreiecks by byb; ’
1 Fliche des Dreiecks b1 b,z
3 =

Fliche des Dreiecks byb,b;

Zum Beispiel folgt aus dieser geometrischen Interpretation sofort: Jeder Punkt
auf der Geraden durch b, und bs hat die Koordinate 1; = 0, fiir den Schwerpunkt
des Dreiecks gilt A1 = 4, = 43 = %

Mit Hilfe von Dreieckskoordinaten kann man jetzt das Polynom ersten Grades
in x und y mit vorgegebenem p (b;) schreiben als

3
p=> pbi)i,
i=1
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T f 1 ¢

Abbildung 2.9 Abbildung eines beliebigen Dreiecks K auf das Einheitsdreieck E.

denn 4; ist ja Polynom ersten Grades und 4;(b;) = 0, wobei 0;; das Kronecker-
Symbol bezeichnet. Die Polynome 11(z), 1,(2z),43(z) sind Basisfunktionen im
P;(K); die Basisfunktionen in Px heiflen auch Formfunktionen. Die eben kon-
struierten finiten Elemente heiflen Dreieckelemente vom Typ 1 (oder auch Courant-
Dreiecke). Der Nachteil von Dreieckskoordinaten (drei Koordinaten im zweidimen-
sionalen Fall) fillt gegeniiber den Vorteilen nicht ins Gewicht. Die Dreieckskoor-
dinaten sind symmetrisch und transformationsunabhingig.

Setzt manetwa A; = §,1, = 5, dannist 13 = 1—& —#» und man hat gleichzeitig
auf das Einheitsdreieck E (s. Abb. 2.9) transformiert.

Wir kommen nun zu Dreieckelementen vom Typ 2. Die Mittelpunkte der Seiten
eines Dreiecks mit den Ecken by, by, bs seien

1
bij = 5(bi+bj).

P sei nun die Menge aller Polynome zweiten Grades P,(K) auf K mit den sechs
Freiheitsgraden p(b;), p(b;;) (s. Abb. 2.10).

Die Gleichung der Geraden durch by, b3 ist 1; = 0, die Gleichung der Geraden
durch by3 und by ist 44 —% = 0. Deswegen ist 11(A;— %) ein Polynom zweiten Gra-
des mit der Eigenschaft, dass 41(44 —%) in by, bs, by, by3 und b3 verschwindet, also
ist A1(24; —1) eine Formfunktion. Ahnlich verschwindet 111, in by, b3, bys, by, b1,
also ist wegen A;(b13) = 43(b12) = % das Polynom 4114, eine Formfunktion. Die
sechs Formfunktionen sind insgesamt

pi = /li(Z/li—l), i= 1,2,3,
p,'j:4/1,‘/1]', i,j:1,2,3, l<]

Man kann dhnlich wie fiir Elemente vom Typ 1 zeigen, dass jede Funktion
v, € V des so definierten Raumes finiter Elemente stetig ist. Die Uberlegungen
in bezug auf Basisfunktionen in V;, sind auch v6llig analog, ebenso ist es mit der
Berticksichtigung von Dirichletschen Randbedingungen. Wir verzichten auf eine
Wiederholung dieser Ausfiihrungen und geben im folgenden auch stets nur noch
die Definition von Px und die entsprechende Formfunktion an.

Dreieckelemente vom Typ 3 sind gekennzeichnet durch Px = P;(K), also durch
die Verwendung von Polynomen dritten Grades. Die 10 Freiheitsgrade sind p(b;),

29
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bs

b1 b2

b2

bi12 bao1
M=2a=1M=0

Abbildung 2.11 Dreieckselement vom Typ 3.

p(biij) (i # j)und p(b1z3). Dabei ist
2 1 -
b”J=§b,+§bJ, 1,75],

und
1
b1z = g(bl + by + b3)

ist der Schwerpunkt des Dreiecks (s. Abb. 2.11). Ahnlich wie oben kommt man zu
den 10 Formfunktionen

1

pi = 511(311 —1)(31,‘ —2), i= 1,2,3 ,
9 . L
Piij=i/1i/lj(3/li—1)y l,_]=1,2,3 175_],

p123 = 271112/13 .

Man kann theoretisch den Grad der verwendeten Polynome noch weiter erho-
hen. Praktisch ist das aber nicht von Bedeutung. Das liegt daran, dass mit wach-
sendem Grad der verwendeten Polynome die Basisfunktionen in V;, die bei der
Formulierung der Grundztige der Methode dargelegte Bedingung (G 1) immer
weniger gut erfiillen. Die w; haben zwar die Eigenschaft, nur in einem kleinen Teil
Q; von Q (bei Zerlegung in entsprechend viele Elemente) von Null verschieden zu
sein, die Menge aller i und j, fiir die £; und £2; keinen Punkt gemeinsam haben,
nimmt aber bei festem N mit Erh6hung des Polynomgrades ab.
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Wir geben noch Beispiele von Riumen finiter Elemente an, wo Pk nicht aus
allen Polynomen von einem bestimmten Grad besteht. Wir definieren auf dem
Element K Formfunktionen durch

pi =Ai2A;—1), i=1273,
pij =44ikj, 1,j=123 (i<]),
P123 = 27}.1/1213 ;

die 7 Freiheitsgrade sind p(b;), p(bi;) (i < j)und p(b123). Den entsprechenden
Raum finiter Elemente bezeichnen wir als Raum von Elementen vom Typ 2*.

SchlieRlich als letztes Beispiel Elemente vom Typ 3’. Px bestehe aus allen Polyno-
men dritten Grades mit der Eigenschaft

].Zp b123 —ZZP +3 Z p H_]

i=1 i,j=1
i

Tabelle 2.1 Ubersicht tiber Dreieckselemente.

Typ  Freiheitsgrade Py Formfunktionen Anzahl

1 A P /1;' 3
2 A 123 Ai(24; = 1), 4li}.j (i<j) 6
2% A P, CPxC P  Ai(2Ai — l),4li}.j (i<j) 7
27214223
3/ & P, CPxCP; 3434 —1)(34; —2) — $A1d2ds, 9
200534 — 1) + E 14223
(i#J)
3 & Py 1:(34; —1)(34i —2), 10

NiA; (34 — 1), (i # J)

27212223

31
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Die 9 Freiheitsgrade sind p(b;), p(b;i;) (i # Jj), die entsprechenden 9 Formfunk-
tionen

pi = %Ai(mi —1)(34; —2) — ;/11/12/13, i=123,

9 27 , ,
piij = E/ll/l](:;l, — 1) =+ T/lllz/l;, (l 7é _]) .

Man kann zeigen, dass jedes Polynom zweiten Grades in Py liegt (vgl. Tab. 2.1).

b) Rechteckelemente
Wir nehmen an, ein polygonal berandetes Gebiet sei zulissig zerlegt mit Hilfe von
achsenparallelen Rechtecken. Ein Rechteck K sei gekennzeichnet durch

X XXX, V1YV

und habe die Eckpunkte b; (i = 1,...,4).

Rechteckelemente vom Typ 1 sind gekennzeichnet durch Py = Qj, dabei ist Q;
der Raum aller der in jeder der beiden Variablen x und y linearen Polynome tiber K.
Das Polynom xy gehért also zum Beispiel zu Q;, das Polynom x? + y? nicht. Die
Freiheitsgrade sind die Werte in den Eckpunkten (s. Abb. 2.12). Die Formfunktio-

nen sind
plzx—xz Y—Yz’ pzzx—xl Y—YZ,
X1—X2Y1— Y2 X2 —X1Y1— Y2
pazx—xl Y—Yl’ p4:x—x2 Y—Y1
X2 —X1Y2— V1 X1—XY2— "1
b4 bS
bl b2

Abbildung 2.12 Rechteckelement vom Typ 1.

Rechteckelemente vom Typ 2 sind gekennzeichnet durch Px = Q, (das sind Po-
lynome, quadratisch in jeder einzelnen Variablen) und durch die Freiheitsgrade
p(bi), p(bU)’ p(b1234) (S. AbDb. 213)

Formfunktionen sind die 9 moglichen Produkte aus den Polynomen 2. Grades

X1+XZ
2 X — X X — X1 X — X
X1+% o —x, —X1TX X1+ % ’
X — LT 72X 2 _ _
1 X1 X2
2 2 2
X1+XZ
2 X — X1
X1+% x—x
Xy — ———

2
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und den Polynomen 2. Grades

Y1ty
2 y—Y2 Yy—"n Yy—Y2
Y1ty yi—7y2 yitys Yyitys ’
Y1 —2 —2 Y1 —2 Y2
_nty
Y 2 y = 11
YZ__Yr;Yz 2=y

Ahnlich kann man Rechteckelemente von Typ 3, Typ 4 usw. definieren.

b4 b34 b3
b
bia ¢ e ¢ b2
bl b12 b2

Abbildung 2.13 Rechteckelement vom Typ 2.

Rechteckelemente vom Typ 2 sind in Q, enthaltene Polynome mit

4 4

4p(bisa) ==Y p(bi) +2)  p(biit1);

i=1 i=1

ihre 8 Freiheitsgrade sind also nur noch die p(b;) und die p(b;;41) wobei wir
bss = bys angenommen haben. Die 8 Formfunktionen werden folgendermafien
bestimmt. Es seien p1, p,, p3, p4 die vier Formfunktionen des Elementes vom Typ
2, die den b; entsprechen, ps, pe, p7, ps die den b; ;4 entsprechenden Formfunk-
tionen und py die zu bjy34 gehorende. Es sei nun

pr=pi+ripe, i=1,...,4,
pr=pi+ype, i=5,...8

Die p} besitzen die Eigenschaften von Formfunktionen, gentigen aber der obigen
Bedingung noch nicht. Aus

4]/1:—1, 4)/2:2

ergibt sich y; = —%, Yy, = % ; mit diesen Werten sind die p;* Formfunktionen
in dem definierten Raum. Die oben definierte Bedingung ist wieder gerade so ge-
wihlt, dass jedes Polynom zweiten Grades in x und y sie erfullt.

Man kann hnlich Elemente vom Typ 3’ definieren. Die in den Ubersichten (vgl.
Tab. 2.1 und 2.2) aufgelisteten Dreieck- und Rechteckelemente nennt man auch

Elemente vom Lagrange-Typ, weil die Freiheitsgrade nur Werte der Funktion selber
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34
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2.1 Stetiges und diskretes Problem. Beispiele von finiten Elementen

(und nicht ihrer Ableitungen) sind. Elemente von diesem Typ sind zunichst fiir
Randwertprobleme zweiter Ordnung geeignet. Im Kapitel 7 wird gezeigt, wie man
sie auch fiir Probleme vierter Ordnung einsetzen kann.

c) Tetraederelemente
Die Ubertragung der vorgestellten Beispiele auf den 3D-Fall erfolgt véllig analog
zur 2D Situation. Dazu sei das Gebiet € zuldssig durch Tetraeder zerlegt. Die

— —
Bezeichnung der Ecken by, by, bs, by sei so gewihlt, dass die Vektoren by b,, bybs,

—

by b, ein Rechtssystem bilden. Die Formfunktionen
wy = do+ dix + dyy + dsz

werden definiert durch

1, k=1
wk(bl) = (k,l =1,2,3,4).
0, k#1

Im Einheitstetraeder E (Abb. 2.14) erhilt man

w=4=1-§-yn-C,

w=A4=E5,
w3 =43 =7,
W4=/14=§.
¢
bs
b1 = (0,0,0)
by = (1,0,0)
b3:(07170)
bs bs = (0,0,1)
n
g b

Abbildung 2.14 Einheitstetraeder.

d) Trilineare Quaderelemente
Hier wird Q zulissig durch Quader mit den Ecken by, b, ..., bg zerlegt, und die
Formfunktionen

wp =do+ dix +dyy 4+ dsz + daxy + dsyz + dezx + dyxyz
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¢

‘=bs bs
be bz by =(-1,-1,-1)
by = (+1,—1,-1)
by = (+1,+1,-1)
,,,,,,,,,,, " by = (—1,+1, 1)
} bs = (—1,—1,+1)
g/ i be = (+1,-1,+1)
of TR ba br = (+1,+1,+1)
' bS = (_17 +17+1)

ba bs

Abbildung 2.15 Einheitsquader.

werden durch

1, k=1
wk(bl)z 0, k£l (k,l—l,Z,...,S)
definiert. Speziell fiir den Einheitsquader E (vgl. Abb. 2.15) erhilt man
1 1
wp=c(l=5)1-mI-28), ws=c(1-51-n1+5),
W= S0+ &1 -8), we=1+E1-n+0),

W= L O I-0), w = L+ EI+NA+D),

W= - MA-D), w1 &AL+

2.2
Der Aufbau des Gleichungssystems

2.2.1
Elementmatrizen

Die Koeffizientenmatrix A, = [a;;]; j=1..,~n des diskreten Problems ist gekenn-
zeichnet durch a;; = a(w;, w;), dabei sind die w; die globalen Basisfunktionen.
Oft ist a(wj, w;) ein Integral {iber 2 (in einigen Fillen kommen noch Randinte-
grale hinzu, vgl. Abschnitt 2.1).

Wir gehen aus von einer Zerlegung Q = UM | K; mit den Eigenschaften (21)-
(Z4), a,(w;, wj) sei die Einschrankung des a(w;, w;) definierenden Integrals auf
K, . Es sei

“no . X o u
a;; = au(wj,w;) und A} = [aij] .



2.2 Der Aufbau des Gleichungssystems

Dann gilt

M
A=) AL

u=1

Die Matrix A, heiRt Elementmatrix. Da die Basisfunktionen nur auf wenigen K,
von Null verschieden sind, gilt a/ ; # 0 nur fiir einige i und j. Deshalb bezeich-
net man die durch Streichen der Nullzeilen und Nullspalten entstehende Matrix
ebenfalls als Elementmatrix.

Der entscheidende Vorteil ist, dass man zur Berechnung der Matrizen A, nicht
die globalen Basisfunktionen benétigt, sondern nur die lokalen Basisfunktionen
bzw. Formfunktionen.

Sei beispielsweise

ow; ow;  Ow; 0w,
otwiwy) = [ et [ 5 + G Jae
Q

Man kann nun naturlich i. allg. nicht bei gegebener Zerlegung von € und ge-
gebenen Formfunktionen den Wert von a(w;, w;) exakt bestimmen, wenn ¢ eine
komplizierte Funktion von x und y ist.

Im Kapitel 5 gehen wir darauf ein, mit welchen Formeln der niaherungsweisen
Integration man zweckmiflig arbeitet. Jetzt behandeln wir speziell das Problem
der Berechnung der Elementmatrizen fiir den Fall

Bw,- 3Wj aw,- 8Wj
W) = — —+ ———|dQ
a(wi, wj) /(ax x + ay By)
Q

Dieser Fall ist praktisch wichtig, da er der Diskretisierung des Laplace-Operators A
entspricht. Andere Bilinearformen behandelt man auf dhnliche Art und Weise.

222
Die Elementmatrix fiir eine spezielle Bilinearform und Dreieckelemente vom Typ 1

Wir betrachten ein Dreieck K, der Zerlegung des Polygons £ und stehen vor der
Aufgabe, a}, zu berechnen mit

ow; dw,, 0wy dwy,
"= ——— 4+ ——]dK
Bim /(Bx dax + ay By) "

u

ow,,
ow; dw; dx
= — - dK, .
/ [ax 3)/} dwy |
Ky ay

Das Dreieck K, habe die Ecken b;, b;, by. Da a‘;‘m nur dann von Null verschieden
ist, wenn | und m Werte aus der Menge {i, j, k} annehmen, besitzt die Element-
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Yy b n

T f 1 ¢

Abbildung 2.16 Transformation auf Bezugselement.

matrix A’; die Form

i j k
0 .. e 0
. u u u
1 — aii ij .. aik
i — a“. a". at
J ji % jk
i 1 "
k— ce By OB e Gy e
0 0

Vereinbarungsgemif nennen wir auch

u 2 u
@i Gy Oy
A _ u u u
Sl TR TRS T

u u u
Opi %% Ok

Elementmatrix. Zur Berechnung von Elementmatrizen ist es giinstig, die auf-
tretenden Integrale auf Integrale iiber Einheitselementen oder Bezugselementen zu
transformieren (Abb. 2.16).

b, habe die Koordinaten (xy,, y), b; werde abgebildet in (0,0), b; in (1,0) und
by in (0, 1). Dann gilt fiir die entsprechende lineare Abbildung

o g 51 e
Y Yi Yi—Yi Ye—Yill?W

bzw. mit der Abkiirzung z;,, = 21 — 2y,

LG ll)

Zur Berechnung des a}, definierenden Integrals benétigen wir nun die Funktio-
naldeterminante der Abbildung und miissen die Ableitungen nach x und y durch
solche nach & und # ersetzen. Zunichst gilt fiir die Funktionaldeterminante

dx  dx
_ 19§ an Xji  Xki | _ .
D, = = = 2|K
Sy | Ty g | A

Py



2.2 Der Aufbau des Gleichungssystems

der Betrag der Funktionaldeterminante ist also eine Konstante und gleich dem
Doppelten des Inhaltes | K, | des Dreiecks K,. Weiter ist

0 0
D _[08 on]| ae | O _[06 dn]| 3
0x dx  0x 017 gy dy Oy K2
an a
Aus
9&
-0 ][
0 Yii Yk an
0x
folgt
9 _ ki m _ vij
ax  2|K,|’ dx  2|K,]
und analog
& xik an _ xji
dy 2K, | , dy 2K, | -
Insgesamt gilt also
0 d
dx Lo fyei vij|| 08
i 2|K| Xik  Xji i
dy n
Die Transformationsformel fiir Flichenintegrale liefert
aw; T 0wy,
A = Yei  Yij|| 0§ Yei  Yij & | 4E
Im 2|K/4| Xik  Xji @ Xk Xji 0wy,
: an o
bzw. wegen (AB)T = BT AT
ow,,
0 d I ;oviill 9E
“zm— [wl wz:|[y;'¢f xlk} |:Yl'n y;‘,'] 3?5 dE.
Yij Xji Xik  Xji m
I

Der Integrand ist von £ und 5 unabhingig, [ dE = 1. Die Formfunktionen auf
E
E sind
wi(§,n) =hi=1-§&—1n,
wi(&,n) =4;=§&,
wi(8,1) =4k =17
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y A
1 —+
25
23
22 24
6
18 20
17 19 21
4 5
11 13 15
10 12 14 16
1 2 3
2 4 6 8
1 3 5 7 9
1 X

Abbildung 2.17 Zerlegung des dreieckigen Berechnungsgebietes £2.

Damit gilt fiir die Elementmatrix

-1 -1

A — ! 1 0 |:Yki xik][Yki Yij:||:—1 1 0}
h 4|KM| 0 1 Yij  Xji Xik  Xji -1 0 1

bzw.
— 1 - Yik  Xkj
u .
Ay, = —EﬂEﬂ mit E, = | yii Xk
4| Ky |
' Yij  Xji

Wir betrachten nun einmal ganz speziell die Zerlegung eines Dreiecks gemifd
ADbD. 2.17 und stellen die Aufgabe, das bei Anwendung der FEM (mit Dreieck-

elementen vom Typ 1 bei der vorgegebenen Nummerierung der Knoten) auf die
Aufgabe

—Au=g inQ, u=0 aufl’

entstehende Gleichungssystem bzw. dessen Koeffizientenmatrix aufzubauen.
Wihlen wir zunichst das durch die Knoten 1, 2, 4 bestimmte Element Kj,. Seien
i =2, j =4und k = 1. Alle Elemente besitzen den Flicheninhalt ;. Es gilt

5 s 2 1
Ep=| 0 1|,  EpEy=-—_|-1 1 0|,
25
_% 0 -1 1



2.2 Der Aufbau des Gleichungssystems

1 2 3 4 5 6
1| 2| -3 | 0] e | e
2 | =3 1| e | =% o | &
3 ° ° ° ) ° °
4 0| —3| ® 3 . i
5 ° ° o | o . °
6 ° ° ° ° . .

Abbildung 2.18 Einordnung der Elementmatrix Ky, in die Gesamtmatrix.

also lautet die zugeordnete Elementmatrix

_1 1
1 2 2

x12 _ 1 1
A= =3 2 0
1 1
-2 0 3

Demnach besitzt der Beitrag von K, zur Gesamtmatrix die in Abb. 2.18 angegebe-
ne Form.

Analog behandelt man Kjs, Kj4, Ki9. Man erhilt in unserem Beispiel stets die
gleichen Matrizen, die nur an der richtigen Stelle entsprechend der anderen In-
nenknoten in die Gesamtmatrix eingeordnet werden miissen.

Die Berechnung der Elementmatrizen fiir Randelemente erfolgt hnlich. Man
lisst lediglich die den Randknoten (in Abb. 2.17 nicht nummeriert) entsprechen-
den Zeilen und Spalten nach der Berechnung weg. Beispielsweise gilt

~ [1
A2 =2
=H

in der Gesamtmatrix liefert dies an der Stelle (1, 1) den Beitrag 1; ferner ist

diese Matrix wird in der linken oberen Ecke der Gesamtmatrix eingefiigt. Insge-

samt ergeben die 25 Elemente die in Abb. 2.19 angegebenen Beitrige zur Gesamt-
matrix. Summation ergibt schliefSlich fiir die Gesamtmatrix

A =

[T
N= N

4 -1 0 0 0 0

1 4 -1 -1 0 0
0 -1 4 0 -1 0
An = 0 -1 0 4 -1 0
0 0 -1 -1 4 -1

0 0 0 0 -1 4

Wesentlich ist hier die Bandstruktur von Ay, die fiir die FEM typisch ist.
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2.2 Der Aufbau des Gleichungssystems

223
Die Elementmatrix fiir Dreieckelemente vom Typ 2

K, habe wieder die Ecken b;, b;, by, die Mittelpunkte der Seiten seien by, bg, b,
(s. Abb. 2.20).

Wieder wird eine lineare Transformation auf das Einheitsdreieck durchgefiihrt.
Wir gehen aus von

w; = 11(2/11 — 1) , Wq = 4/121,3 ,
wj = 12(2/12 — 1) , Wg = 4/111,3 ,
wr = /13(213 — 1) , Wy = 411/12

mit
M=1-&—n, ALh=E&, Ay=nq.

Daraus folgt

BW 8/11 3/11 8W,'
— 4] = —4) 1, — = —41 1,
Béj 1755 9E Béj 1+ n 1+
Bw 3/12 8/12 aw
=44 =41 —L =o,
F e R T on
aWk 313 8/13 awk
i Y S Rt | ey .|
9z 3 3z 3E ) n 3 ,
Bwa 8/13 8/12 awa
SN Sy NP = 44,
9E 25 9E 9E 3 3 n 2
8wﬂ 043 0Aq dwg
=41 — 4—/1 —41 —L =41, — 44
3z 1 3z + 9z 3= 3, n 1 3,
Bwy 04, 0Aq ow,
=41 41 =40 — 44, —- = —4i,.
9E 155 3E +A4r = 9E 1 2 o 2
Die Elementmatrix ZZ hat jetzt das Format 6 x 6; es gilt
Al = FF,F, F'dE
h 2|KM| / 1524 (211)
Yy br n
bgs 1
ba
b; E
b, b;
T f 1 ¢

Abbildung 2.20 Transformation auf Bezugselement.
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mit
F, = |14 xik:|
LYij  Xji
und

[—401 +1 —42, 41

43, —1 0
0 425 —1
= 40 42,
4l A4dg — 4,
(44 —4h, 4,

Unter Benutzung der Formeln

//l,-/ljdE_ . i#E ],
E
//lde:i, //ud];:1
12
E E

kann man die Elementmatrix explizit berechnen. Wir tun dies fiir eine regelmifige
Dreieckszerlegung mit einer Kathetenlidnge von 1 gemifd Abb. 2.21. Dann ergibt

sich fur jedes Element (der Knoten mit dem zugeordneten Innenwinkel /2 sei
Knoten j)

Abbildung 2.21 Dreiecksgitter zur Berechnung der Elementmatrix fir Dreieckselemente vom
Typ 2.



2.2 Der Aufbau des Gleichungssystems
damit vereinfacht sich (2.11) erheblich. Trotzdem macht es noch etwas Miihe,
2 -1 T
/ F |: 11 :| F, dE
E

zu berechnen.
Man erhilt schlieflich fiir die Elementmatrix

i j ok a B vy
11 2

20 0 0 -3

1 2 2

g -3 0 -3

1 2
Z‘u _ 2 3 0 0
h 8 4

2 73 0

symmetrisch % — %

8
L 3

224
Die Elementmatrix fiir Rechteckelemente vom Typ 1 bzw. bilineare Viereckelemente

Wir betrachten die lineare Abbildung

HEra S
y 21y +wn 21y yullnl
Man priift leicht nach, dass die Punkte b;, b, b; auf die Punkte (-1, 1), (1,-1),

(—1,1) abgebildet werden. Der Punkt § = 1, = 1 wird abgebildet in den Punkt,
charakterisiert durch

ot ] o [

Y Yi Yi=YillY1—Yi

Dies ist der Punkt by, der mit by, b;, by ein Parallelogramm (s. Abb. 2.22) auf-
Spannt.

Die lineare Abbildung bildet dieses Parallelogramm eineindeutig auf das Ein-
heitsquadrat ab. Polynome vom Typ Q;, also Polynome linear in x und linear in y,
werden in Polynome linear in § und linear in # abgebildet. Deshalb ist es zweck-
mifig, gleich den Fall zu betrachten, dass die Zerlegung von 2 aus Parallelogram-

men (und nicht nur aus Rechtecken) besteht.
Die dem Knoten b, zugeordneten Funktionen sind in den neuen Koordinaten

1-&1—7p 1+4&1—9

w=————. Wj:__,
2 2 2 2

1+&1+47n 1-&1+479

wp = ——— w=——:.
2 2 2 2

Nach Bildung entsprechender partieller Ableitungen erhdlt man damit analog zu
(2.11):
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by

T

Abbildung 2.22 Transformation eines Parallelogramms auf das Einheitsquadrat.

Die Elementmatrix

~ 1

“wo__ TrT

Al = |Ku|/F1F2F2 FdE 2.12)
E

ist eine Matrix vom Format 4 x 4 mit
Fy = [ Yii o Xl ]
Yij  Xji

n—1 E—-1
1 1-n —-1-§
T4 1+np 1+E
-1-n 1-¢

und

Wir berechnen die Elementmatrix explizit fiir eine regelmiflige Rechteckvernet-
zung mit achsenparallelen Rechtecken und den Kantenlingen h, und h,. Es gilt
dann

1 1 ht 0
R = [ ' }

die weitere Rechnung liefert gemifd (2.12)

i j k !

2 2 2 2 2 _ 2 2432

. . 2h, + 2k, hzx - Zhg —hzx — h% —th + hg
Al = St x - 2h% +2h7 —Zitx + h; —?x - hg
symmetrisch 2hy + 2k hy —2h;

2h% +2h2



2.2 Der Aufbau des Gleichungssystems

2.2.5
Die Elementmatrix fiir den Laplace-Operator mit Tetraederelementen

Ein Tetraeder K, mit den Ecken b;, b, by, b liefert zur Systemmatrix den Beitrag

awi 3W,’ 3Wi % ?
VR T X X
ze _/ ox oy 0z w; ow dK
h * * * —_— . —_— J/a
k| dwmodwodwo |\
ox  dy 0z B_L 8—l
z z

Die Elemente dieser Elementmatrix berechnet man wieder am effektivsten ele-
mentweise. Dazu transformiert man die Integrale mit

X Xji Xk X 5
y = Yi |+ Vi Yk Vi Ui
z z Zji  Zki 2 ¢

auf das Einheitstetraeder E. Die Transformationsformel fiir Raumintegrale und die
Kettenregel liefern damit

ow,
B B B 0
/ Wi 0Wy 0Wp Bwn dKu
dx Jdy 0z dy ‘
Ky Iwy,
0z
ow,
a&
Wy, 0wy, 0wy |y T | 0wy
— _m ZTm ZTm dE
nf [5 5 a]e| 5
E ow,
ag
mit der Jacobi-Matrix J. Da die Formfunktionen w;, ..., w; linear in &, %, { und die

Jacobi-Matrix fiir die lineare Transformation konstant sind, ist der Integrand kon-
stant und darfvor das Integral gezogen werden. Wegen [, dE = % folgt daher nach
Anwendung der obigen Transformationsformel und anschliefender Differentiati-
on die Elementmatrix

= Wy

mit
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Beispiel: Die Jacobi-Matrix des Tetraeders mit den Ecken

1 11
i{-,0,0 i|—,=,0 k (0,0,0
1(4, ) ) 1(4,3, ) (0,0,0),

lautet
_1
=l 1 TS o -
= ? , = — .
o o0 1 48
Fiir die Inverse erhilt man
0 &+ 0
J7'=48 -5 o0 o0 [,
0 0 &
womit
1 _1 _1
12 16 12
1
FJ ' =48 10 16 0
-5 0 0
0 0

1 1
(-0~
(+03)

folgt. Die entsprechende Elementmatrix ergibt sich damit zu

41

~u W = 1 -9

e U1 1 T _

h GFJ (EJ) 6-48 | —16
—16

4 -3 —4
0 3 0
-4 0 0
0 0 4
-9 —16
9 0
0 16
0 0

—16
0

0

16

Die Zerlegung eines Raumgebietes £ in Tetraeder ist nicht besonders anschaulich.
Man zerlegt daher © zunichst in geometrisch glinstige Superelemente (Prisma,
Pyramide, Quader) und diese dann in Tetraeder. Ordnet man dann die Tetraeder-
elementmatrizen entsprechend den Eckknoten der Superelemente ein, so ergeben

sich die Elementmatrizen der Superelemente.

2.2.6

Elementmatrix fiir den Laplace-Operator mit trilinearen Quaderelementen

Fiir einen achsenparallelen Quader Q, mit den Ecken b;, b, by, by, by, bg, b, bs

erhalten wir die Elementmatrix

B Bwi aw,- aw,- 7

0x ay 0z dwi dws
_ ow;  dw;  Ow; Baujg, aauajcé
Al :/ dx  dy 0z - -
dy dy
Qu ’ ) aWi 31«1)5
8W5 3W5 3W5 - -
_— — = 0z 0z

ox ay 0z

dQ, .



2.2 Der Aufbau des Gleichungssystems

Sie ist vom Format 8 x 8. Die Abbildung Q,, — E (Einheitsquader) erfolgt durch

xj—i—xi Xj — %

¥=o, TS

ity iy

y=rm;em e
Za+zi Zog — Zi

z = > + 5 ¢.

Mit der Abkiirzung t;,, = t; — t,, ergibt sich die Jacobi-Matrix

2
= 0 0
Xii 0 0 Jt
J=%{(J) Yii 0] J'=] o R
0 0 zy b
0o =
Zai
Fiir die Elementmatrix erhalten wir somit
A =11 [ B 0 T E T, 0E
E
wobei
[ m-1(1-29) (E-1(1-29) 1=&m—-1
(lT=m@-=¢8 (1T+&E-1) @1+85Mm-1
IT+nr-=¢8 (1+801-8) —-(1+8§(1+n)
le (T+m)(&-1) 1=8)01-¢ (E-1y1+mn)
8 m=-11+8 (E-1(1+7 1=8@1-mn)
1=-ma+8 —-Q+51+8 (1+8(1-n)
T+mr+8) (1+81+8 (1-8§)(1+n)
L —1+m1+8 (1-801+8 (1-81+n) |

Wesentlich ist, dass der Integrand von &, #, { abhingt, sodass die endgiiltige
Form der Elementmatrix erst nach Anwendung einer geeigneten Integrationsfor-
mel entsteht (vgl. hierzu Kapitel 5).
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Kapitel 3
Verfahren zur Lésung von linearen Gleichungssystemen

Bei der Anwendung der Methode der finiten Elemente sind lineare Gleichungssys-
teme mit sehr vielen Unbekannten zu l6sen. Da die Basisfunktionen immer nur in
skleinen“ Teilbereichen von Null verschieden sind, treten in jeder Gleichung von
den N Unbekannten nur einige wenige auf. Man sagt, das Gleichungssystem sei
schwach besetzt, wenn die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente der Koef-
fizientenmatrix nur ein sehr kleiner Bruchteil der Anzahl aller Elemente ist. Mo-
derne Verfahren nutzen die schwache Besetztheit und die gegebenenfalls spezielle
Struktur der zu l6senden Systeme aus.

Wir dndern gegentiiber Abschnitt 2.1 die Bezeichnungen ein wenig, nennen die
Unbekannten xi, x,, ..., xy, die rechten Seiten by,..., by und die Elemente der
Koeffizientenmatrix a; j; betrachten also das Gleichungssystem

N
Zaijszbi, i=1,...,N, bzw. Ax =D

j=1
mit der Koeffizientenmatrix A = [a;;]; j=1,..n, der rechten Seite b = [b;];=1,..n
und dem Losungsvektor x = [x;]i=1, n. N heildt auch Dimension des Gleichungs-
systems.

3.1
Direkte oder iterative Verfahren?

Direkte Verfahren berechnen den Losungsvektor x in endlich vielen Schritten direkt,
iterative Verfahren bestimmen den Losungsvektor x ausgehend von einer Anfangs-
niherung x° als Grenzwert einer Folge x*.

Die Wahl eines der im folgenden beschriebenen Lésungsverfahren hingt so-
wohl von der konkreten Aufgabenstellung ab (z.B. der Dimension und Struktur
des Gleichungssystems) als auch vom verfiigbaren Rechner (z.B. von der Kapazitit
des Hauptspeichers, von der vorhandenen Software, von der Rechnerarchitektur).

Die Finite-Elemente-Methode fiir Anfiinger. Herbert Goering, Hans-Gorg Roos und Lutz Tobiska
Copyright © 2010 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
ISBN: 978-3-527-40964-8
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Ein Vorzug der direkten Verfahren liegt darin, dass der Lésungsvektor bis auf
Rundungsfehler direkt berechnet wird. Im Losungsprozess werden jedoch oft we-
sentlich mehr Speicherplitze benétigt als fiir die Speicherung des Gleichungssys-
tems selbst; man spricht von ,Auffillung oder dem ,fill in“. Der entscheiden-
de Nachteil direkter Verfahren liegt im Rechenaufwand. Zur Durchfiihrung des
im nichsten Abschnitt beschriebenen Gauflschen Algorithmus werden bei einem
Gleichungssystem mit N Unbekannten beispielsweise N2+ N Speicherplitze und
2N3/3 4+ O(N?) arithmetische Operationen benétigt. Nutzt man die schwache Be-
setztheit der bei der finiten Elemente Methode entstehenden Gleichungssysteme
aus, so lassen sich geringfiigige Verbesserungen erreichen, dennoch stoflen direk-
te Verfahren insbesondere bei der Losung dreidimensionaler Problemstellungen
schnell an die Grenzen ihrer Leistungsfihigkeit.

Iterative Verfahren nutzen die schwache Besetztheit voll aus, so dass Glei-
chungssysteme hoher Dimension ohne Riickgriff auf zusitzlichen Speicherplatz
gelost werden kénnen. Man benétigt allerdings fiir iterative Verfahren Abbruch-
kriterien, die eine akzeptable Genauigkeit der Niherungslosung sichern. Leider ist
die Konvergenzgeschwindigkeit des klassischen Gesamt- bzw. Einzelschrittverfah-
rens gering und verschlechtert sich mit der Anzahl der Unbekannten drastisch.
Diese Methoden werden deshalb innerhalb moderner iterativer Methoden nur
zur Vorkonditionierung oder als Glitter in Mehrgitteralgorithmen eingesetzt. So
konvergieren vorkonditionierte Varianten der Methode der konjugierten Gradien-
ten fiir breite Aufgabenklassen recht schnell und erreichen oftmals bei deutlich
weniger als N Iterationen akzeptable Niherungen. Am schnellsten konvergieren
Mehrgitterverfahren fiir elliptische Probleme. Sie erfordern allerdings Informa-
tionen auf einer Hierarchie von Gittern und sind damit wesentlich schwieriger
zu programmieren. Ein nicht zu unterschitzender Nachteil iterativer Methoden
ist die Abhidngigkeit ihrer Konvergenzgeschwindigkeit von den Problem- und
Gitterdaten. So fithren Unstetigkeiten in den Koeffizienten der Differentialglei-
chung oder die Verwendung anisotroper Netzverfeinerungen oft zu geringeren
Konvergenzraten verglichen mit glatten Daten und uniformen Gittern. Wihrend
Rundungsfehler sich bei direkten Verfahren stark auswirken konnen, glitten viele
iterative Verfahren Rundungsfehler automatisch. Auch deshalb kombiniert man
direkte und iterative Verfahren.

Zusammenfassend eignen sich direkte Verfahren vor allem ftir Probleme gerin-
ger Dimension oder als Grobgitterloser in Mehrgitteralgorithmen. Innerhalb von
nichtlinearen oder instationdren Aufgaben kann die dabei durchgefithrte Fakto-
risierung der Koeffizientenmatrix von zusitzlichem Nutzen sein. Fiir Probleme
mittlerer Dimension eignen sich einfache iterative Verfahren, die gegebenenfalls
auch mebhr als N Iterationsschritte fiir eine akzeptable Niherungslosung benéti-
gen. Probleme sehr hoher Dimension kénnen ausschliefllich nur durch moderne
iterative Methoden (vorkonditionierte CG-Verfahren, Mehrgitteralgorithmen) ge-
16st werden, die in weniger als N Iterationen zur Losung fithren.
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3.2
Direkte Verfahren

3.2.1
Der Gaufdsche Algorithmus

Auf dem Gauf3schen Algorithmus basieren viele direkte Verfahren. Seine Grund-

idee besteht in der schrittweisen Elimination einzelner Unbekannter. Man 16st eine
Gleichung, z. B. die erste, nach der Unbekannten x; auf

und setzt dies in alle iibrigen Gleichungen ein. So entsteht ein Gleichungssystem

von N —1 Gleichungen mit den N—1 Unbekannten x;, ..., xy. Mit der Abkiirzung
G

lq = —ll, i =2,..., N, berechnen sich die Elemente a(ilj) der Koeffizientenmatrix
a1l

und die Elemente b(il) der rechten Seite des reduzierten Gleichungssystems
N
S alls <, iz 2N,
j=2

nach den Formeln

1)

1
“ij =a,-j—l,-1a1j , b(i)zbi_bllil

fur i, j = 2,..., N. Setzt man dieses Verfahren fort, so erhilt man nach N —1
Schritten eine Gleichung mit der Unbekannten xy, und zwar

N—1 N—1
a(NN )xN = b(N ).

Beginnend mit der letzten Gleichung kann man nun nacheinander xy, xy—1,
..., %1 berechnen. Wir erldutern das Vorgehen am Beispiel des Gleichungssys-
tems

Ax =D

mit der Koeffizientenmatrix (vgl. Abschnitt 2.2)

S O O O
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Auflésung der ersten Gleichung nach x; und Elimination von x; ergibt im ersten
Schritt das reduzierte System

B
L 1 -1 0 o X 2

B
-1 4 0 -1 0 % 3
-1 0 4 -1 0 x | = by
0 -1 -1 4 -1 x5 B0

5
0 0 0 -1 4 X6

by

Da die Werte a;;,1, j > 2, der Ausgangsmatrix im folgenden nicht mehr benétigt
werden, speichert man die Elemente a(ilj) fur i, j > 2 der reduzierten Koeffizien-
tenmatrix zweckmafigerweise auf dem Platz der a;; mit i, j > 2. Mit dem redu-
zierten Gleichungssystem fihrt man in gleicher Weise fort, eliminiert also x, und
erhilt

56 4 »?
R A I
15 15 X4 _ 4
-1 -1 4 -1 xs %
0 0 -1 4 X6 b(2)

Nach fuinf Schritten gelangt man zur Gleichung

330 O
89 6

aus der man x, ermitteln kann. Zur Bestimmung von x, benétigt man a(656) und

b(ﬁs), zur Bestimmung von xs die Groflen a(;;), ag‘g, bg) und zur Ermittlung der Un-

bekannten x; schlielich die Grofen a1y, a1z, ..., 16, b1. Die a(ik,) furi,j > k+1
stehen nach der oben beschriebenen Speicherung oberhalb bzw. in der Diagona-
len der Koeffizientenmatrix. Die Speicherplitze unterhalb der Diagonalen kénnen
genutzt werden, um Gleichungssysteme mit identischer Koeffizientenmatrix und
verschiedenen rechten Seiten schnell 16sen zu kénnen. Derartige Aufgaben ent-
stehen z.B. bei der Zuriickfithrung nichtlinearer Probleme auf eine Folge linearer
Probleme. Zu diesem Zweck speichert man die Gréfen [;; fiir i > j auf den Platz
von a;j,i > j.Nun kénnen die bgﬁk_)i_l aus den b; und den [;;,i > j, nach den
Formeln

b(il)zbi_bllilf i=23...,N,
p? — b(il)—b(zl)lin i=3,...,N,

i
USW.
bestimmt werden. Der Losungsprozess wird so organisiert, dass zuerst aus den
Elementen der Koeffizientenmatrix a;; des zu lésenden Systems nacheinander
die Grofden ly1, 131, ..., Int, a(zlz), a(213), e a(zllzj, Lo, lag, ..., Ina,s a(323), agi), ... berechnet
und an den entsprechenden Platz gespeichert werden. Die oben betrachtete Koef-
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fizientenmatix nimmt dann die Form an

T4 -1 0 0 0 0
-1 5 1 0 0
0 -+ % 4 -1 0
o % & ¥ -k o
0 o -2 - 8

| 0 0 0 0o —% 330

Dieser Prozess heif3t auch Faktorisierung der Matrix A, denn es gilt
A=1LU

mit der unteren Dreiecksmatrix L

1 0 0 0 00
-1 0o 0o 00
[ 0o - 1 0 00
0o —-&# —-L 1 00
A A
L 89 -
und der oberen Dreiecksmatrix U
(4 -1 0 0 0 07
o X -1 -1 0 o0
u_| 0 0 X L 1 0
o 0o o % B o
o 0o o o % -1
L0 0 0 0 0 3 |

Die zur Lésung des Systems benétigten bgﬁk_)i_l erhilt man als Losung des Systems
Ly=b

in der Reihenfolge y; = by, y; = b(zl), ceL YN = b(I\I,\I_l). Dieser Schritt wird Vor-
wirtseinsetzen genannt. Zum Schluss bestimmt man x als Losung des Systems

Ux =y

durch Riickwirtseinsetzen, also zunichst xy, dann xy—; usw. Bei der Losung ei-
nes Gleichungssystems mit identischer Koeffizientenmatrix und r verschiedenen
rechten Seiten ist die Faktorisierung von A folglich nur einmal, die Prozesse des
Vorwirts- und Rickwirtseinsetzens sind je r-mal durchzufiihren. Bei vollbesetzter
Koeffizientenmatrix sind fiir die Faktorisierung N(N2—1)/3, fiir das Vorwirts- und
Riickwirtseinsetzen N2 wesentliche arithmetische Operationen (Multiplikationen,
Divisionen), insgesamt also N(N% —1)/3 + N? Operationen erforderlich.
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Der Gaufssche Algorithmus fithrt immer zum Ziel, wenn die im Laufe der Fak-
torisierung ermittelten Elemente a(lol), a(zlz), e, a(I\I]\II\J_ Y yon Null verschieden sind.
Dies ist nicht fiir jedes eindeutig auflosbare lineare Gleichungssystem erfiillt. Es
gelingt jedoch stets durch Umnummerierung der Gleichungen (Vertauschung der
Zeilen in der Matrix A und der rechten Seite b) oder der Unbekannten x; (Vertau-
schung der Spalten in der Matrix A) die Forderung a(iii_l) # 0 zu erfillen (rechen-
technisch realisiert man dies durch die Arbeit auf einem Indexfeld). Dazu wihlt
man in der ersten Zeile unter allen Elementen a,; # 0 ein Element a,, aus, 16st
die Gleichung nach x, auf und eliminiert x, aus den restlichen Gleichungen. Um
die numerischen Fehler bei der Auflésung nach x, gering zu halten, bestimmt
man p aus der Forderung

|a1p| = m,ax|a1j| .
J
Im nichsten Schritt wird wieder das betragsmiflig grofite Element der ersten Glei-
chung des reduzierten Gleichungssystems fiir die Unbekannten x;, %, ..., xp—1,

Xp+1,--., XN bestimmt, und zwar

)

‘a(zl)‘ = max ‘a(zl.)
q j#p J

nach x, aufgelést und x; aus den restlichen Gleichungen eliminiert. Die Elemente
a1y, a(zlq), ... heien Pivotelemente, die Strategie der Auswahl Spaltenpivotisierung.
Entsprechend ist auch eine Zeilenpivotisierung bzw. eine allgemeine Pivotisierung

moglich, bei der das betragsmifRig grofite Element in einer vorher festgelegten
(k)
1
Solche Pivotisierungsstrategien sind allerdings nur dann sinnvoll, wenn zuvor die
Koeffizienten in allen Gleichungen durch Multiplikation mit geeigneten Zahlen
auf die gleiche Gréflenordnung gebracht worden sind.

Bisher wurde die schwache Besetztheit der Matrix A nicht beriicksichtigt. Wir
untersuchen nun an einem Beispiel, wie sich die Struktur der Matrix bei Spaltenpi-
votisierung dndert. Betrachtet wird die Diskretisierung eines Differentialausdrucks
zweiter Ordnung ohne homogene Randbedingungen in einem rechteckigen Ge-
biet bei Verwendung von Dreieckelementen vom Typ 1 bei Zerlegung des Gebietes
und einer Knotennummerierung gemifs Abb. 3.1.

Die Struktur der Koeffizientenmatrix ist in Abb. 3.1 angedeutet, die Nichtnull-
elemente a;; # 0 wurden durch ein Kreuz gekennzeichnet. Der grofite Abstand,
den ein Nichtnullelement vom Diagonalelement besitzt, heift Bandbreite m, eine
Matrix von diesem Typ heiflt Bandmatrix. Eine Bandmatrix der Bandbreite m ge-
niigt folglich der Beziehung a;; = 0 fiir alle i, j mit |[i — j| > m. Die in Abb. 3.1
skizzierte Matrix besitzt die Bandbreite m = 5.

Wird nun aq; als Pivotelement gewidhlt, so sind nach dem ersten Reduktions-
schritt die Plitze a5 und as, durch Nichtnullelemente belegt. Wihlt man dagegen
a1 als Pivotelement, werden zusitzlich die Plitze ays, asy, a71, 6101, G102, 11,1,
@112, 8115 belegt. Fiir jedes neu auftretende Nichtnullelement miissen Speicher-
platze bereitgestellt werden. Bei den zu l6senden Systemen sehr hoher Dimension

Spalte bzw. in der gesamten Reduktionsmatrix a;; im k-ten Schritt bestimmt wird.
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1 5 10 15
1T~ T
x [ x| x x| x
5% T T
x | x x | x [ x x | x
x | x x | X | x x| X
10 | x | x| x | x
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x | x x | x| ¥
1 ° 15 <
2 3 4 dE ik

Abbildung 3.1 Gitter und Besetztheit bei einer Diskretisierung mit Dreiecken vom Typ 1.

erreicht man sehr schnell die Grenzen des verfiigbaren Rechners. Deshalb ist man
bei der Wahl des Pivotelements bestrebt, neben kleinen numerischen Fehlern auch
geringe Auffiillung durch Nichtnullelemente zu erreichen. Die Anzahl der bei der
Wahl eines bestimmten Pivotelements hinzukommenden Nichtnullelemente ldsst
sich nur mit relativ hohem Aufwand berechnen, sie kann jedoch nach oben durch
die sogenannten Markowitz-Kosten abgeschitzt werden. Die Markowitz-Kosten fiir
(k—
J

das Pivotelement a'* " im k-ten Reduktionsschritt berechnen sich aus

(e —)(ri—1),

wobei in der i-ten Zeile r; und in der j-ten Spalte ¢; Nichtnullelemente auftreten.
Im obigen Beispiel betragen die Markowitz-Kosten 9 fiir a4; und 18 fur a.
Eine gemischte Pivotisierungsstrategie realisiert nun folgende Schritte:

1. In der i-ten Eliminationszeile werden Elemente ausgewihlt, die einen vertret-
baren numerischen Fehler bei der Auflésung aufweisen. Fiir ein vorgegebenes
p zwischen 0 und 1 sind dies alle a;; mit

laii| > fmax|a;j] .
J

2. Unter allen Elementen a;; wird als Pivotelement das mit den kleinsten Marko-
witz-Kosten gewihlt.

Mit dem Parameter § kann man die Auflésung in dieser bzw. jener Richtung be-
einflussen. 5-Werte nahe bei Eins entsprechen der Spaltenpivotisierung, wihrend
pB-Werte nahe bei Null hauptsichlich die Markowitz-Kosten als Auswahlkriterium
nutzen.
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3.22
Symmetrische Matrizen. Das Cholesky-Verfahren

Fiir eine symmetrische Koeffizientenmatrix gilt a;; = a;; und es geniigt, nur
die Elemente a;; mit i > j abzuspeichern. Ist die Matrix dariiber hinaus positiv
definit (alle Eigenwerte sind positiv), so ist der Gauf3sche Algorithmus mit Pivot-
elementen in der Hauptdiagonale stets theoretisch durchfithrbar. Nach jedem Re-
duktionsschritt entstehen symmetrische Matrizen, dies folgt aus

1 ai101j
a(l.j) = aij — J .
a1l

U kann als Produkt einer Diagonalmatrix D mit der zu L transponierten Matrix L T
dargestellt werden. Damit gilt im Fall symmetrischer, positiv definiter Matrizen

A=LDL"
mit
1 0 a1 0
by 1 : ay)
I = 21 |, D=
(N—1)
lNl lN,N—l 1 0 aNN

Ein Nachteil des Gaufdschen Algorithmus fiir symmetrische Matrizen besteht dar-
in, dass die berechneten [;; (i > j) nicht sofort auf den Platz von a;; (i > j)
gespeichert werden konnen, da die aj; = a;; noch zur Berechnung der reduzier-
ten Koeffizientenmatrix benétigt werden. So kann Iy, erst nach der Berechnung
aller a(jlz) (j = 2) auf den Platz von a;; gespeichert werden. Eine symmetrische Va-
riante des Gau8schen Algorithmus, die diesen Nachteil vermeidet, ist das Cholesky-
Verfahren.

Verwendet man die Abkiirzung k;; = -2

Jou’

Matrix nach dem ersten Reduktionsschritt nach der Formel

i =1,..., N, so berechnet sich die

1 .
a(ij) =a;;—kakj, i,j>2.

Die k;; konnen nun direkt auf den Platz der a;; gespeichert werden, weil die a;;
zur Berechnung der a(ilj)(i, j > 2) nicht mehr benétigt werden.

Auf diese Weise gelingt es gegeniiber dem unsymmetrischen Fall, N(N — 1)/2
Speicherplitze (bei vollbesetzter Matrix) einzusparen, allerdings miissen N Qua-
dratwurzeln berechnet werden. Die Zahl der Multiplikationen bzw. Divisionen be-
trigt (N3 + 9N? + 2N)/6.

Die Faktorisierung der Koeffizientenmatrix mit dem Cholesky-Verfahren kann
interpretiert werden als Zerlegung

A=1LL"
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mit
ki O 0
L =
0
kNl kNN

Zusammengefasst erfolgt die Losung mit dem Cholesky-Verfahren in den folgen-
den Schritten:
1. Faktorisierung

Fiirl = 1,..., N berechne man
ki = Vau,
firi =1+1,..., N berechne man
ail
ki = —,
ki

fur j =14 1,..., N berechne man

aij = aij — kikji.

2. Vorwirtseinsetzen

Firi =1,..., N berechne man
d = by,
fur j =1,...,i — 1 berechne man
d=d—kfj
d
fi= e

3. Riickwiirtseinsetzen

Fir j = N, N —1,...,1 berechne man

d= fj,

furi = j +1,..., N berechne man
dZd-l—kijxi,
4
Xj = b

Wir betrachten nun die Anwendung des Cholesky-Verfahrens auf eine symme-
trische Bandmatrix mit der Bandbreite m. Dann ist die in jedem Reduktionsschritt
neu entstehende Koeffizientenmatrix eine Bandmatrix mit einer Bandbreite klei-
ner oder gleich m. Im ersten Reduktionsschritt gilt nimlich

ki=0 fur |[i—1]>m,

59
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1 3 6 10 1 5 10 15
NonE
x| x| % x | x
2 5 -
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x | x x [ x [ X x| x
x | x x [ Xl x
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Abbildung 3.2 Verringerung der Bandbreite durch Umnummerierung.

und wegen

a(LlJ) = aij - kilkjl (l:_] 2 2)

folgt

S
Il

D=0 far |i—jl>m.
Das bedeutet, dass sich die Zerlegung einer symmetrischen positiv definiten Band-
matrix nur innerhalb des Bandes abspielt. Nutzt man diese Tatsache aus, kénnen
(N — m)(N — m—1)/2 Speicherplitze zusitzlich eingespart werden. AufRerdem be-
nétigt man weniger Multiplikationen und Divisionen fir einen Reduktionsschritt
als bei einer vollbesetzten Matrix. Insgesamt hat man jetzt N Quadratwurzeln zu
berechnen und héchstens Nm(m + 3)/2 Multiplikationen bzw. Divisionen auszu-
fithren.

Folglich ist zur Minimierung des Rechen- und Speicheraufwandes eine mini-
male Bandbreite wiinschenswert. Man kann durch eine Umnummerierung der
Knoten die Bandbreite verindern. Wir betrachten erneut das Beispiel aus Ab-
schnitt 3.2.1, vgl. Abb. 3.1.

Nummeriert man die Knoten gemifd Abb. 3.2 links, so ergibt sich die im rechten
Teil des Bildes angedeutete Koeffizientenmatrix. Man sieht, dass sich die Bandbrei-
te auf 4 verringert hat. Es gibt Algorithmen zur systematischen Reduzierung der
Bandbreite, wir verweisen hier auf die Literatur [54, 62, 63].

Zu Aspekten der Implementation des Cholesky-Verfahrens auf Parallelrechnern
verweisen wir auf [39].

3.2.3
Weitere direkte Verfahren

Die Frontlosungsmethode wurde 1970 von Iron zur Losung sehr grofler linearer
Gleichungssysteme mit symmetrischer, positiv definiter Koeffizientenmatrix unter
Verwendung externer Speichermedien vorgeschlagen. Das Verfahren erméglicht
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die direkte Losung von Gleichungssystemen hoher Dimension, fiir die der vor-
handene Hauptspeicher eines gegebenen Rechners nicht ausreichen wiirde, fithrt
aber aufgrund der zusitzlichen Transferoperationen zwischen den Speichermedi-
en zu einer erheblichen Erhéhung der Rechenzeit. 1976 untersuchte Hood den
allgemeinen unsymmetrischen Fall. Obgleich der Aspekt des zu kleinen verfiigba-
ren Hauptspeichers mit fortschreitender Rechnerentwicklung zunehmend in den
Hintergrund rtickt, spielen die zugrundeliegenden Konzepte bei der Entwicklung
neuer direkter Losungsverfahren eine wesentliche Rolle [21, 22, 24]. Der Einfach-
heit halber erliutern wir die Frontldsungsmethode fiir den symmetrischen, positiv
definiten Fall.

Bei der Faktorisierung einer Bandmatrix der Bandbreite m nach dem Cholesky-
Verfahren in A = L- LT werden fiir jeden Reduktionsschritt nur m aufeinan-
derfolgende Zeilen der Matrix im Hauptspeicher benétigt. Im ersten Reduktions-
schritt ist nimlich k;; = 0 fir |i — 1| > m, d.h., die Zeilen mit den Nummern
i=m++2,..., N werden von der Elimination der Unbekannten x; nicht beriihrt.
Die Frontlésungsmethode nutzt dies aus, indem das Gleichungssystem nur so-
weit aufgebaut wird, wie dies zur Elimination der ersten Zeilen erforderlich ist,
die bereits eliminierten Zeilen werden auf einem externen Speichermedium auf-
gehoben. Auf diese Weise wechseln Aufbauschritte der Koeffizientenmatrix und
Eliminationsschritte einander ab.

Seien A’ die Elementmatrix zum finiten Element K, und g, die kleinste, p,, die
grofite Knotennummer des Elements K. Aus der Bandstruktur der Matrix A, =
ZZ‘:l Al folgt, dass p, — q, < m fiir jedes K, gilt. Wir nehmen an, dass die
Elemente K, bereits so nummeriert wurden, dass q; < g, < .... Man beginnt nun
mit dem Aufbau der Koeffizientenmatrix gemif

Ap=AL + AL+,
bis erstmals gq; > 1 gilt. Die Matrix
Ch=A} +...+ A2

stimmt dann in den ersten q; — 1 Zeilen und Spalten mit A}, tiberein, durch Addi-
tion aller weiteren Elementmatrizen A’} (u > 1) wird dieser Teil von A, nicht ver-
indert. Daq; = q; = ... = q;—1 = 1 giltund in jedem K, die Differenz p, — g,
héchstens m betrigt, folgt p1, ..., pi—1 < m + 1. Zu diesem Zeitpunkt sind in der
Matrix Ay, also erst m + 1 Zeilen und Spalten belegt. Dieser Teil der Matrix, die
sogenannte Frontmatrix, wird im Hauptspeicher untergebracht (Abb. 3.3).

Nun konnen g; — 1 Eliminationsschritte durchgefithrt werden, wobei die berech-
neten k;; im externen Speichermedium aufgehoben werden. Die Koeffizienten in-
nerhalb des Bereiches der Frontmatrix (vgl. Abb. 3.3) stimmen zwar noch nicht alle
mit den entsprechenden Matrixelementen von A, iiberein, die Elimination kann
aber aufgrund des Kommutativgesetzes der Addition

1—1
R u u
Gij = E :a’ij+ E :a’ij
u=1

u=l
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q-1 m+1
{ FRONT | .
i MATRIX !
Q-1 s :
mA41 fameeeae
0

Abbildung 3.3 Frontmatrix mit vollstindig aufgebauten Zeilen und Spalten (grau).

dennoch durchgefiihrt werden. Die nachfolgenden Schritte zum weiteren Aufbau
von Ay fithren zu den gleichen Elementen der Reduktionsmatrix, die man durch
Elimination der vollstindig aufgebauten Matrix A, erhalten wiirde. Istz. B. q; =1
und g, = 2, so erhilt man bei vollstindig erzeugtem A},

a(zlz) = ay —kaky .
Im Fall der Frontldsungsmethode kann die erste Zeile bereits eliminiert werden,
bevor Azh berechnet wurde. Weiterer Aufbau von Ay, fithrt zu

1 _ 1 u
Gy = 6y — karka + a7
u=2

1
ay) = Z ahy — karkar = az — kaikay .

u=>1

Aufbau und Eliminationsschritte wechseln einander ab, im Hauptspeicher wird
stets nur die Frontmatrix der Dimension m + 1 benétigt.

Fiir die Matrix gemidfs Abb. 3.2 mit zugehérender Knotennummerierung wird in
Tabelle 3.1 in der letzten Spalte die Gleichungsnummer angegeben, die nach dem
Aufbau bis zum entsprechenden Element eliminiert werden kann.

Beispielhaft betrachten wir den Aufbau und die ersten beiden Eliminations-
schritte fiir die spezielle Matrix A} aus Abschnitt 2.2. Die dort gegebene Element-
nummerierung (vgl. Abb. 2.17) entspricht nicht der Forderung q1 < q; < ...,
z.B. ist g10 = 1 aber g5 = 2. Bei der in Abb. 3.4 angegebenen Nummerierung ist
diese Forderung erfullt, die drei Randelemente, die keinen Beitrag zu A}, liefern,
wurden von vornherein weggelassen.



Tabelle 3.1 Aufbau- und Eliminationsschritte.

belegte Zeilen und

zu eliminierende

Element gq; p; Spaltender Frontmatrix  Gleichung
1 1 3 13 1
2 2 5 2-5 -
3 2 5 2-5 2
4 3 6 36 3
5 4 8 48 -
6 4 8 48 4
7 5 9 59 -
8 5 9 59 5
9 6 10 6-10 6
10 7 11 7-11 7
11 8 12 812 -
12 8 12 812 8
13 9 13 9-13 -
14 9 13 9-13 9,10
15 11 14 11-14 11
16 1215 12-15 -
17 1215 12-15 12,13
18 14 16 14-16 14,15, 16
21
20 22
6
16 18
15 17 19
4 5
5 9 13
4 6 10 14
1 2 3
1 3 12
2 7 11

Abbildung 3.4 Elementnummerierung mit g1 < g, <....

3.2 Direkte Verfahren | 63
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1 1
2 -1 > 1
L EITITT v 22
’ ! 22 V15 V15
-1 3 -3 o [rm T
: 2 V15 |1 30 15 3
2| 26
! 2 v H I
A -1 -1

Abbildung 3.5 Bestimmung und schrittweise Ubertragung der Cholesky-Zerlegung in den exter-
nen Speicher.

Dagy =...= q¢ = 1und g7 = 2 ist, wird die Matrix A}, im ersten Schritt durch
Addition der ersten sechs Elementmatrizen A}, ..., AS aufgebaut. Man erhilt
4 -1 :
3 1
-1 3 —2
1
-1 1

Die Elimination der ersten Zeile fithrt zu

1

2 2
_1 S _1
2 1 2
_% 1

Die erste Zeile und Spalte kénnen nun auf das externe Speichermedium tber-
tragen werden. Der weitere Aufbau von A, umfasst alle Elemente K, mit q, = 2,
hier also A%, ..., A. Dies ergibt die in Abb. 3.5 (links) angegebenen Struktur. Nun
kann die zweite Zeile eliminiert und auf das externe Speichermedium tibertragen
werden (vgl. Abb. 3.5, rechts). Vor der Elimination der dritten Zeile sind die Ele-
mentmatrizen A}, ..., A} zu addieren. In dieser Weise fihrt man fort.

Das beschriebene Prinzip der Frontlésungsmethode kann erweitert werden, in
dem man den Aufbau der Koeffizientenmatrix gemifd

m
Aw=Y A=A+ AR [ AT A ]

u=1

G G
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hierarchisch betrachtet. Fiir jeden Klammerausdruck kann man eine Frontalmatrix
aufbauen, man spricht dann von einer Multifrontlésungsmethode [24].

Moderne direkte Losungsverfahren fiir schwach besetzte Systeme verbinden die
in Abschnitt 3.1 dargestellten Prinzipien der Pivotsuche mit Frontlésungskonzep-
ten und erlauben die Lésung von Gleichungssystemen von bis zu 100 000 Unbe-
kannten in akzeptabler Rechenzeit. Der direkte Loser UMFPACK V4.3 [21] wurde
fiir schwach besetzte Systeme mit unsymmetrischer Koeffizientenmatrix A entwi-
ckelt und findet in der viel genutzten MATLAB®.Umgebung als x = A\b Anwen-
dung. UMFPACK faktorisiert die Matrix PRAQ in das Produkt LU. Der Permu-
tationsmatrix Q entspricht eine Umnummerierung der Spalten, die ausgewihlt
wird, um eine gute obere Schranke fir das ,fill in“ zu sichern, wobei die Num-
merierung im Prozess der Faktorisierung weiter verfeinert wird, ohne die ,fill in“
Schranke zu tiberschreiten. Die durch die Matrix P ausgedriickte Zeilennumme-
rierung wird wihrend der Faktorisierung so gewihlt, dass numerische Stabilitit
gewihrleistet und die schwache Besetztheit erhalten bleibt. Die Diagonalmatrix R
dient der Zeilenskalierung der Matrix A. Fiir Details verweisen wir auf [21, 22].

33
Iterative Verfahren

3.3.1
Aligemeine Bemerkungen

Ein lineares Einschrittverfahren zur iterativen Losung des linearen Gleichungssys-
tems

Ax =D

besitzt die allgemeine Form

k1 ok
BX Y L Axt=b, k=012..., (3.1)

Tk
dabei sind die 7}, Iterationsparameter, und B ist eine nichtsingulire Matrix. Fiir ein
explizites Iterationsverfahren ist B die Einheitsmatrix, und zur Berechnung einer
neuen Niherung x* ' gemif

T = xk 47 (b — Axh

ist im wesentlichen eine Matrix-Vektor-Multiplikation erforderlich. Diese Verfah-
ren heifdt Richardson-Iteration. Implizite Iterationsverfahren (B # E) erfordern zu-
sitzlich die Auflosung eines Gleichungssystems By = d. Andererseits beeinflusst
die Wahl von B die Anzahl der notwendigen Iterationsschritte fiir einen akzepta-
blen Niherungswert. Im Extremfall ist B = 7, A, fiir eine beliebige Anfangsni-
herung x° wird in einem Iterationsschritt die Losung erreicht, wobei jedoch die
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Losung des Systems By = d ebensoviel arithmetische Operationen erfordert wie
die direkte Losung des Ausgangssystems Ax = b. Die Wahl von B hat nun so zu
erfolgen, dass die Systeme By = d mit geringem Aufwand gelost werden kon-
nen und die Zahl der Iterationen gering bleibt. Ist x* die exakte Losung von (3.1)
und bezeichnet man mit e = x* — x* die Folge der Fehlervektoren, so gilt die
Iterationsvorschrift

A= Toek 0 = k0 x*

mit der Iterationsmatrix
T, =1-— ‘[kB_lA.

Oft betrachtet man Verfahren mit 7, = 7 fiir alle k, dann folgt auch T = T fur
alle k, und es gilt

Satz 3.1

Das Einschrittverfahren (3.1) mit v, = v fiir alle k konvergiert genau dann fiir alle
Startvektoren x° gegen die exakte Losung x*, wenn alle Eigenwerte der Iterations-
matrix T dem Betrage nach kleiner als Eins sind.

Im Gegensatz zu den direkten Verfahren benétigt man bei iterativen Verfahren ein
Abbruchkriterium, nach dem entschieden wird, wann die Iteration gestoppt wird.
Ein Maf fiir den Fehler ist der Abstand des Losungsvektors x* = (x;",..., x5%)
zum k-ten Niherungsvektor x¥ = (xf,..., xf). Man nennt diesen Abstand auch

euklidische Norm und fiihrt die Bezeichnung ein

(3.2)

Im Idealfall hat man eine Fehlerabschitzung
l* = x|l < Cellx® — x*|

und stoppt das Verfahren, wenn Cj kleiner ist als eine vorgegebene Schranke
e > 0. Cy, ist der Faktor, um den sich der Anfangsfehler |x® — x*| nach k Ite-
rationen mindestens reduziert hat. Praktisch stoppt man ein Verfahren oft, wenn
fur die Differenz zweier aufeinanderfolgender Niherungen gilt

[x¥ ! — x| <&, (3.3)
oder wenn fiir den Rest r¥ = b — Ax* (auch Residuum oder Defekt genannt) gilt
¥ < e. (3.4)

Beide Kriterien (3.3) und (3.4) besitzen den Nachteil, dass der Fehler e* = x* — x*
auch fiir kleine ¢ relativ grof sein kann. Man benétigt noch gewisse Zusatzin-
formationen, um aus (3.3) bzw. (3.4) auf die Giite der Niherung x* schlieRen zu
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kénnen. Aus der Beziehung
(I = T)ek = —(xFT1 —x¥

folgt

flact+! — ¥

vV |/f¢min|

Umin ist der (betragmiRig) kleinste Eigenwert der Matrix (I — T)T - (I — T). Fiir
symmetrische Matrizen T gilt insbesondere /|pmin] = 1 — |Amax|, dabei ist Amax
der betragsmifRig grofite Eigenwert von T.

Im Falle des Kriteriums (3.4) erhalten wir aus

k
lle*ll <

= Aet
sofort

I

le*) <
|Vmin|

mit dem betragsmiiRig kleinsten Eigenwert v, der Matrix AT A. Fiir symmetri-
sche Matrizen A gilt speziell v/|vmin| = |Amin|, dabei ist A, der betragsmifig
kleinste Eigenwert von A. Um also die Giite der Approximation x* bei Anwen-
dung der Abbruchkriterien (3.3) bzw. (3.4) sicher beurteilen zu konnen, benétigt
man Abschitzungen fir die entsprechenden Eigenwerte.

3.3.2
Das Jacobi-Verfahren, das Gauf-Seidel-Verfahren und das Verfahren der sukzessiven
Uberrelaxation (SOR)

Wihlt man v = 1 und fur B die Diagonale von A, so erhilt man das Jacobi-
Verfahren. Die Auflosung der Systeme By = d ist wegen

a1 0

0 aNN

sehr einfach und in nur N arithmetischen Operationen méglich. Das Iterationsver-
fahren (3.1) kann somit in der Form

aiixik+1:bi—2aijle?, i=1,...,N,
j#i

dargestellt werden. Alle Komponenten xik+1 der neuen Niherung x* kénnen
gleichzeitig, in einem Schritt aus x* berechnet werden. Man nennt das Jacobi-
Verfahren daher auch Gesamtschrittverfahren. Neben dem Speicherplatzbedarf

67
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fiir die Koeffizientenmatrix, dem Vektor der rechten Seite und dem ,neuen‘ Lo-
sungsvektor ist zusitzlich ein temporarer Vektor der Linge N fiir die ,alte Nahe-
rung abzuspeichern. Wegen der bei der Methode der finiten Elemente tiblichen
schwachen Besetztheit der Koeffizientenmatrix kann die i-te Komponente der neu-
en Niherung x* aus wenigen benachbarten GroRen des Finiten-Elemente-Netzes
berechnet werden, ein Umstand, der fiir das Rechnen auf Parallelrechnern mit
verteiltem Speicher besondere Bedeutung besitzt [29].

Wihlt man im Iterationverfahren (3.1) ¢ = 1 und fiir B die untere Dreiecksma-
trix von A, so erhilt man das Gauf-Seidel-Verfahren. Die Auflosung der Systeme
By = d entspricht jetzt dem Prozess des Vorwirtseinsetzens. Unter Berticksichti-
gung von

N1 't GNN

kann das Verfahren in der Form

aiixik+1:bi—Zaijx}‘_H—Zaijxf, iZl,...,N,

j<i j>i

dargestellt werden. Ausgehend von einer Niherung x* berechnet man die erste
Komponente xlk T1 der folgenden Niherung x**? aus der ersten Gleichung. Zur
Berechnung von xzk ., x;f,+1 wird xf nicht mehr benstigt. Also speichert man
zweckmifligerweise den berechneten Wert xlk T gleich auf dem Platz von xF. Ent-
sprechend werden die Werte x) xK 1 unmittelbar nach ihrer Berechnung

auf den Platz xf,..., xF gespeichert. Eine parallele Berechnung aller Losungs-

yeeey

komponenten ist nun allerdings nicht mehr méglich. Im Unterschied zum Jacobi-
Verfahren nennt man daher das Gauf-Seidel-Verfahren auch Einzelschrittverfah-
ren. Die Anzahl der wesentlichen arithmetischen Operationen fiir einen Iterati-
onsschritt betrigt bei vollbesetzter Matrix N2. Im Fall einer Bandmatrix reduziert
sie sich auf O N, wobei 0 die mittlere Anzahl der Nichtnullelemente in einer Zei-
le bezeichnet. Die schwache Besetztheit der Matrix A kann somit voll ausgenutzt
werden, im Verlauf der Rechnung wird kein zusitzlicher Speicherplatz benétigt.

Fir die Durchfithrung des Jacobi- und Gauf3-Seidel-Verfahrens ist notwendig,
dass die Diagonale von A nur aus Nichtnullelementen besteht, also aq1, a2, ..,
ann verschieden von Null sind. Hinreichend fiir die Konvergenz der Methoden
sind folgende Kriterien:

[0 Lemma 3.1

Das Jacobi-Verfahren konvergiert fiir einen beliebigen Startwert x°, falls das Zei-
lensummenkriterium

i

j#i

<1

a,‘j

all
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oder das Spaltensummenkriterium

a,’j
max —1 <1
¢ § 0
J i il

gilt.

Lemma 3.2

Das GauR-Seidel-Verfahren konvergiert fiir einen beliebigen Startwert x°, wenn
Y1,-.., YN < 1 gilt, wobei

N

7122 Z—i,
j=2
i—1 aij N a«;}
yi=2;y1+z =L, i=2..,N
j=1 12 _}=l‘+1 123

Es sei vermerkt, dass das in Lemma 3.1 formulierte Zeilensummenkriterium hin-
reichend dafiir ist, dass yi,...,yn < 1 gilt. Beziiglich schwicherer Konvergenz-
kriterien fiir spezielle Matrizen verweisen wir auf [35].

Fiur das Losen der bei der FEM entstehenden grofen Gleichungssysteme ist
die Abhingigkeit der Konvergenzgeschwindigkeit des Jacobi- und Gauf-Seidel-
Verfahrens von der Feinheit h des Netzes interessant. Leider verringert sich die
Konvergenzgeschwindigkeit beider Verfahren mit Verfeinerung des Netzes. Eine
genaue Analyse des in Kapitel 2 behandelten Modellproblems zeigt, dass de r Fak-
tor der Fehlerreduktion C; in jedem Iterationsschritt in Abhingigkeit von der Netz-
weite h = 1/M der Beziehung

Ci=1-0(h?%

geniigt. In Abb. 3.6 ist der Faktor der Fehlerreduktion in Abhidngigkeit von der An-
zahl der Iterationen fiir die Schrittweiten h = 1/16, h = 1/32, h = 1/64 und
h = 1/128 dargestellt. Wihrend das Gauf’-Seidel-Verfahren etwas schneller kon-
vergiert, ist die qualitative Verschlechterung der Konvergenzgeschwindigkeit bei
beiden Verfahren gleich.

Eine Verbesserung gelang 1950 mit dem Verfahren der sukzessiven Uberrelaxation
(SOR), das bei optimaler Wahl des Relaxationsparameters eine Fehlerreduktion in
jedem Iterationsschritt um

G =1-0(h)
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h=1/128
o | h=1/64 4
h=1/32 1
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Abbildung 3.6 Faktor der Fehlerreduktion beim Gesamtschrittverfahren.

ermdglicht. Man erhilt das Verfahren der sukzessiven Uberrelaxation, indem man
die Anderung x* — x} in jedem GauR-Seidel-Einzelschritt

* 2: k+1 k
AiiX; :b,‘— a,‘jxj —Zaijxj
j<i Jj>i

mit einem Faktor @ multipliziert, also

T =xf 1o (xi* - xk) .

i i

Das SOR-Verfahren ist auch in der Form (3.1) darstellbar, hierzu wihlt man 7 = @

und
a1 0
wan
B =
waNy1 -+ WANN—1 O@NN

Da B ebenfalls Dreiecksstruktur besitzt, ist der Aufwand an wesentlichen arith-
metischen Operationen in einem Iterationsschritt ebenso hoch wie beim Gaufi-
Seidel-Verfahren. In Komponentenschreibweise lautet das SOR-Verfahren

k+1 k+1 k k
aiix; = bi—Zaijxj _Z“ijxj +(1—w)aix,

i
j<i j>i

i = 1,..., N. Fur die Realisierbarkeit des Verfahrens ist wieder notwendig, dass
die Diagonalelemente von A, also a11, dy3, . .., ayn von Null verschieden sind.
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Lemma 3.3

Ist A symmetrisch und positiv definit, so sind alle Diagonalelemente a;; von Null
verschieden und das SOR-Verfahren konvergiert fiir alle w mit 0 < o < 2
gegen die exakte Losung x™ des Gleichungssystems. Als Spezialfall des SOR-
Verfahrens (w = 1) konvergiert unter gleichen Voraussetzungen auch das GauR-
Seidel-Verfahren.

Die Frage nach der Wahl des optimalen (im Sinne einer schnellen Konvergenz
des Iterationsverfahrens) Relaxationsparameters w kann nur in Spezialfillen be-
antwortet werden. So ist fiir bestimmte Klassen von Matrizen die Abhingigkeit des
Faktors der Fehlerreduktion C; in einem SOR-Iterationsschritt vom Relaxationspa-
rameter und vom grofdten Eigenwert f der Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahren
bekannt [35]:

-0+ 0 + By1 + 2P o< w<
— W - w — W ur w w
Ci(w,B) = 2 4 =

w—1 fir wept < @ < 2

mit wepr = Um nun f zu schitzen, bietet sich die folgende Vor-

2
1+/1-p%
gehensweise an: Man wahlt < wqp (z.B. @ = 1), fiihrt einige Iterationsschrit-
lact+T — x|

te durch und bestimmt aus den Quotienten eine Niherung fiir

ok _ k=1
Cy(w, ). Hieraus kann ein Niherungswert ﬁl1|r| B und dar|llit auch fiir wop be-
stimmt werden. Die oben angegebene Berechnungsformel zeigt ein schnelleres
Anwachsen von Cy filr @ < wep als filr @ > wp. Deshalb sollte man @ ~ wpt
eher zu grofl wihlen.

333
Das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG)

Wir erldutern hier die klassische Variante des Verfahrens der konjugierten Gradien-
ten, bei der vorausgesetzt wird, dass die Matrix A symmetrisch und positiv definit
ist. Am Ende dieses Abschnittes zeigen wir, wie Gleichungssysteme mit unsym-
metrischer Koeffizientenmatrix A gelst werden konnen.

Das CG-Verfahren (engl.: Conjugate Gradient method) beruht auf der Tatsache,
dass die Losung x* des linearen Gleichungssystems Ax = b zugleich die quadra-
tische Funktion

1
F(x)=-x'Ax—b'x
minimiert.
Seien x° ein Startwert und r* = b — Ax¥ der Defekt im k-ten Iterationsschritt.

Der neue Niherungswert x¥ 1! wird in der Form

xk+1 — xk +/‘Lof'o—|—--'—|—/‘t)¢7’k
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angesetzt, und die Koeffizienten A; werden aus der Forderung

F(x*Th) = rr/llin F(x* 4+ Aor® + -4 Aprh)

bestimmt. Diese Idee fithrt zu dem erstmals von Hestenes und Stiefel im Jahre
1952 vorgestellten Algorithmus:

1. Fir einen Startwert x° berechne man
P =b— AxO, p’=r".

2. Firk =0,1,2,... teste man, ob p* = 0.
Wenn ja, ist x* Losungsvektor.
Wenn nicht, berechne man

(T’k)TT’k
U= CRT Apk
(p*) " Ap
Xkl = xk 4 Olkpk,
Pl =k akApk ,
ﬁk _ (T’k+1)TT’k+l
(rk)Trk ’

p*H = 4 gLk

Theoretisch endet das CG-Verfahren in N Schritten mit der exakten Losung x*,
aufgrund von Rundungsfehlern wird dies auf Computern i. allg. nicht erreicht. Die
Genauigkeit der k-ten Niherung x* hingt vom Startwert x° und von der Vertei-
lung der Eigenwerte der Matrix A ab, im giinstigsten Fall kommt man mit weniger
als N Schritten aus. Verwendet man als Maf fiir den Fehler nicht die euklidische
Norm ||y||, sondern die durch die symmetrische, positiv definite Matrix A erzeugte
energetische Norm ||y]la = /y T Ay, so hat man folgende Aussage fiir das CG-
Verfahren:

O Lemma3.4

Sind Amin, Amax der kleinste bzw. grofite Eigenwert einer symmetrischen, positiv

definiten Matrix A und ist k = —=2

%, so gilt die Fehlerabschitzung

min

k
Kk—1
||xk_x*||A§(£+ ) 20 — x*a .

« heifdt auch Kondition der Matrix A.

Extrem giinstig ist also die Anwendung des Verfahrens fiir Matrizen mit Kondi-
tionszahlen nahe bei Eins. Allerdings ist die angegebene Fehlerabschitzung oft
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zu pessimistisch, weil die konkrete Verteilung aller Eigenwerte innerhalb des In-
tervalls [Amin, Amax] in der Abschitzung unberticksichtigt bleibt. Tatsdchlich liefern
schon wenige CG-Schritte akzeptable Niherungen, wenn die Eigenwerte sich in
wenigen Gruppen hiufen. Treten im Extremfall nur | <« N verschiedene Eigen-
werte auf, endet das Verfahren theoretisch in I Schritten.

Fur elliptische Randwertprobleme zweiter Ordnung gentigt die Kondition der
beim Verfahren der finiten Elemente erzeugten Matrizen der Abschitzung (in Ab-
schnitt 9.3 zeigen wir dies fiir ein Modellproblem)

k< Ch™2%.

Fordert man dann
() (2
Ve+1) ~\JC+h '

so erhilt man fiir die Zahl der fiir eine Fehlerreduktion um den Faktor ¢ erforder-

lichen Iterationen

c. 1
k~ W In o
Die Faktoren der Fehlerreduktion sind damit beim CG-Verfahren und beim SOR-
Verfahren asymptotisch gleich. Der wesentliche Vorteil des CG-Verfahrens gegen-
tiber dem SOR-Verfahren besteht jedoch darin, dass zur Durchfiihrung des CG-
Verfahrens auf die Kenntnis des optimalen Relaxationsparameters w,p; verzichtet
werden kann.

Bei der rechentechnischen Realisierung des CG-Verfahrens ist die Speicherung
der vier Vektoren xF, r¥, pk, Apk erforderlich. Die Zahlenparameter a; und [
besitzen nur kurzzeitig Bedeutung. Damit ist der Speicher- und Rechenaufwand
fur einen CG-Schritt im Fall einer Bandmatrix mit fester Bandbreite proportional
zur Dimension N des Gleichungssystems.

Die Durchfiithrung eines Iterationsschrittes erfordert nicht unbedingt die expli-
zite Kenntnis der Koeffizientenmatrix A und damit nicht notwendig deren Spei-
cherung. Wie in Abschnitt 2.2.1 beschrieben, setzt sich die Koeffizientenmatrix A
aus den Elementmatrizen A#, u = 1,..., M, additiv zusammen, also

M
A= ZA”.
u=1

Folglich kann der im CG-Verfahren benstigte Vektor w* = Ap* auch element-
weise nach der Vorschrift

M
wk — Z Aﬂpk
u=1

berechnet werden.
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Lineare Gleichungssysteme mit unsymmetrischer Koeffizientenmatrix kénnen
im einfachsten Fall durch Ubergang zum System

ATAx = ATb

mit dem CG-Verfahren gelost werden, denn B = AT A ist symmetrisch und positiv
definit. Wegen

k(AT A) = [k(A))

verschlechtert sich i. allg. die Kondition signifikant, deshalb wendet man diese Idee
meist nicht an.

Eine andere Idee basiert auf der Tatsache, dass fiir symmetrische, positiv definite
Matrizen die dem CG-Verfahren zugrunde liegende quadratische Form F(x) auch
in der Form

1 1
Flx) = SflAx — bl — Ellblli—l

dargestellt werden kann. Mit A symmetrisch, positiv definit ist nimlich auch A™!
symmetrisch und positiv definit, daher die Norm || - || o—1 definiert. Dariiberhinaus
gilt mit gewissen Koeffizienten uq, ..., tun

xm+1 — x0+ﬂoro+"'+/,¢kAm_1T0 )

Die Minimierung von F zur Bestimmung des (m + 1)-ten Niherungswertes x 1!
ist damit dquivalent der Minimierung des Defektes auf dem Krylov-Raum K,,(r°, A)
in der Norm ||.|| s-1, wobei der Raum K, (r°, A) definiert ist als Menge aller Vekto-
ren z der Form

2 =‘M()T'O+"'+‘ukAm_1r0

mit geeignet gewihlten Koeffizienten uq, ..., u,,. Diese Idee, die Minimierung
des Defektes in einer bestimmten Norm, kann auf unsymmetrische Matrizen
tibertragen werden. Fiir unsymmetrische bzw. nicht positiv definite Matrizen A ist
jedoch y/y T A~'y nicht notwendig eine Norm. Das von Saad und Schultz 1983
vorgestellte GMRES-Verfahren (engl.: Generalized Minimal RESidual method)
verwendet stattdessen die euklidische Norm ||.||. Wihrend beim CG-Verfahren
die Losung des entsprechenden Minimumproblems auf die oben beschriebe-
nen rekursiven Formeln fithrt und man mit der Speicherung von vier Vektoren
auskommt, benétigt man beim GMRES-Verfahren fiir die Lésung der Minimum-
aufgabe

[b—Ax" T = min |b—Ax"+2)|= min |r°—Az)|
2€ K (r0,A) 2€ Ky (10,A)
alle den Krylov-Raum aufspannenden Vektoren r°, Ar%,..., A"~ 110 Dies fiihrt

aber sehr schnell zu hohen Speicherplatzanforderungen. In der Praxis begrenzt
man daher die Dimension des Krylov-Raumes auf eine den Speicherressourcen
entsprechende Zahl m und startet mit dem erreichten Residuum nach m Schritten
das Verfahren neu.
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Restart-Version von GMRES(m):

1. Start: Fiir einen Startwert x° berechne man
0 =b— Ax°.
2. Iteration: Seien x* und r* gegeben. Fiir k = 0,1,2,...

a. ermittle man 2 € K,,(r¥, A) aus

[r* — A2 = min |r*—Az|
2E K (r¥,A)

b.und setze x¥t1 = x* 4 2.

Fiir die Abnahme der Residuen beim GMRES(m)-Verfahren gilt folgende Konver-
genzaussage:

Lemma 3.5

Ist der symmetrische Anteil Svon A, S := 1(A + AT), positiv definit, so gilt fiir
das GMRES(m)-Verfahren die Abschitzung

mk

A% (S) 2
k min 0
1 “mini=/
||T’ “S( ] ax(]T])) ||T’||

Zu beachten ist, dass bei schlecht konditionierter Matrix die Abnahme des Residu-
ums in den ersten Iterationsschritten nicht zwangsldufig zu einer Abnahme des
Fehlers fithren muss, vgl. Abschnitt 3.3.1. In der Tat gibt es Fille, bei denen ei-
ne Abnahme des Fehlers wesentlich spiter als die Abnahme des Residuums ein-
tritt.

3.3.4
Vorkonditionierte CG-Verfahren (PCG)

Das CG-Verfahren wird zu einer sehr effizienten Methode, wenn man die Kondi-
tion der Koeffizientenmatrix des zu l6senden Gleichungssystems verbessert. Die
Vorkonditionierung (engl.: Preconditioning) kann durch Multiplikation des Glei-
chungssystems mit einer geeigneten Matrix C™! erreicht werden, man erhilt

Cl'Ax=C71p.

Ideal wire C = A, weil dann C~'A die Einheitsmatrix ist, die die Konditionszahl
k(I) = 1 hat. Eine gute Kondition kann deshalb erwartet werden, wenn C nihe-
rungsweise mit A iibereinstimmt.
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Da C7!A auch fiir symmmetrisches C und A nicht notwendig symmetrisch ist,
kann zur Losung des obigen Gleichungssystems das CG-Verfahren nicht unmit-
telbar verwendet werden. Seien C und A symmetrische, positiv definite Matrizen
und C = LLT die Cholesky-Zerlegung der Matrix C. Wendet man nun das CG-
Verfahren auf das Gleichungssystem

A*x* = b*

mit A* = L7TA(LY T, x* = LTx,b* = L7'b an, so ist A* symmetrisch und
positiv definit und die Eigenwerte von A* und C~!A stimmen iiberein.

Die Umrechnung auf die alten Gréflen A, b und x ergibt folgende Variante des
vorkonditionierten CG-Verfahrens:

1. Man wihle C = LLT und berechne fiir einen Startwert x°

0 =b— AxO, ¢ aus Cs®=+0, qozso.
2. Firk =0,1,2,... teste man, ob r¥ = 0.
Wenn ja, ist x* Losungsvektor.
Wenn nicht, berechne man

(rk)TSk
Ak = T Ak
(a)" Aq
xEH1 = xk 4 aqu,
Pl =k — akAqk,
skl aus CsFtl = rk'H,
k1T k41
g, = TS
(rk)TSk ’

g+ = s 4 Bgt.

Im Vergleich zum nicht vorkonditionierten CG-Verfahren erhoht sich der Aufwand
durch die zusitzliche Speicherung des Vektors s* und durch die Auflssung des
Gleichungssystems Cs*T1 = r¥+1in jedem CG-Schritt. Dieser Mehraufwand ist
dann gerechtfertigt, wenn er zu einer Senkung der erforderlichen Iterationsschritte
und damit zu einer Senkung des Gesamtaufwandes fiihrt.

Skalierung
Eine sehr einfache Vorkonditionierung erreicht man bereits, indem fiir die Ma-
trix C die Diagonale von A, also

Cii = @i, i:1,...,N, C,'j:(), 175], i,jZl,...,N

gewdhlt wird. Verallgemeinerungen hiervon benutzen fiir C Blockdiagonalmatri-
zen von A mit invertierbaren Einzelblocken.
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Unvollstindige Cholesky-Faktorisierung

Fiir schwach besetzte, symmetrische, positiv definite Matrizen A bietet sich eine
unvollstindige Cholesky-Faktorisierung (engl. Incomplete Cholesky factorization)
zur Vorkonditionierung des CG-Verfahrens an. Der entstehende Gleichungsloser
heiflt auch ICCG-Verfahren. Die Idee geht auf Meijerink und van der Vorst (1977)
zurtick. Man wihlt eine Indexmenge P, so dass die zugeordneten Matrixelemente
symmetrisch zur Hauptdiagonalen liegen. Aus (i, j) gehort zu P folgt dann (j, i)
gehort auch zu P. Vor dem Iten Reduktionsschritt der Cholesky-Faktorisierung
(ill_l) der Reduktionsmatrix weggelassen, fiir die (i, 1) zu P
gehort. Im Ergebnis entsteht die Aufspaltung

werden alle Elemente a

A=LLT +R,

wobei die Elemente von L und R den Beziehungen k;; = 0 fiir (i, j) € P und
rij = Ofiir (i, j) ¢ P geniigen. Das IC-Verfahren erldutern wir am Beispiel der in
Abb. 3.1 (rechts) angegebenen Bandmatrix. Dazu sei P = {(i, j) fur |i — j| > 2},
das bedeutet, dass auerhalb der Haupt- und den angrenzenden Nebendiagonalen
die Matrizen L bzw. LT nicht besetzt werden. Vor dem ersten Schritt werden nun
die Elemente a5 = as1, a16 = ae Null gesetzt, folglich entsteht an den Stellen
a(zls) = a(slz) keine Auffiilllung. Die Reduktionsmatrix nach dem ersten Schritt be-
sitzt die in Abb. 3.7 gezeigte Struktur. Vor dem nichsten Reduktionsschritt werden
a(216) = a(ﬁlz) und a(217) = a(712) Null gesetzt, und danach wird die Elimination durchge-
fuhrt. Die Plitze a3 und a6; werden nicht aufgefiillt, insbesondere bleiben im 2.
Reduktionsschritt die 6. und 7. Zeile unverindert. Dieser Prozess ist so lange aus-
fuhrbar, solange die Diagonalelemente a1, a,(zlz), ... positiv sind. Wie Meijerink und
von der Vorst zeigten, kann dies fiir die Klasse der M-Matrizen gesichert werden.
Eine Matrix A heifst dabei M-Matrix, falls alle Elemente auflerhalb der Hauptdiago-
nalen nicht positiv und alle Elemente von A™! nicht negativ sind. Die bei der Me-
thode der finiten Elemente zu lésenden Gleichungssysteme erfiillen in der Regel
diese Forderung nicht (nur fur lineare Elemente und unter bestimmten geometri-
schen Bedingungen an die Zerlegung ist die Forderung realistisch). Deshalb sind
verschiedene Modifikationen der unvollstindigen Cholesky-Faktorisierung entwi-
ckelt worden, die die Ausfithrbarkeit der Faktorisierung sichern. Die einfachste
Idee stammt von Kerschaw (1978). In dem Fall, dass wihrend der Faktorisierung
ein nichtpositives Diagonalelement entsteht, ersetzt man dieses durch eine posi-
tive Zahl und setzt den Eliminationsprozess fort. Eine andere Variante ergibt sich
durch Einfithrung eines Parameters a (Manteuffel (1980)). Sei

.« + 1
T 1+4a 1+a

A, A.

Da A, fiir grofle a der Einheitsmatrix nahekommt, existiert fiir a > a stets eine
unvollstindige Cholesky-Faktorisierung L, L. A, stimmt andererseits mit A fiir
kleiner werdendes a immer besser tiberein. Wiinschenswert wire eine Abschit-
zung des minimalen a, das eine unvollstindige Faktorisierung mit Diagonalele-
menten sichert, die nicht kleiner als eine vorgegebene positive Schranke werden.
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1 5 10
1| x| =z
r| x| x r| x
z|T | T T|
T | x €z
5 x| x T| T
T x| T|T T
T | T z | T | x
x| x x| T
x T| x
10 T | | T

Abbildung 3.7 Besetztheitsmuster der Matrix aus Abb. 3.1 (rechts) nach einem IC-Schritt.

Fiir nicht symmetrische Matrizen kann analog eine unvollstindige LU-Zerle-
gung mittels ILU-Verfahren (engl. Incomplete LU-factorization) erzeugt werden.

Vorkonditionierer, die auf der Verwendung mehrerer Gitter basieren
Durch Ausnutzung der Informationen auf verschiedenen Gitterebenen kénnen
sehr effiziente Vorkonditionierer fiir symmetrische Probleme konstruiert werden.
Wir beschreiben hier nur die grundlegenden Ideen, fiir die Details verweisen wir
auf [74, 75] und [10].

Die dem diskreten Problem

Finde uy, € V, sodass furallev, € Vi, :  a(up, vi) = (f, vi)

entsprechende Matrix A ist von der in Vj, gewihlten Basis abhidngig. Bisher haben
wir nur die Knotenbasis betrachtet, d. h. Basisfunktionen, die in einem Gitter-
punkt den Wert 1 und in allen anderen den Wert 0 annehmen. Fiir Gitter, die durch
sukzessive Verfeinerung aus einem Anfangsgitter entstehen, bieten sich auch hier-
archische Basisfunktionen an. Dabei nimmt man mit jeder Verfeinerung des Gitters,
die zu den neu entstehenden Gitterpunkten gehérenden Knotenbasisfunktionen
hinzu. Auf der k-ten Verfeinerungsstufe bezeichnen wir die Menge der Gitterpunk-
te mit Ny und die zugehorigen Knotenbasisfunktionen mit wgk), i € Ni\Np—q
(vgl. Abb. 3.8). Jede Funktion uj, auf dem feinen Gitter der Stufe I kann dann in
der Form

1
k
CEDDED IR T
k=0ie N\ Ny—1

dargestellt werden. Bezeichnen wir die hierarchischen Basisfunktionen begin-
nend mit der Verfeinerungsstufe 0 der Reihe nach durch @;, @,,..., so ist die
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(0)
4

1 2 3 4 5 [§ 7

Abbildung 3.8 Hierarchische Basisfunktionen im eindimensionalen Fall.

dieser Basis entsprechende Matrix A durch @; ;i = a(®;, ®;) gegeben. Ein gu-
ter Vorkonditionierer L LT kann durch eine Blockdiagonalmatrix, die aus der
O-ten Verfeinerungsstufe entsprechenden Matrix A, und weiteren Diagonalele-
menten zur Skalierung besteht, konstruiert werden. Man kann zeigen [74], dass
im zweidimensionalen Fall die Kondition der resultierenden Matrix L~ A(L™1)T
nur noch quadratisch mit der Anzahl der Verfeinerungsstufen wichst. Dies be-
deutet insbesondere, dass die Kondition der im CG-Verfahren verwendeten Matrix
bei Verfeinerung des Netzes nur noch wie |log h|? wichst, im Gegensatz hier-
zu wiichst die Kondition der der Knotenbasis entsprechenden Matrix A wie h™2.
Die Folge ist eine kleinere Anzahl von Iterationen, um eine Fehlerreduktion um
den Faktor € zu erreichen. Leider gilt diese Aussage fir den dreidimensionalen
Fall nicht. Von Bramble, Pasciak und Xu wurde ein dhnlicher Vorkonditionierer
entwickelt, der diesen Nachteil im dreidimensionalen Fall vermeidet [12].

Die der hierarchischen Basis entsprechende Matrix A ist im Vergleich zur Ma-
trix, die der tiblichen Knotenbasis entspricht, stirker besetzt. Sie wird im PCG-
Verfahren allerdings nicht direkt benétigt, zu berechnen ist jeweils nur die Wir-
kung /Aq bei Multiplikation mit q. Diese kann geschickt mit optimalem Aufwand
berechnet werden [74].

AbschlieRend sei vermerkt, dass PCG-Verfahren auch fiir nichtsymmetrische
Gleichungssysteme entwickelt wurden [67].
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Abbildung 3.9 Darstellung von uy, in der hierarchischen Basis.

3.35
Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren gehdren zu den schnellsten iterativen Verfahren zur Auflésung
linearer Gleichungssysteme, die aus der Diskretisierung von Randwertproblemen
fur partielle Differentialgleichungen resultieren. Sie kombinieren die Vorteile di-
rekter und iterativer Verfahren und nutzen die Information der Diskretisierung auf
unterschiedlich feinen Gittern. Dadurch kénnen Verfahren mit asymptotisch opti-
malem Aufwand (proportional der Anzahl der Unbekannten) konstruiert werden.
Zunichst wurden Mehrgitterverfahren nur fiir symmetrische Aufgaben eingesetzt
und dabei hervorragende Konvergenzbeschleunigungen iterativer Methoden beob-
achtet. Die den Mehrgitterverfahren zugrunde liegenden Ideen lassen sich direkt
auf den unsymmetrischen Fall tibertragen. Auch wenn die erreichten Konvergenz-
beschleunigungen oft geringer als im symmetrischen Fall ausfallen, gehoren sie
zu den effektivsten Verfahren zur Losung von Gleichungssystemen hoher Dimen-
sion.

Fir das Modellproblem aus Kapitel 2 beschrieb Fedorenko im Jahre 1961 das
Zweigitterverfahren [26] und 1964 ein Mehrgitterverfahren. Fiir eine ausfiihrliche
Darstellung der mathematischen Eigenschaften des Verfahrens verweisen wir auf
die Monographie [34].

Mehrgitterverfahren werden im raumlich eindimensionalen Fall nicht benétigt,
da die bei der Diskretisierung durch stiickweise lineare Ansitze entstehenden tri-
diagonalen Gleichungssysteme bereits durch den Gauf3schen Algorithmus mit op-
timalem Aufwand gel6st werden. Zur Vereinfachung der Darstellung erkliren wir
dennoch die Grundbausteine des Mehrgitterverfahrens am eindimensionalen Bei-
spiel des Randwertproblems

—u’(x) = f(x) x€(0,1), u0=ul)=0.

Bei einer dquidistanten Unterteilung des Intervalls (0, 1) in Intervalle [x;, x; 1] der
Linge h und stiickweise linearen Ansatzfunktionen ¢; erhalten wir fiir die Nahe-
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rungswerte u; = uy(x;) das Gleichungssytem

U1+ 2U; — Uiy =

| =

1
/f(t)‘Pi(t)dt, i=1,...,N.
0

Wir beginnen mit der Erklirung der Zweigittermethode. Im Abschnitt 3.3.2 sahen
wir bereits, dass die iterativen Verfahren in jedem Iterationsschritt nur eine lang-
same Fehlerreduktion um den Faktor 1 — O(h*), mit 2 > 0, sichern. Eine genaue
Untersuchung zeigt, dass hierfiir jedoch nur gewisse Fehleranteile verantwortlich
sind. Wir demonstrieren dies am Beispiel des Jacobi-Verfahrens. Im obigen Fall
geniigen die Komponenten des Fehlervektors ¢* T im (k + 1)-ten Iterationsschritt
der Beziehung

k k
e;_,te;
et =L =1, ,N.
' 2
Stellt man den Fehler in der hierarchischen Basis (vgl. Abschnitt 3.3.4) ng ) mit
j=0,...,ldar,dh.

1
en(x)=Y. Y Ejpl(v),

j=0 iENj\Nj_l

so lassen sich langwellige und kurzwellige Fehleranteile unterscheiden. Langwelli-
ge Fehleranteile entsprechen dabei Linearkombinationen der Basisfunktionen 1/)5} )
von j = 0 bis I — 1, kurzwellige nur der Linearkombination tber alle Basis-
funktionen 1/15” auf dem feinsten Level I. Wesentlich ist nun die unterschiedliche
Wirkung des Jacobi-Verfahrens auf die beiden Fehleranteile. Wihrend kurzwelli-
gen Fehleranteile in jedem Iterationsschritt um die Hilfte unabhingig von der
Netzweite h reduziert werden, gelingt dies fuir die langwelligen Fehleranteile nicht.
Beim langwelligen Fehleranteil wird im ungiinstigsten Fall nur die Spitze um
O(h*), mit A > 0, gekiirzt. Fiir die langsame Konvergenz der im Abschnitt 3.3.2
beschriebenen iterativen Verfahren sind folglich langwellige Fehleranteile verant-
wortlich, wihrend die kurzwelligen in wenigen Schritten verschwunden (gegldttet)
sind. Die langwelligen Fehleranteile lassen sich aber auf groben Gittern darstel-
len. Die grundlegende Idee der Zweigittermethode besteht nun darin, durch ein
glittendes Iterationsverfahren die kurzwelligen Fehleranteile zu reduzieren und
durch die Berechnung einer Korrektur auf einem gréberen Gitter den langwelligen
Fehleranteil zu approximieren. Im mehrdimensionalen Fall bedeutet dies eine be-
trichtlichen Reduktion des Rechenaufwandes, da die Anzahl der Gitterpunkte bei
Vergroberung eines gleichmifigen Netzes auf ein Viertel bzw. ein Achtel sinkt.

Zur Kennzeichnung von Grofien des feinen bzw. des groben Gitters verwenden
wir die Indizes h bzw. H. Sei nun ), ein Startwert zur Losung des Gleichungssys-
tems auf dem feinem Gitter

Ahuh = bh .
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[ [ [ I [ [ [ [

Abbildung 3.10 Reduktion kurzwelliger Fehleranteile.

Abbildung 3.11 Reduktion langwelliger Fehleranteile.

Wir fithren zunichst v, Glattungsschritte mit einem iterativen Loser u, — Suy
aus und erhalten i, = S"'u9. Das Gleichungssystem fiir die exakte Korrektur
Wp = Up — U

Apwy, =d, mitdem Defekt dj, := by, — Aniin

hat die gleiche Dimension wie das Feingittersystem. Da der Fehler wy, durch das
Iterationsverfahren bereits geglittet ist, ersetzt man nun dieses System durch das
Grobgittersystem

Apgwy =dy

niedrigerer Dimension und berechnet die Korrektur wy mit einem direkten Ver-
fahren. Dazu wird der Feingitterdefekt dj, auf dy restringiert, also dy = Rd), mit
einer Rechteckmatrix R. Die neue Niherung auf dem feinen Gitter ergibt sich mit
Hilfe der Prolongation P zu

Up = U+ Pwy .

Als Glittungsiteration kénnen beispielsweise das Jacobi-, das Gaufi-Seidel-, das
SOR- oder das ILU-Verfahren verwendet werden. Bei konformen finiten Elemen-
ten, d.h. Vi C V,, gibt es eine natiirliche Wahl fiir das Grobgitterproblem. Sei
a(u,v) die Bilinearform des zugeordneten stetigen Problems, dann lautet das
Grobgitterproblem:

Finde wy € Vy, sodassfiurallevy € Vg :  a(wg,vy) = d(vy)
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Abbildung 3.12 Darstellung einer Grobgitterbasisfunktion durch Feingitterbasisfunktionen.

Level 3

Level 2
Level 1
Level 0
Abbildung 3.13 V- und W-Zyklus (links) sowie geschachteltes Mehrgitter (rechts).

mit d(vy) = (f, vy) — a(iiy, vy). Die Matrizen fiir die Restriktion R, Prolonga-
tion P und Grobgittermatrix A ; kénnen nun direkt berechnet werden. Mit den
Basisfunktionen ¢/ und gol.h fuir das grobe bzw. feine Gitter erhalten wir

(An)ij=a ((/)JH,%H):(dH)i = d (pf"), ()i == d (%h) ~

Die Basisfunktionen des groben Gitters lassen sich durch die des feinen Gitters
ausdriicken, im eindimensionalen Fall von stiickweise linearen Ansitzen gilt bei-
spielsweise

1 o 1oy
@ = 5P2i—1 + o+ 5%2i+1

woraus wegen der Linearitit des Funktionals d(.)

1 1
(Au)2i = E(dh)zi—l + (dn)2i + E(dh)zi—i-l

folgt. Die der Restriktion entsprechende Rechteckmatrix R wire somit eine Tridia-
gonalmatrix mit den Zeilen

[ 111 ],

Da fiir konforme finite Elemente jede Funktion wy € Vy zugleich auch in Vj, liegt,
kann die Prolongation als Interpolation aufgefasst werden und es gilt P = R T.
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Zusammenfassend sind also folgende Schritte durchzufiihren:

Zweigitterverfahren: u’;, — u’;,'H
1. Vorglittung.
Fithre v, Glattungsschritte aus, das Ergebnis sei .
2. Grobgitterkorrektur.
Restringiere den Defekt dj, = by, — Ahﬁ’; auf das grobe Gitter und berechne
die Korrektur wy als Lésung von A HW}’; = dy. Prolongiere w 1)51 auf das feine
Gitter und setze ﬁ’; = ﬁ’; + Pwl’fl.
3. Nachglittung.

Fithre v, Glittungsschritte beginnend mit #¥ durch, dies liefert schlieRlich
k+1
u, .

Das exakte Losen von A ywy = dy kann immer noch sehr aufwendig sein. Wen-
det man nun ein Zweigitterverfahren zur Lésung des Grobgitterproblems an, so
erhilt man ein Dreigitterverfahren und rekursiv ein Mehrgitterverfahren. Seien I
das Verfeinerungslevel und k der Zahler der Mehrgitteriteration.

Mehrgitterverfahren MGM(l): u’l‘ - u’l"H

Sei u’{ eine Niherung auf dem Level [ > 0.

1. Vorglittung.
Fiithre v, Glattungsschritte aus, dies liefert ﬁ’l‘ =S u’l‘

2. Grobgitterkorrektur.
Ist I = 0, so berechne die Lésung des Grobgitterproblems exakt, anderfalls be-
stimme man eine Niherung w' durch Anwendung von y Schritte von MGM (l-
1) mit dem Startwert w?_, = 0. Setze &} = u¥ + Pw'.

3. Nachglittung.

Fithre v, Glittungsschritte beginnend mit 4% durch, dies liefert schlieRlich
k+1
u; .

Die Wahl des Parameters y steuert den Ablauf der Mehrgitteriteration. Ist y = 1,
so spricht man vom V-Zyklus, y = 0 entspricht dem W-Zyklus. Oft wird der Start-
wert fiir die Mehrgitteriteration auf jedem Level durch Prolongation entsprechen-
der Niherungen auf dem groberen Level gewonnen. Man spricht dann von der
geschachtelten Iteration (engl. nested iteration).



Kapitel 4
Konvergenzaussagen

4.1
Allgemeine Bemerkungen zur Konvergenzproblematik

Die Methode der finiten Elemente liefert uns statt der exakten Losung u € V der
gegebenen Variationsgleichung die Losung uj, € V;, des diskreten Problems. Wiin-
schenswert wire nun, auf der Basis des berechneten uj, € V} Schranken fiir den
Fehler u — u), angeben zu kénnen. Dies ist Gegenstand von a posteriori Fehlerab-
schitzungen, dem widmen wir uns erst in Kapitel 10.

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns auf a priori Abschitzungen fiir den
Fehler. Das sind asymptotische Aussagen tiber das Verhalten des Fehlers, wenn
der maximale Durchmesser der verwendeten Elemente gegen Null strebt, die aber
noch Informationen iiber die exakte Losung des Problems enthalten.

Sei h der maximale Durchmesser der verwendeten Elemente der Zerlegung
von £2. Als Maf fiir den Fehler wihlen wir || u — uy|| mit einer geeigneten Norm
| || (wir benutzen fast immer die L?-Norm und die H!-Norm).

Man bezeichnet das Verfahren als von der Ordnung | konvergent, wenn es fur klei-
ne h eine nicht von h abhingende Konstante C gibt mit

lu—unl| < Ch',

eine oft verwendete Schreibweise ist auch ||u — uy|| = O(h!). Fiir die GroRe der
Konstanten C und der Ordnung I spielen folgende Faktoren eine wesentliche Rolle:

1. Die Art der Zerlegung des Gebietes;

2. die Wahl der Ansatz- oder Formfunktionen, genauer das maximale k, so dass
Px D Py;

3. die Glatteeigenschaften der exakten Losung u;

4. die verwendeten Quadraturformeln zur Berechnung der auftretenden Integra-
le;

5. die Art und Weise der Approximation des krummlinigen Randes des Gebietes.

Wihrend man oft das bestmdégliche I kennt, weify man von C im allgemeinen nur,
dass solch eine Konstante existiert, quantitativ brauchbare Abschitzungen fiir C
gibt es nur in Spezialfillen.

Die Finite-Elemente-Methode fiir Anfiinger. Herbert Goering, Hans-Gorg Roos und Lutz Tobiska
Copyright © 2010 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
ISBN: 978-3-527-40964-8
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In diesem Kapitel 4 setzen wir grundsitzlich voraus, dass die auftretenden Inte-
grale exakt berechnet werden und das Gebiet £2 beschrankt und polygonal ist. Wir
untersuchen also nur die Faktoren 1, 2 und 3. Der Einfluss der Faktoren 4 und 5
ist Gegenstand von Kapitel 5 bzw. Kapitel 6.

In Abschnitt 4.2 wird zunichst demonstriert, wie man das Konvergenzproblem
auf ein Approximationsproblem zuriickfithren kann. Am Beispiel von Dreieckele-
menten vom Typ 1 wird dann gezeigt, wie man die notwendigen Approximations-
aussagen gewinnt und aus diesen schliellich Fehlerabschitzungen herleitet. Der
nur an den Resultaten und den daraus zu schlieRenden Folgerungen interessierte
Leser kann Abschnitt 4.2 (oder Teile davon) iiberspringen.

Wir benétigen zur Beschreibung insbesondere der Glitteeigenschaften der exak-
ten Losung des gegebenen Problems noch weitere Funktionenrdaume. Eine Funkti-
on g, die zum H'(£2) gehort, gehért zum Funktionenraum H?(£2), wenn die ver-
allgemeinerten Ableitungen Pg ¢ ¢ auch zum [?(R2) gehobren. Eine Norm

dx27 dxdy’ Jy?
im H%(Q) ist

dg 2 ag 2
_ 2 _5 _5
lgllz = (y/g dQ—i—/(ax) dQ—i—/(ay) dQ
Q Q
g 2 0%g 2 0%g 2
[ (55) w22 [ (5y) 92+ [ (52) e
o Q

Q

12

Analog kann man nacheinander die Riume H?(Q), H*(2),..., H*(Q) (k natiirli-
che Zahl) einfiihren.

Eine im iiblichen Sinn differenzierbare Funktion bezeichnet man als glatt, wenn
sie hinreichend oft differenzierbar ist. Ahnlich heiflt eine Funktion u € H*(Q)
gentigend glatt, wenn das k ausreichend grof ist. Die sogenannten Sobolevschen
Einbettungssitze garantieren, dass eine Funktion des H¥(£2) auch im klassischen
Sinn r-mal differenzierbar ist, wenn k > r+ % (esist d = 2 im zweidimensionalen
Fall, d = 3 im dreidimensionalen).

4.2
Ein Beweis einer Fehlerabschitzung fiir Dreieckselemente vom Typ 1

4.2.1
Zuriickfiihrung des Konvergenzproblems auf ein Approximationsproblem
Sei u die exakte Losung des Problems:

Gesuchtist u € Vmit a(u,v) = f(v) furalleve V.

Das Galerkin-Verfahren definiert eine Niherungslosung u, € V), als Losung des
diskreten Problems

a(up,vp) = f(vy) furalle v, eV, .



4.2 Ein Beweis einer Fehlerabschitzung fiir Dreieckselemente vom Typ 1

Liegt vy, in Vj,, so wegen Vj, C V auch in V, also gilt
a(u,vy) = f(vp) furalle v, e V.
Differenzbildung ergibt
a(u—up,vy) =0 furalle v, €eV,. 4.1)

Diese Beziehung charakterisiert die Fehlerorthogonalitit des Galerkin-Verfahrens
und wird hiufig in Umformungen ausgenutzt.
Die Fehlerorthogonalitit ermoglicht die Umformung (v, — uj, € V3!)
a(—up, U—up) = a(U—Up, U—Vp + vy — Up)
=a(u—up, u—vy)+ a(u— Uy, vy — Uyp)
=a(u—up u—"ry).
Nun seien die Voraussetzungen des Satzes 2.1 erfiillt. Man erhilt
allu—upl® < a(u—up, u—up) =a(u—up u—"vy)
< Blu—unll lu—wvull,

also
B
lu—uvnl < =llu—wull .
a

Diese Abschitzung gilt fiir ein beliebiges vj, € V},, deswegen auch fiir das Infimum
bei Variation tiber alle v, € Vj,.

Satz 4.1 (Cea)

Es existiert eine von V}, unabhingige Konstante C, so dass

lu—uyll < C inf Ju— vy . (4.2)
VWEV)

Dieser Satz zeigt: Der Abstand zwischen u und uy, ist (bis auf den Faktor C) so gut
wie der minimale Abstand von u zu allen Elementen von Vj,. Damit ist das Konver-
genzproblem auf ein Approximationsproblem zuriickgefithrt, denn die Aufgabe,
das Infimum von ||u — v, || zu ermitteln (bzw. abzuschitzen) ist die Approximati-
onsaufgabe, u durch Elemente von V;, moglichst gut zu approximieren. Man cha-
rakterisiert (4.2) auch als die Quasi-Optimalitit des Galerkin-Verfahrens.

422
Die Approximation durch stiickweise lineare Funktionen

Da es im allgemeinen schwierig ist, den Approximationsfehler im obigen Satz an-
zugeben, ersetzt man oft den Approximationsfehler durch einen Interpolationsfeh-
ler: Ist u, € V4, so gilt

inf ||u— <|u-— .
Jnf flu— vl < flu—u
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b3

:

<—S
b1

Abbildung 4.1 Spezielles Referenzgebiet.

b

Dabei ist es naheliegend, wenn moglich, fiir u, eine Interpolierende von u zu wih-
len und dann den Interpolationsfehler abzuschitzen. Diesen Gedanken verfolgen
wir nun fur lineare finite Elemente im Detail.

Es sei £2 ein beschrinktes polygonales Gebiet in der Ebene. Dieses Gebiet werde
mit Hilfe von Dreiecken zerlegt, wir verwenden Elemente vom Typ 1, also stiick-
weise lineare Ansatzfunktionen. Zunichst betrachten wir ein spezielles Dreieck K,
gekennzeichnet durch0 < x < S,0 <y < S — x (s. Abb. 4.1).

Wir untersuchen die Aufgabe, eine auf K gegebene Funktion u durch eine lineare
Funktion zu approximieren, also durch eine Funktion der Form di1; + dy4, +
dsAs (dq, dy, d; Konstanten, 4;, 4;, 43 Dreieckskoordinaten beziiglich K). Es ist
naheliegend, d; = u(b;) zu wahlen. Damit ist die approximierende Funktion also
wirklich eine Interpolierende.

Wir beschiftigen uns also im folgenden mit dem Interpolationsfehler

3

u—u, mit u,= Zu(bi)/h’ ;

i=1

genauer wollen wir ||u — u, ||, abschitzen mit

3 2 B] 2
lu— up||% = / |:(u— up)2 + (g(u— up)) + (E(u— up)) :|dK.
K

Zunichst gewinnen wir Integralidentititen fiir u — u, unter der Annahme, dass u
eine zweimal differenzierbare Funktion ist.
Aus der Linearitit von u, folgern wir

B0 w(S.0)-u0,0)
Bx( P)_ax S ’
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dies kann man schreiben als

S
0 du 1 [0u
tu—up) = 52— [ G0

0

bzw.

|:8u ou

ou
)~ GEE) + EE ) - G0 as

S
9 1
@‘”‘”P):E/ 9E
0

bzw.

83 —1O/S/x d-l—/ agavdvdg.

Aus dieser Identitit gewinnen wir gewisse Abschitzungen mit Hilfe der Unglei-

chung von Schwarz. Wir gehen aus von

9 2
/(a(u—up)) dK
K
Uf | ey, | ey 2

Aus der Ungleichung

(@ + b)* < 2(a* + b?

0
—(u—1u,
0x
2 2

)
Si/ j/azuﬂydﬂdg —1—(/5/2%@&5) dK .
K 0 £ 0 0

Die Schwarzsche Ungleichung

2
(/ gdG) <u /gsz (#(G) ist der Inhalt von G)
G

folgt

dK
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Abbildung 4.2 Symmetrische Fortsetzung.

ergibt

/(%(u—up))sz

K

52/ /S/(a i, Y) d d§+/sfy(azg‘é§ ”) dvdg | dK .
0 0 0

K

Wir betrachten nacheinander diese beiden Integrale. Es gilt
Sy 5 (§
u(&,v)
= K
=[] (5 )dd‘gd
K 0 0

S—x Sy
0/0/0/( 8&8 )dvd&dydx

Wir setzen den Integranden symmetrisch auf K* fort (s. Abb. 4.2). Das fiihrt zu

522
20 00 959
=5720/50/S(3;§(§V) dvde |

o\m

also

i (x,¥) ?
2 PR WS 24
]1<S/( auay )dK
K
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Y

T S m

Abbildung 4.3 Behandlung von J,.

Weiter gilt (s. Abb. 4.3)
S—x

<[ T ] () s
0 0 0 &

///(—)
o 0 0

Daraus folgt

3]s

also wieder

S2 [ (Pulx,y))
]257/(%)dK.

K

Insgesamt hat man also

[ (ai(u ))sz < SZK/ [(%)2 + (;;—;;)2} dK , (4.3)

dies kann man noch nach oben weiter abschitzen

[ (L un) ax
K
<s? (K/ [(%)ZJJ

2
Pu\ ()
(L) (22) }dK) | ot
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Analog gewinnt man durch Vertauschung von x und y die Abschitzung

9 2
/(g(u—up)) dK
K
2
Pu\’ Pu\’ Pu\’
< s? (/ [(W) +2(3x8y) +(3_Y2) :|dK) . (4.5)
K

Essei (u— u,)(x,y) = u(x,y) — up(x, y). Dann folgt aus der Darstellung

(u—up)(x,y) = (u—up)(x,y) — (u—up)(x,0)
+ (u—up)(x,0) — (u—uy)(0,0)

die Beziehung

Y
B — B —
(=g y) = [ 2 e man + [ 2 o
0

bzw.

Y
a _
=yl y) = [ S iy
0

x x ¥
d(u—uy) B %u
+O/—a§ (& y)de O/O/Béjan(s,n)dnds.

Die Abschitzungen (4.4), (4.5) liefern dann eine Abschitzung fur

/(u— u,)’dK .

K

Durch z.B. Grenziibergang kann man zeigen, dass die gewonnenen Ergebnisse
nicht nur fiir zweimal differenzierbare Funktionen gelten, sondern fiir jede Funkti-
on mit u € H2(K). Ersetzt man noch S durch die maximale Seitenlinge h = S+/2
von K, so folgt

O Lemma 4.1

Fiir jede Funktion u € H%(K) geniigt der Interpolationsfehler u — u,, hinsichtlich
der linearen Interpolierenden u, von u mit u,(b;) = u(b;) auf K den Abschitzun-
gen

lu—upllo < Cob*|ullz . llu—uplh < Coh|ullz,

mit Konstanten Ci, C,.
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Abbildung 4.4 Transformation auf das Referenzelement.

Die Aussage des Lemmas bleibt richtig, wenn ein von achsenparallelen Geraden
begrenztes Gebiet durch gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke (Katheten paral-
lel zu den Achsen) zerlegt wird, h ist dann die maximale Seitenlinge.

Wir iibertragen jetzt diese Abschitzungen des Interpolationsfehlers auf die In-
terpolation einer Funktion u € H?(Q) durch stiickweise lineare Funktionen bei
Zerlegung von  in zunichst beliebige Dreiecke.

Es sei K; ein beliebiges Dreieck der Zerlegung von £ (s. Abb. 4.4), h; sei die
maximale Seitenlinge von K;, h das Maximum aller h;. Wir bilden K; wie in Ab-
schnitt 2.2 auf das Einheitsdreieck in der &, 77-Ebene ab. Es war

x =%+ (% —%1)& + (%3 —%1)77,
y=vi+(y2—v)&+(y3—v1)n

bzw.
£ (v3 — y1)(x — 2%1) — (23 — 1) (y — y1)
(y3 — y1)(x2 — %1) — (03 — %) (y2 — y1)
= W2z y)E =) = (% = xa)ly = yy)

(y2— y1)(x3 — x1) — (%2 — %1)(y3 — Y1)

Sei u, die stiickweise lineare Funktion mit u,(b;) = u(b;) in simtlichen Kno-
ten b;. Fiir Funktionen u € H*(£2) ist es nicht unbedingt sinnvoll, von Funktions-
werten in einem Punkt zu sprechen. Im zweidimensionalen Fall mit u € H%(Q)
sichern aber die sogenannten Sobolevschen Einbettungssitze, dass u stetig ist und
damit u(b;) einen Sinn hat. Um eine Abschatzung fiir

M

M
””’_ M'PHZLZ(.Q) = Z ””’_ upHZLZ(Ki) = Z/(u— up)szi

i=1 i=1g,

zu gewinnen, gehen wir aus von || k(v —u »)2dK; und fithren eine Variablentrans-
formation aus. Wir ersetzen x, y nach den obigen Formeln durch &, 7, so dass K;
iibergeht in E. Im Integranden kommt dann als Faktor der Betrag der Funktional-
determinante hinzu. In Abschnitt 2.2 haben wir uns tiberlegt, dass die Funktio-
naldeterminante eine Konstante ist; diese ist gleich dem zweifachen Flicheninhalt
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von K;. Damit gilt

f (u(x, 7) — (%, y)dK; = D; / (u(E, n) — up(E, m)PAE

K; E

Jetzt benutzen wir die bei der Herleitung von Lemma 4.1 gewonnenen Abschit-
zungen (mit S = 1). Es folgt

/(u(x, Y) — up(x, y))ZdKi

<C|D|/ [(852) (aa;;n%(g;)}ﬁ

Nun transformieren wir zuriick auf x-y-Koordinaten. Die entsprechende Funktio-

naldeterminante ist gleich dem reziproken Wert der obigen Funktionaldetermi-
nante, also

& &
ax  dy| 1
m on| D
ax Ay

Wir missen jetzt aber noch die Ableitungen des Integranden umrechnen und er-
halten

Weg = XFlux + 205 Pglixy + YEllyy
Uyy = x:?“xx + 2%y yplxy + Y%“y}' ,

Ugy = XgXylxx + (Xg Yy & YeXn)Uxy + YeYylyy -

Wir benutzen nun die Schwarzsche Ungleichung fiir Summen

(50) = (1) (24)

und folgern

ube < (%2 + yE)’ (Ul +2u§cy + ”iy)r
uy, < (% + yp) (Ui + 20, + ),
Qugy < (x4 %)+ yE 4y (U, + 205, + W),

also insgesamt

whe + 2uly -y < 200 g  YE - p) (M T 20, 1) -
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Die Beriicksichtigung dieser Ungleichung fiithrt zu

/(u— u,)’dK; < C(xg + x; + yg + )),27)2

K;

Ki

Letztlich haben wir
XE=(n-x)<Ilf, x=
yi=(a—y)? < Y=y’ <i,

also

[ = w7 < Clmaxih, Ly ull .
Ki

Summation iiber die K; ergibt
2 411112
”u - up”LZ(_Q) = Ch ”u”Z.Q
bzw.
e —upllo < Ch*ul, .

Dies ist die angestrebte Interpolationsfehlerabschitzung in der L2-Norm.
Nun zur Abschitzung in der H!-Norm. Wir gehen aus von

9 2
/ (g(u— up)) dkK;

und transformieren auf §-#-Koordinaten. Zunichst gilt
Uy = Exlig + 1xUy ;

die Schwarzsche Ungleichung fiir Summen liefert
wh S (67 + M+ )

Folglich erhalten wir

8 2
/ (g(“— ”p)) dK; < |D;|(&2 + %)

i

9 P :
x/ [(@(u—up)) + (%(u—u‘n)) :|dE.
E

x/ Pu 2+2 ?u 2+ Pu\’ dK
dx2 dxdy dy? b
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Mit dem Integral verfahren wir genau wie eben bei der L2-Abschitzung und kom-
men zu

9 2
/ (Wu—up)) dK; < Clmax(h, L)) (& + n2) [l x -

K;
Nun ist

12 1
, also E&Z< 2 =

g, = h -
* * T 122sin0  1%sin@

D;

mit dem Innenwinkel 6 = 6, — 0; des Dreiecks K; (s. Abb. 4.4). Analog gilt
1
N
T =Psing
Folglich erhalten wir

2
[ (sptu—wn) axi < c RO yyys

min(ly, I;))? sin 6

Sei 6 der kleinste Winkel im Dreieck K;, h; die minimale Seitenlinge. Dann gilt

R
hi> —sin6 .
2
Daraus folgt

2

/(a v )2‘““<C "l
Bx( ») " (siné)2 2k

i

Summation iiber die Dreiecke K; liefert

Satz 4.2

Sei h der maximale Durchmesser aller Dreiecke der Zerlegung, 6, der minima-
le Innenwinkel auf der betrachteten Familie von Zerlegungen. Dann gilt fiir den
Fehler bei linearer Interpolation

lu—upllo < Crh?ully,  llu—uylh < Cohlull,

vorausgesetzt u € H%(Q). Die Konstanten Cj, sind von h unabhingig; C; istauch
unabhingig von O, C, gentigt der Abschitzung

C
- (SiIl Omin) ’



4.2 Ein Beweis einer Fehlerabschitzung fiir Dreieckselemente vom Typ 1

Die fiir die Giiltigkeit der H!-Abschitzung implizit formulierte Bedingung, dass
der minimale Winkel fiir die Familie der betrachteten Dreieckszerlegungen gleich-
miflsig nach unten beschrinkt ist (man beachte, dass es nicht ausreicht, eine
Zerlegung im Auge zu haben, da man ja h gegen Null gehen lassen méchte),
die sogenannte Minimalwinkelbedingung, ist hinreichend, aber nicht notwen-
dig.

Falls man ausgehend von (4.3) etwas subtiler abschitzt, so stellt man fest, dass
nur Winkel auszuschliessen sind, die zu nahe an 7 liegen (Maximalwinkelbedin-
gung), siehe z.B. [33].

423
Fehlerabschitzung fiir Dreieckelemente vom Typ 1

Wir gehen davon aus, dass die Voraussetzungen des Satzes 2.1 erfiillt sind und
dass die Losung unserer Variationsgleichung im H?(£) liegt. Der Satz 4.1 liefert
dann

lu—uplli < C inf |Ju— vy -
VWEV)

Nun gilt aber entsprechend Satz 4.2

inf flu—vils < llu—upls = Ghllullz,
VREV)

also hat man insgesamt die a priori Fehlerabschitzung
lu—unls = Chilul;

fiir das Verfahren der finiten Elemente bei Verwendung linearer finiter Elemente.
Die erste Approximationsaussage in Satz 4.2 legt die Vermutung nahe, dass fir
den Fehler in der L?-Norm

lu = unllo < Ch?|ull2

gilt. Der Beweis erfordert aber einen zusitzlichen Trick (den sogenannten Dua-
litdtstrick oder auch Nitsche-Trick) und zusitzliche Voraussetzungen.

Wir betrachten den Spezialfall eines homogenen Dirichlet-Problems fiir die La-
placesche Differentialgleichung in einem konvexen Gebiet. z sei die Lésung der
Hilfsaufgabe

—Az=u—u, inQ, z=0 aufl.
Dann gilt

lu—unl = /(u— up)?dQ = —/(u— up)AzdQ .
Q Q

Die Anwendung des Gaufsschen Integralsatzes liefert

d(u—up) 0z O(u— uy)dz
— 2 — _ _
= w2 / [ T e,
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Jetzt kommt wieder die Fehlerorthogonalitit des Galerkin-Verfahrens ins Spiel:
a(u—up,vy) =0 furallev, € V.

In unserem Spezialfall bedeutet dies

/ Ofu— uh)% + Ou— uh)% dQ =0 firallev, € V.
ox ox ay ay

Sei z, die stiickweise lineare Funktion, die in den Knoten mit z iibereinstimmt,
also die lineare Interpolierende. Dann kénnen wir v, = z, wihlen und in der
eben hergeleiteten Beziehung fiir |u — uy,[|2 Null subtrahieren:

IIu—uhHé:/[a(ua;uh) a(za_xz”) + a(”a_yuh) a(za_yzp)]dg.

Die Schwarzsche Ungleichung fiihrt zu

2 2
lu—up)? < /[(a(”a_x”h)) +(3(”3_Y””) }dQ

Q
0(z — z,) 2 (z — zp) 2
/[( dx )+( dy )}dg'
Q

Ersetzt man jeden Faktor der rechten Seite durch die entsprechende H 1.Norm, so

wird die rechte Seite hochstens grofler, es gilt also
I — wnll < llw—walls 12 =z, -

Nun beriicksichtigen wir einerseits die bereits abgeleitete Fehlerabschitzung
lw—unllh = Chllul2,

andererseits die Interpolationsfehlerabschitzung gemif} Satz 4.2

llz—zplli = Chliz|z .

Das liefert

lu—unllg < Ch*ullz ]2 -

z hingt natiirlich gemifl der Konstruktion der Hilfsaufgabe von u — uj, ab. Nach
der Theorie elliptischer Differentialgleichungen liegt die Lsung der Laplaceschen
Differentialgleichung mit homogenen Dirichlet-Bedingungen in einem konvexen
Gebiet im Raum H?(£2), zudem gilt die Abschitzung

Izl2 = Cllu—wunlo-



4.3 Zusammenfassung der Resultate

Damit erhalten wir unter den genannten zusitzlichen Voraussetzungen die ange-
strebte Fehlerabschitzung in der L2-Norm

e —unllo < Ch?[lullz .

Bei nichtkonvexem Gebiet oder komplizierteren Randbedingungen z.B. kann man
diese Fehlerordnung nicht garantieren.

4.3
Zusammenfassung der Resultate

V sei der Funktionenraum HJ(2) oder H'(£2) oder ein Raum zwischen die-
sen beiden Riumen (falls etwa auf einem Teil des Randes homogene Dirichlet-
Bedingungen gestellt sind). Fiir das Ausgangsproblem

a(u,v) = f(v) furalleveV

seien die Voraussetzungen des Satzes 2.1 erfuillt. Es sei Vj, ein endlichdimensiona-
ler Teilraum von V von stetigen Funktionen, u) gentige

a(un,vi) = f(vy) furallev, € V.

£ sei ein beschrinktes polygonales Gebiet, wir setzen grundsitzlich voraus, dass
die auftretenden Integrale exakt berechnet werden.

Wir setzen weiter stets voraus, dass die Zerlegung zulissig sei und bei Verfei-
nerung des Gitters h = max hg gegen Null strebe, wenn hx den Durchmesser
des Elementes K, also den maximale Abstand zweier Punkte aus K, darstellt. Hin-
gewiesen sei explizit darauf, dass bei den folgenden Konvergenzaussagen immer
eine Familie von Zerlegungen im Hintergrund steht, die bei immer feiner werden-
dem Gitter entsteht.

Unsere Familie von Elementen sei affin dquivalent; K, Ansatzfunktionen und
Freiheitsgrade auf K seien das Bild eines Referenzelementes bei linearer Abbil-
dung. Das bedeutet, dass alle Elemente der Zerlegung geometrisch vom gleichen
Typ sind und auf jedem Element K Formfunktionen von gleichem Typ verwendet
werden (ausgeschlossen wird damit die gleichzeitige Verwendung von Rechteck-
und Dreieckelementen (s. Abb. 4.5), eine theoretische Analyse dieser Situation bei
passenden Elementen wire bei Abbildung auf zwei Referenzelemente mdoglich).

Abbildung 4.5 Hybride Zerlegung in Viereckelemente vom Typ 2’ und Dreieckelemente vom
Typ 2.
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hk

a N

= =1
hk

Abbildung 4.6 Element und einbeschriebener Kreis.

Im folgenden bezeichnen wir mit ¢ x den Durchmesser des gréfiten in K enthal-
tenen Kreises (s. Abb. 4.6), im dreidimensionalen Fall ist dies eine Kugel.

Nun definieren wir zwei wichtige Klassifizierungen von Familien von Zerlegun-
gen.

(Z5) Die Familie von Zerlegungen ist quasiuniform, wenn es eine Konstante o
gibt mit
hk , . . i,
a < 07 furalle K einer Zerlegung in unserer Zerlegungsfamilie.

Fiir Dreieckzerlegungen ist (Z 5) d4quivalent zu der Bedingung, dass der minima-
le Innenwinkel aller Dreiecke eine positive Schranke nicht unterschreitet. Bei Zer-
legungen durch Parallelogramme bedeutet (Z 5), dass fiir die Dreieckzerlegung,
die man aus der Parallelogrammzerlegung durch Zerlegen jedes Parallelogramms
in zwei Dreiecke durch eine Diagonale erhilt, wieder (Z 5) gilt.

Leider wird die Bezeichnung quasiuniforme Zerlegung nicht einheitlich verwen-
det. In manchen Darstellungen wird statt quasiuniform die Bezeichnung ,shape-
regular” benutzt, und es ist verwirrend, dass eine uniforme Zerlegung in unserem
Sinne bei anderen quasiuniform heifst.

(Z 6) Die Familie von Zerlegungen ist uniform, wenn es eine Konstante o, gibt
mit
. < 0, fiiralle K einer Zerlegung in unserer Zerlegungsfamilie.
K
Manche theoretische Analysen sind fiir uniforme Zerlegungen méglich, ohne
vorausgesetzte Uniformitit aber schwierig oder sogar unmdglich. Uniformitit
schlieRt lokale Gitterverfeinerungen aus!

Erster Konvergenzsatz: Sind die Polynome ersten Grades in den Form- bzw. Ansatz-
funktionen enthalten, so gilt bei quasiuniformer Zerlegung

lim |u—uu|1 =0.
h—0

Da die praktisch verwendeten Form- bzw. Ansatzfunktionen diese Eigenschaft im-
mer besitzen, ist also die Konvergenz des Verfahrens der finiten Elemente in der
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H'-Norm stets gesichert. Die Konvergenzgeschwindigkeit hingt nun ab von den
verwendeten Formfunktionen und den Glitteeigenschaften der exakten Lésung.

Zweiter Konvergenzsatz: Es gelte P, C Py, die Lsung u des Ausgangsproblems liege
im H*T1(Q)(k > 1). Dann gilt

lu—unlls < Ch¥,
also erst recht
lv— upllo < Ch*.

Unter zusdtzlichen Regularitdtsvoraussetzungen erhilt man sogar
llu—unllo < Ch¥FT.

Die Konstante C ist insbesondere abhingig von der Norm der exakten Losung
und von der Konstanten o4 in der Voraussetzung (Z 5).

Als numerisches Beispiel betrachten wir die Laplace-Gleichung —Au = f im
Einheitsquadrat 2 = (0,1) x (0, 1) unter homogenen Randbedingungen u = 0

auf I'. Die rechte Seite f sei so gewihlt, dass u(x,y) = sinzmxsinzy die Lo-
sung ist. Das Einheitsquadrat werde in gleichgroe Quadrate der Seitenlinge 27/,
I =1,...,6, zerlegt. Im Fall von Dreieckelementen jedes Quadrat zusitzlich durch

Einzeichnen einer Diagonalen in 2 Dreiecke. In den Tabellen 4.1-4.4 sind die Feh-
ler in der L2- und H!-Norm dokumentiert; sie bestitigen die theoretischen Konver-
genzordnungen k + 1 und k fiir P, bzw. Qj Elemente, die nach der im Anhang A.2
angegebenen Formel berechnet wurden. Die Ergebnisse der Testrechnungen wur-
den mit dem Programm MooNMD ermittelt, konnen aber auch mit der im Anhang
beschriebenen Software erzielt werden.

Der zweite Konvergenzsatz zeigt, dass sich die Genauigkeit nicht notwendig er-
hoht, wenn man den Grad der verwendeten Polynome erhoht. Ist z.B. sicher, dass
die Losung u zwar im H 2(Q) liegt, aber in keinem ,besseren“ Raum, so liefert die
Verwendung linearer Ansatzfunktionen ||[u—uy|l; < Ch, die Ordnung des Fehlers
erhoht sich bei quadratischen Ansatzfunktionen nicht notwendig.

Tabelle 4.1 Konvergenz fiir lineare Dreieckelemente P;.

Level |  L2-Norm Ordnung  H'-Norm Ordnung
1 0.2499e+00 0.1502e+01

2 0.7909e—01  1.66 0.8385e+00  0.84

3 0.2113e—01  1.90 0.4318e+00  0.96

4 0.5378e—02  1.97 0.2175e+00  0.99

5 0.3504e—02  1.99 0.1090e+00  1.00

6 0.3380e—03  2.00 0.5451e—01 1.00
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Tabelle 4.2 Konvergenz fiir quadratische Dreieckelemente P;.

Level |  L2-Norm Ordnung  H'-Norm Ordnung
1 0.2878e—01 0.4681e+00

2 0.3783e—02 293 0.1296e+00  1.85

3 0.4760e—03  2.99 0.3340e—01  1.96

4 0.5958e—04  3.00 0.8420e—02  2.00

5 0.7451e—05  3.00 0.2110e—02  2.00

6 0.9315e—06  3.00 0.5277e—03  2.00

Tabelle 4.3 Konvergenz fiir bilineare Viereckelemente Q.

Level |  L2-Norm Ordnung  H'-Norm Ordnung
1 0.1220e+00 0.9965e+00

2 0.3040e—01  2.00 0.5014e+00  0.99

3 0.7602e—02  2.00 0.2515e+00  0.99

4 0.1901e—02  2.00 0.1259e+00  1.00

5 0.4752e—03  2.00 0.6295e—01  1.00

6 0.1188e—03  2.00 0.3148¢e—01  1.00

Tabelle 4.4 Konvergenz fiir biquadratische Viereckelemente Q5.

Level |  L2-Norm Ordnung  H'-Norm Ordnung
1 0.1442e—01 0.2020e+00

2 0.1932e—02  2.90 0.5098e—01  1.99

3 0.2451e—03  2.98 0.1276e—01  2.00

4 0.3075e—04  2.99 0.3191e—02  2.00

5 0.3846e—05  3.00 0.7979e—03  2.00

6 0.4809e—06  3.00 0.1995e—03  2.00

Die Aussage des zweiten Konvergenzsatzes ist nur von Bedeutung, wenn die
exakte Losung mindestens im H?(£2) liegt. Leider ist das fiir die von uns betrach-
teten Probleme (wir denken an die Beispiele in Abschnitt 2.1) nicht garantiert. Man
kann grob folgende Glitteaussagen treffen:

1. Istdas Gebiet konvex und hat man auf dem ganzen Rand eine Randbedingung
vom gleichen Typ, so liegt die Lésung im H2(£).
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Abbildung 4.7 Kritische Situationen: u ¢ H?(Q).

2. Die Losung liegt i. allg. nicht im H?(2), wenn in Randpunkten, wo Dirichlet-
Bedingungen und Neumann-Bedingungen aufeinandertreffen, der Rand einen
inneren Offnungswinkel hat, der nicht kleiner als 7/2 ist.

Ist also z.B. das Gebiet nicht konvex, (s. Abb. 4.7) oder stoflen in einem ,stump-
fen“ Eckpunkt unterschiedliche Randbedingungen zusammen, so kann man eine
Konvergenzgeschwindigkeit gemif des zweiten Konvergenzsatzes nicht erwarten.
Genauere Aussagen zur Glitte der Losung in solchen Fillen findet man in [32].
Beispielsweise liegt die Lésung u = r?/® sin 2¢ der Randwertaufgabe
. 3
—Au=0 inQ = (r,<p):0§r<1,0<<p<§n , u=g aufl

nichtim H?(Q), sondern nurim H*(2) mits < 1+ % Das Gebiet, ein Sektor des
Einheitskreises mit Innenwinkel 377/2 ist nicht konvex und wir miissen mit einer
Reduktion der Konvergenzordnung rechnen. In Tabelle 4.5 wird dies am Beispiel
linearer und quadratischer Dreieckselemente deutlich. Die Rate in der H'-Norm
entspricht 2/3 ~ 0,66. Insbesondere erkennt man auch, dass die Verringerung
der Konvergenzrate nicht durch Elemente hoherer Ordnung ausgeglichen werden
kann. Hier hilft eine adaptive Gitteranpassung, deren Grundziige wir in Kapitel 10
behandeln werden.

Tabelle 4.5 Konvergenz in der H'-Norm fiir lineare und quadratische Dreieckelemente.

Level |  Pi-Element  Ordnung  P;-Element  Ordnung

1 0.2437e+00 0.1139e+00

2 0.1583e+00  0.62 0.6508e—01  0.80
3 0.1015e+00  0.64 0.3970e—01  0.71
4 0.6472e—01  0.65 0.2481e—01  0.68
5 0.4112e—01  0.65 0.1568e—01  0.66
6 0.2610e—02  0.66 0.1006e—01  0.65
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Zu den im zweiten Konvergenzsatz erwdhnten zusitzlichen Regularititsvoraus-
setzungen fiir die Giiltigkeit der Abschitzung

llu—unllo < Ch*H

ist folgendes zu sagen: Sei f(v) = [, grdQ = (g,v) mit g € L*(2) und z die
Losung der Hilfsaufgabe

a(v,z) = (g, v) furalleve V.

Dann ist die obige Abschitzung richtig, wenn z im Raum H?(£) liegt und die
Abschitzung

lzll2 < Cligllo

gilt. Ist © konvex, so ist diese zusitzliche Regularititsvoraussetzung z.B. fiir ho-
mogene Dirichlet-Probleme oder fiir homogene Neumann-Probleme erfiillt.

Zu bemerken ist noch, dass die Aussagen der beiden ersten Konvergenzsitze
sinngemifd auch fiir dreidimensionale Aufgaben richtig sind.

Schwierig wird es, wenn man den Fehler punktweise abschitzen will bzw. in der
Maximumnorm

[Viloo = sup [v(x,y)l.
(x,y)€Q

Man nennt die Menge aller Funktionen, fiir die diese Norm endlich ist, den Raum
Lo°(Q).

Die Herleitung optimaler Abschitzungen ist zum einen kompliziert, zum ande-
ren verlangen sie starke Voraussetzungen an die Glitte der Lésung. Oft sind z.B.
Forderungen an die Glitte des Randes des Gebietes notwendig, und zwar solche
Forderungen, die fiir Gebiete mit Ecken (die praktisch hiufig auftreten) nicht er-
fuillt sind. Deswegen skizzieren wir nur ein konkretes Resultat. Betrachtet wird das
spezielle Problem

—Au=f inQ, u=0 aufl.

£ sei wie immer ein zweidimensionales Polygon, zusitzlich konvex, und von ffor-
dern wir, dass feine stetige Funktion ist. Die Zerlegung des Gebietes sei zulissig,
quasiuniform und zusitzlich uniform.

Dritter Konvergenzsatz: Sei Px = Py (k > 1). Dann gilt die Fehlerabschitzung

4 —unlloo < ChFHL, wenn k > 2,

lu—tunlloo < Ch*Inh|, wennk =1,

IA

A

und die exakte Losung ausreichend glatt ist.
Fiir dreidimensionale Aufgaben bleibt die erste Abschitzung richtig, in der zwei-
ten dndert sich die Potenz des Logarithmus. Lange war unklar, ob der Faktor | In h|
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wirklich notwendig ist, 1983 wurde diese Frage von Haverkamp [38] positiv ent-
schieden.

Bemerkt sei abschliessend, dass fiir lineare Elemente prizise vorauszusetzen ist,
dass die zweiten Ableitungen der exakten Losung im L°°(£2) liegt. Bereits fur nur
u € H?(Q) kann die Fehlerordnung in der Maximumnorm auf Eins fallen (statt
der optimalen Ordnung ,fast“ Zwei).






Kapitel 5
Numerische Integration

5.1
Aligemeine Bemerkungen

Die Berechnung von Elementmatrizen und die Berechnung des Beitrages jedes
Elements zum Vektor [ f;] des diskreten Problems erfordert die Ausfithrung einer
Integration iiber das Element K. Oft ist es nicht moglich oder nicht zweckmiRig,
die entsprechenden Integrale exakt zu berechnen; man verwendet Formeln zur
niherungsweisen Integration.

Wir setzen voraus, dass alle Elemente K mit Hilfe einer linearen Transforma-
tion eineindeutig auf ein Einheitselement E abgebildet werden kénnen, E sei ein
Einheitsdreieck oder ein Einheitsquadrat in der &-5-Ebene. Unter einer Quadratur-
formel zur niherungsweisen Berechnung des Integrals [} (&, 57)dE versteht man
eine Ersetzung des Integrals durch eine Summe der Form Y-, 0, ¢(&,,7,). Wir
schreiben symbolisch

L
/w(é,n)dE ~ Y 0up(En ) (5.1)
E r=1

die w, heiflen Gewichie (sie seien grundsitzlich positiv), die Punkte (&, 77,) heiRen
Stiitzstellen (sie mogen grundsitzlich in E liegen).
Ein Beispiel einer Quadraturformel fiir das Einheitsdreieck ist

1 3 11
[ o1& maE ~ 2160.0)+ 00,1 + 91101 + 5o (5, ;) : 5.2
E

Berechnet man mit dieser Quadraturformel etwa

2 2
E/(l+§+n) aE,

so erhilt man den Niherungswert 0,79 anstelle des exakten Wertes (vierstellig)
0,7726.

Die Finite-Elemente-Methode fiir Anfiinger. Herbert Goering, Hans-Gorg Roos und Lutz Tobiska
Copyright © 2010 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
ISBN: 978-3-527-40964-8
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Es reicht aus, eine Quadraturformel fiir das Einheitselement anzugeben, denn
nach der Transformationsformel fiir Flichenintegrale gilt

/so(x,Y)dK = D/sv*(é?,n)dE

K E

und man kann nun (5.1) verwenden, um das Integral iiber K ndherungsweise zu
berechnen.

Die entscheidende Frage ist: Wie muss man die Quadraturformel wihlen, damit
der Quadraturfehler in Einklang steht mit dem Diskretisierungsfehler? Wahlt man
eine zu grobe Quadraturformel, so tibertrifft der Quadraturfehler den Diskretisie-
rungsfehler und der Gesamtfehler ist unnétig gro. Wihlt man eine zu genaue
Quadraturformel, so wird der Quadraturfehler den Gesamtfehler kaum beeinflus-
sen, dafiir wird aber der Rechenaufwand unnétig hoch.

Im Abschnitt 5.2 gehen wir auf diese Frage fiir lineare Elemente bzw. Dreieck-
elemente vom Typ 1 detailliert ein. Im Abschnitt 5.3 geben wir aus der allgemei-
nen Theorie der Methode der finiten Elemente folgende Resultate an, es folgt eine
Ubersicht passender Integrationsformeln.

5.2
Der Quadraturfehler fiir lineare Elemente

Es sei @ ein zweidimensionales Polygon, das Ausgangsproblem sei wie immer
dadurch gekennzeichnet, dass die Voraussetzungen des Satzes 2.1 erfiillt sind. Das
stetige Problem ist also

a(u,v) = f(v) furalleveV, (5.3)
das diskrete Problem
a(up,vp) = f(vp) furallev, e V, C V.

Wendet man nun Quadraturformeln an, so verindern sich i. allg. die Bilinearform
und die Linearform im diskreten Problem.

Wir untersuchen jetzt folgenden Fall: Verwendet werden Dreieckelemente vom
Typ 1, die Bilinearform indere sich nicht (besitzt der Differentialausdruck etwa
konstante Koeffizienten, so kann man die Integrale exakt auswerten, vgl. Ab-
schnitt 2.2.2), die Linearform sei f(vy) = [, gradQ, und dieses Integral werde
mit Hilfe einer Quadraturformel niherungsweise berechnet.

Durch die Anwendung der Quadraturformel wird aus der Linearform f(v;) eine
andere Linearform f,(v4). Das diskrete Problem bei der Anwendung der Quadra-
turformel ist dann folglich

a(un,vi) = fu(vy) furallev, € Vy . (5.4)
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Man kann den Satz 4.1 (Cea) nun nicht mehr direkt anwenden, sondern muss ihn
geeignet modifizieren. Ahnlich wie in Abschnitt 4.2.1 gehen wir aus von

allu, — vh||2 < a(up — v, Up — vp)

und formen die rechte Seite der Ungleichung um:

A

allup, — Vh“Z a(u— vy, Up — vy) — a(u— Up, Uy — vp)

:a(u—vh,uh—vh)—[f(uh—vh fh h—vh
(bei Beriicksichtigung von (5.3), V C V und (5.4)). Unter Ausnutzung der Stetig-
keit der Bilinearform

allup —vill> < Bllu—vlllun — vill + | f(n — vi) = fu(un — )]

bzw.

1|f — fr(un — i)l

||uh—Vh||

B
lup —vnll < —||M—Vh|| +—

Nun ersetzen wir den zweiten Summanden durch sein Supremum, dann gilt die
Abschitzung erst recht:

1 wy) — fr(wn
lup —vull < EIIM—VhII + — sup 1S = Jutwn)l .
a a y,ev, lw |l

Die Dreiecksungleichung
w—unll = llw—wull + [l — vall

ergibt
1 wy) — w
= < (1+ ﬁ) lu— vl + % sup 0% = SR
a A w,ev, ”Wh“

Da das vy, € V, beliebig war, kénnen wir den ersten Summanden durch sein Infi-
mum ersetzten und erhalten letztlich

Lemma 5.1

Es existiert eine von V), unabhingige Konstante C, so dass

wp) — fu(w
lu—un <C mf I — vyl + sup M
WLhEV lwl

Man sieht, dass der erste Summand wie in Abschnitt 4.2.1 dem Approximations-
fehler entspricht, wihrend der zweite Summand die Giite der Quadraturformel
widerspiegelt.

109



110

Kapitel 5 Numerische Integration

Wir untersuchen nun den zweiten Summanden fiir unseren speziellen Fall li-
nearer Elemente. Entsprechend (5.1) definieren wir den Quadraturfehler Q auf dem
Einheitselement als

L
Q) = [ el mdE= Y w.elEn).

E rv=1

Daraus folgt fuir die Differenz f(wy,) — fu(ws) aus

M M
flwn) = /gthQ = Z/gthKu = Z D‘u/gwth,
Q u=1 T

H=1g,

M L
fulwn) =Y D, [Z @ (gwn) (&, m)}

u=1 v=1
die Beziehung

M

fwn) = fu(ws) =Y D, Q(gwn) -

u=1

Wir benétigen nun eine spezielle Version eines bekannten Hilfssatz, den wir nicht
beweisen wollen (vgl. [33]).

Lemma 5.2 (Bramble, Hilbert)

Es sei h(v) eine stetige Linearform auf dem H!(R), die fiir konstante v verschwin-
det. Dann existiert eine von v unabhingige Konstante C, so dass

|h(v)| = Clvlye

mi

o (4]

Um Lemma 5.2 anwenden zu kénnen, miissen wir sichern, dass Q(gwy,) einerseits
definiert ist, andererseits eine stetige Linearform auf dem H 1. die fiir Konstanten
verschwindet. Hinreichend dafiirist g € H 2 wenn wir zudem voraussetzen, dass
die von uns verwendete Quadraturformel Konstanten exakt integriert. Dann folgt

M

| flwn) = fa(wi)| < C Y Dyl gwhlse -

u=1

Nun ist

lgwil1ie < IglLellWhllo,co e + Igllo, eI VWhlo,co,E -
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Aus der Aquivalenz der Normen auf endlichdimensionalen Riumen folgt

lgwilie < C(IglLellwnlloe + lIgllo,e IWhl1E) »

daraus schlieflich

M

| fwn) — fawi)|l < C Y IDul(Iglh,ellwnllo + llglo,slwhlie) -
u=1

Wie in Abschnitt 4.2 ergibt sich durch Transformation der Flichenintegrale und
Umrechnung der Ableitungen

Iglo.s = 1Dul™llglo.x, -
|g|1E < Ch|D/4|_1/2|g|1,K/4 .
Daraus folgt

M

| f(wn) = fu(wn)| = Ch Z(|g|1,1<ﬂ lwnllo,x, + lIgllo,x, [Whl1x,) -
u=1

Die Schwarzsche Ungleichung fiir Summen liefert

| f(wn) — fu(wn)|
M
<Ch Z“gﬁxﬂ + ”g”(Z),KM)l/Z(”Wh”(2),1(# + |Wh|%,1<‘u)l/2 .
u=1
Nun ist aber
(IvlF + 0I5 = lIvls

also hat man

| f(wn) = fu(wn)| < Chliglillwnll
bzw.

| f(wh) — fu(wn)

< Ch .
bl = el

Damit besitzt der Quadraturfehler die gleiche GréRenordnung wie der Diskreti-
sierungsfehler, wenn man im Fall von linearen Elementen fiir die ,rechte Seite
eine Quadraturformel benutzt, die Konstanten exakt integriert. Dies ist eine sehr
schwache Forderung an die Quadraturformel.

m
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Satz 5.1

Es sei Px = Py, die verwendete Quadraturformel integriere Konstanten exakt.
Dann gilt fiir die Lésung des diskreten Problems (5.4) die Fehlerabschitzung

lu—unli < Ch,

wenn zudem

fv) =/gvd!2 mit ge H*(Q).
Q

Berechnet man nun auch die die Bilinearform a(uy, v) erzeugenden Integrale
durch Anwendung einer Quadraturformel, so entsteht eine neue Bilinearform
an(vn, vi). Zusitzliche theoretische Probleme werden dadurch verursacht, dass
nicht mehr gesichert ist, dass in dem neuen diskreten Problem

an(un, vi) = fu(vy) furallev, € V4 (5.5)

die Bilinearform ay(-,) die Eigenschaft der Vj-Elliptizitit besitzt (diese sichert
auch die eindeutige Losbarkeit des diskreten Problems).

Man kann mit etwas mehr Aufwand als beim Beweis von Satz 5.1 allerdings
zeigen, dass Vj-Elliptizitit vorliegt und zudem die Aussage des Satzes giiltig bleibt,
wenn die Koeffizienten des die Bilinearform erzeugenden Differentialausdrucks
gentigend glatt sind.

5.3
Eine Ubersicht: passende Integrationsformeln

Es sei £ ein zweidimensionales Polygon, das Ausgangsproblem erneut
a(u,v) = f(v) furalleveV
mit
flv) = / gvdQ .
2

Wir setzen voraus, dass die Koeffizienten des die Bilinearform erzeugenden Diffe-
rentialausdrucks und g gentigend glatte Funktionen sind. Weiter mégen die Vor-
aussetzungen des zweiten Konvergenzsatzes aus Abschnitt 4.3 erfiillt sein, bei ex-
akter Berechnung der Integrale gelte also fiir P, C Py fur den Diskretisierungs-

fehler
lu—unly < Ch*. (5.6)

Nun wird die Quadraturformel (5.1) zur niherungsweisen Berechnung der auf-
tretenden Integrale benutzt. Das bedeutet, dass die Bilinearform durch eine neue
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Bilinearform ay (-, -) ersetzt wird, die Linearform durch eine neue Linearform fj ().
Das diskrete Problem bei numerischer Integration sei also

anp(vn,vi) = fu(vy) furallev, e V.

Wir geben nun im folgenden zunichst Bedingungen an Quadraturformeln und
dann Beispiele von Quadraturformeln derart an, dass das diskrete Problem nach
wie vor eine eindeutige Losung besitzt und die asymptotische Fehlerabschitzung
(5.6) giiltig bleibt, natiirlich mit einer verdnderten Konstanten C.

Satz 5.2

Es sei Px = Py, die Quadraturformel integriere Polynome (2k — 2)-ten Grades ex-
akt. Dann gilt fiir den Fehler mit Quadratur ebenfalls die asymptotische Abschit-
zung

v —upl < Ch*.

Dieser Satz ist auf Dreieckelemente vom Typ k zugeschnitten.

Wie konstruiert man tiberhaupt Quadraturformeln?

Angenommen, wir suchen eine Formel, die tiber einem Dreieck Polynome
moglichst gut integriert und ,billig“ ist, also nur drei Stiitzstellen verwendet.
Dann wird man aus Symmetriegriinden bei Integration iiber dem Einheitsdrei-
eck die Mittelpunkte der Seiten verwenden, also mit unbekannten Gewichten
setzen

1 1 11
/‘P(Eyn)dE X W1Q (EYO) + wyp (0, E) + w3 (E, E) .
E

Nun bestimmen wir die Gewichte aus der Exaktheitsforderung der Formel fiir
gewisse Polynome; natiirlich beginnend mit linearen Polynomen:

. 1
(/)El liefert E:wl—l—wz—l—w;,
1 1
= bt - = — — ,
p=E§& ergi : Zwl + ng
1 1 1
= hlieRlich - = = —w3 .
¢ =1 schliefdlic G 2w2+2w3

Aus diesen drei Gleichungen folgt

1
w1 = Wy = W3 = g .
Da die Formel fuir die Polynome 1, &, 57 exakt ist, ist sie fiir alle Polynome ersten

Grades exakt. Wir probieren, wie Polynome zweiten Grades integriert werden. Es
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gilt
1 1(1 1
ME=—=-(-+-
/ g 12 6 (4 + 4) ’
E
1 1/1 1
HE=—=-(>+>
/ g 12 6 (4 + 4)’
E
1 11
dE = — = —=-—
/ SdE= =64
E
die Seitenmittelpunktsregel
1 1 1 11
,n)dE ~ — =0 0, - == 5.
/w(& ) 6[¢(2 )+<p( 2)+¢>(2 2)] (5.7)
E
integriert also auch alle Polynome zweiten Grades (wie in Tabelle 5.1 vermerkt)
exakt.
Polynome dritten Grades werden i. allg. nicht exakt integriert, beispielsweise ist
1 1/1 1
ME=—#-(=+2]).
/ g 20756 (8 * 8)
E
Ahnlich kann man weitere Quadraturformeln konstruieren, wenn man sich die Stiitz-
stellen vorgibt: Exaktheitsforderungen fiir gewisse Polynome fiithren zu linearen Glei-
chungssystemen fiir die Gewichte.
So ist beispielsweise die Quadraturformel
1 1
PlEMAE ~ = [3(9(0,0) +¢(1,0) + (0, 1)) +8 ¢ ( 5.0
E
+ 0 ! + L1 + 27 1! 5.8
“\72) T2z “\33 ©-5)
fiir Polynome dritten Grades exakt.

In [33] findet man auch Quadraturformeln, exakt fiir Polynome vom Grad vier
und finf.

Verwendet man nicht vollstindige Polynomriume iiber Dreiecken als Ansatz-
funktionen, so kann man hinreichende Bedingungen fiir die zu verwendenden
Quadraturformeln dem folgenden Satz entnehmen.

0O Satz5.3

Es sei P, C Px C P;. Die Quadraturformel integriere Polynome (k + [ — 2)-ten
Grades exakt, aulerdem enthalte die Menge der Stiitzstellen der Quadraturformel
eine Teilmenge, die Polynome (I — 1)-ten Grades eindeutig bestimmt. Dann gilt

lu—unlli < Ch*.
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Tabelle 5.1 Ubersicht: Quadraturformeln fiir Dreieckselemente vom Typ 1, 2, 2%, 3’.

exakt fiir
Typ Stiitzstellen und Polynome  Fehlerabschitzung
Quadraturformel vom Grad
B' h e 1 lu—unlh < Ch
EL g (5.7) 2 lu—unl < Ch?
EL l (5.8) 3 lu—unlls < Ch?
El l (5.8) 3 lu—unlls < Ch?

Betrachten wir z. B. die Dreieckselemente 2* oder 3/, soist k = 2 und | = 3. Die
Zusatzforderung im Satz 5.3 ist fuir die angegebene Quadraturformel (5.8) erfiillt,
denn Polynome zweiten Grades sind eindeutig bestimmt durch die Vorgabe ihrer
Funktionswerte in den Ecken und in den Seitenmitten.

Nun kommen wir zu dem Fall einer affinen Familie von Viereckselementen.

Satz 5.4

Essei Py C Px C Q. Die Quadraturformel integriere Funktionen aus dem Q,;—4
exakt, auRerdem enthalte die Menge der Stiitzstellen der Quadraturformel eine
Teilmenge, die Polynome (2k — 1)-ten Grades in Qj eindeutig bestimmt. Dann
gilt

lu—unls < Ch*.

Die Konstruktion von Quadraturformeln fiir das Einheitsquadrat ist einfacher als
fur das Einheitsdreieck. Das Einheitsquadrat E in der &-#-Ebene werde beschrie-
ben durch—-1 <& <1,-1 <% <1.Essei

1

L
/w(t)dt ~ Yoyt (5.9)

) v=1

eine Quadraturformel fiir den eindimensionalen Fall, die fur Polynome k-ten Gra-
des exakt ist. Dabei seien die Gewichte w, positiv, fur die Stiitzstellen gelte ¢, €
[~1,1].
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Dann erzeugt diese eindimensionale Quadraturformel eine fiir Funktionen des Qy
exakte Integrationsformel im zweidimensionalen Fall, und zwar

/ (& m)dE ~ Z Z @y p(t, ty) - (5.10)

E r=1u=1

Ist ndmlich ¢ € Qy, so gilt mit Konstanten c;;

ko k
= chufiﬂj .

i=0 j=0
Dann folgt fiir das Integral iiber E

k k
/ EmdE=3" > ey [ el
i=0 j=0 j4
k k 1 1

=ZZC,J/t'dt/tJdt

i=0 j=0 )

:ZZcUZwvtiZwﬂti

i=0 j=0 v=1 u=1

L L koK
= Z Zwvw#ZZcUtiti

v=1u=1 i=0j=0

L L
= Z Z Wy p(ty, tu)

v=1u=1

d.h., die Quadraturformel (5.10) ist fiir Polynome vom Typ Qy exakt.

Damit miissen wir lediglich iiber eindimensionale Quadraturformeln und die
Giiltigkeit der Zusatzbedingung in Satz 5.4 nachdenken.

Fir die wichtigsten Elementtypen mit k = 1 und k = 2 benétigen wir Qua-
draturformeln, die fiir den Q; bzw. Q; exakt sind. Nach dem eben Beschriebenen
liefert (5.10) solche Formeln, wenn (5.9) fiir den eindimensionalen Fall eine exakte
Formel fiir Polynome ersten bzw. dritten Grades ist.

Nun beschreiben wir die grundlegenden Zusammenhinge fiir eindimensionale
Quadraturformeln wie (5.9).

Die Formel (5.9) heifst vom Newton-Cotes-Typ, wenn man die Stiitzstellen vorgibt,
1 (t) durch das entsprechende Lagrangesche Interpolationspolynom ersetzt und
dieses exakt integriert.

Esseiz.B. L =2,t; = —1, t; = 1. Das Polynom ersten Grades, welches an den
Stiitzstellen tq, ¢, mit 1 tibereinstimmt (das Lagrangesche Interpolationspolynom)
ist

1 1
pat) = =3V ENE=) + Sp(E+ D).
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Integration liefert

1
fm(t)dt = p(-1)+ p(1),
21

also ist

1

/w(t)dt ~ (=) + (1),

—1

eine fiir Polynome ersten Grades exakte Quadraturformel (die sogenannte Trapez-
regel). Diese Formel induziert die Quadraturformel

/(p(&, N)dE ~ ¢(—1,-1) + ¢(—1,1) + ¢(1, 1) + ¢(1,1) ; (5.11)
E
diese Formel ist fiir Polynome des Q; exakt.

1 1
Wihltman L =4, = -1, = -3 t3 = 3 ty = 1, so liefert das Lagrangesche
Interpolationspolynom

G0N

1\ t+)(t+3E-1
+0(5)

G+)G+3)G-1)

(t+1)(+3)(—3)
+¢(1)1+1)(1+§)1—§)’

3
die fur Polynome dritten Grades exakte Formel (die sogenannte g-Regel)

1

f Y (t)dt ~ l |:1/1(—1) + 3y (—l) + 3y (l) + I/J(l):| .
4 3 3

-1

3 1
Der Name g-Regel rithrt daher, dass man den Vorfaktor y oft schreibt als

3

2 2
3 5; 3 ist der Abstand benachbarter Stiitzstellen. So entsteht gemif (5.10)

17
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eine Quadraturformel, die fiir Polynome des Q3 exakt ist:

[ ot e ~ g fotet, =+ o114 o121+ 0011)
E

() e o) ()
o)) ool oo ()]
) e PR R

Die Quadraturformel (5.9) heifst Formel vom Gauf3-Legendre-Typ, wenn man die L
Stiitzstellen und L Gewichte (man hat 2L Unbekannte) so bestimmt, dass Polyno-
me vom Grad 2L —1 (dies entspricht 2L Bedingungen) exakt integriert werden. Im
Gegensatz zu den Newton-Cotes-Typ-Formeln gibt man sich also die Stiitzstellen
nicht vor, sondern berechnet diese in gewisser Weise nach einem Optimalititskri-
terium.

Istz.B. L = 2, so bekommt man das Gleichungssystem

w1+w2=2

,  witi +wat =0,
2
3

ottt oyt ==, woiti w55 =0

Tabelle 5.2 Ubersicht: Quadraturformeln fir Rechteckelemente vom Typ 1, 2, 2/.

exakt fiir
Typ Stiitzstellen und Polynome  Fehlerabschitzung
Quadraturformel ~ vom Typ

(5.11) Q1 lu—unlly < Ch
o o
° % 513 0s lu—unll < Ch
L.
(512) Q3 lu—uplly < Ch?
L o0
R VIO lu—uplly < Ch2
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mit der Losung w1 = wy; = 1, 4 = —\/I, t, = \/g Die sich damit ergebende
Formel

oo )<
+¢(\/§,—\E) +‘/’(\E’ \E) (513)

integriert Polynome des Q3 exakt.

Fur L > 2 ist die Bestimmung insbesondere der Stiitzstellen nicht ganz einfach.
Diese sind die Nullstellen der sogenannten Legendre-Polynome. Wir beschrinken
uns auf die Angabe einer resultierenden Quadraturformel fiir das Einheitsquadrat

o0+ (5-)
oD ()]

1
/¢(§,n)dE o1

E

|
oo
+ ¢ (—\E 0)} + 6490, 0)}. (5.14)

Die Formel (5.14) ist exakt fiir Polynome des Qs.

Gemifd Satz 5.4 miissen wir aber noch untersuchen, ob die Menge der Stiitz-
stellen der Quadraturformel eine Teilmenge enthilt, die Polynome (2k — 1)-ten
Grades in Qy eindeutig bestimmt.

Sei k = 1. Polynome ersten Grades sind eine Teilmenge des Q1, sie sind eindeu-
tig bestimmt durch die Vorgabe der Funktionswerte in drei verschiedenen Punk-
ten. Beide Quadraturformeln (5.11) und (5.13) arbeiten mit vier Stiitzstellen, erfiil-
len also diese Bedingung.

Sei k = 2. Polynome dritten Grades im Q, sind Linearkombinationen der acht
Polynome 1, &, 7, £2, €7, n?, En?, E2y (&3 liegt z.B. nichtim Q,, im Q, liegt auch
das Polynom 4. Grades £27?2). Man benétigt acht geeignete Punkte, um durch Vor-
gabe der Funktionswerte in diesen Punkten solch ein Polynom eindeutig bestim-
men zu kénnen. Obwohl die Quadraturformel (5.13) Polynome aus dem Q3 exakt
integriert, gentiigt sie also fiir k = 2 den Voraussetzungen des Satzes 5.4 nicht.

Die Quadraturformeln (5.12) bzw. (5.14) arbeiten mit 16 bzw. 9 Stiitzstellen. In
beiden Fillen ist es moglich, acht Stiitzstellen so zu wihlen, dass ein Polynom
dritten Grades im Q, eindeutig bestimmt ist.

Betrachten wir z.B. die neun Stiitzstellen von (5.14). Entsprechend der geometri-
schen Lage der Punkte kann man die Untersuchung fiir die neun Punkte (£1, £1),

119
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(0, £1), (£1,0), (0, 0) fithren. Wir eliminieren den Punkt (1, 1). Ein Polynom vom
beschriebenen Typ ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn die Determinante
vom Format 8 x 8 der Funktionswerte der obigen acht Polynome in den 8 Punkten
von Null verschieden ist. Diese Determinante ist

1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0
1 -1 11 -1 1 -1 1
1 -1 0 1 0 0 0 0
1 -1 -1 1 11 -1 -1
1 -1 0 0 1 0 0
1 1 -1 1 -1 1 1 -1
1 1 0 1 0 0 0 0

Kombiniert man die zweite und die sechste Zeile und die vierte und die achte, so
kommt man auf die Determinante vom Format 3 x 3

-1 -1 1
1 -1 -1,
-1 1 -1

sie ist von Null verschieden. Hitte man allerdings den Punkt (0, 0) eliminiert, so
kime man zu einer Determinante mit dem Wert Null, die acht ,dufleren“ Punkte
bestimmen solch ein Polynom also nicht eindeutig.

Fir dreidimensionale Probleme kann man analog Quadraturformeln (manch-
mal auch Kubaturformeln genannt) herleiten. Wir demonstrieren dies an einem
sehr einfachen Beispiel. Wihlt man etwa fiir das Einheitstetraeder E mit den Stiitz-
stellen (0,0, 0), (1,0, 0), (0,1, 0), (0,0, 1) den Ansatz

/(p(&‘, 7,C)dE ~ w1¢(0,0,0) + w,¢(1,0,0) + w3¢(0,1,0) + w4¢(0,0, 1)
E

und bestimmt die Gewichte w; so, dass die Formel fiir lineare Integranden exakt
ist, so erhdlt man durch Koeffizientenvergleich wegen

1 1
dE = - dE dE = dE = —
/ 6’ / SAE + / 7 / ¢ 24
E E E E
die Eckpunktregel fiir Tetraederelemente mit

w1:w2:w3:w4:ﬂ.
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6.1
Approximation des Gebietes £ durch ein Polygon

In den vorherigen Kapiteln gingen wir grundsitzlich davon aus, dass das Ge-
biet 2 ein zweidimensionales Polygon ist. Jetzt lassen wir diese Voraussetzung
fallen, © sei ein zulissiges zweidimensionales Gebiet (vgl. Abschnitt 2.1), der
Rand von £ ist also stiickweise durch zumindest Lipschitz-stetige Funktionen
beschreibbar.

Zunichst untersuchen wir, was geschieht, wenn man @ durch einen Polygon-
zug approximiert (s. Abb. 6.1).

Es sei 2 konvex, 2, C £ das durch das approximierende Polygon erzeug-
te Gebiet. Wir betrachten eine Randwertaufgabe mit homogenen Dirichletschen
Randbedingungen auf dem Rand I und verwenden zur Approximation lineare
Elemente tiber einer Triangulation von ;. Zudem sei v,|p, = 0 fir alle v, € Vj,.
Die Losung des diskreten Problems u ist dann nur in Q) definiert. Im restli-
chen Gebiet 2\ Q) setzen wir uj, gleich Null. Dann gilt u, € H}(£2), und jedes
vy € Vj, liegt bei gleicher Fortsetzung ebenfalls im H((£2). Folglich kénnen wir
den Satz 4.1 anwenden und erhalten

— < C inf - .
lu—unlh < C inf flu—ul;

/\

—

Abbildung 6.1 Approximation von £ durch ein Polygon ).

Die Finite-Elemente-Methode fiir Anfiinger. Herbert Goering, Hans-Gorg Roos und Lutz Tobiska
Copyright © 2010 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
ISBN: 978-3-527-40964-8
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I\

(N\2%),

b

v f(2)

Abbildung 6.2 Teil der Randapproximation.

Nun bleibt zu untersuchen, wie gut man u durch Funktionen des Vj, approximie-
ren kann. Sei u, die stiickweise lineare Funktion, die in den Knoten mit u {iber-
einstimmt und in 2\ 2, gleich Null ist. Laut Definition der Norm gilt dann

9 2 9 2
lu—u,l= / |:(u—up)2+ (a(u—up)) + (a(u—ul,)) :|d!2 ,
2
I ) Iu\?2 au\?2
lu—uyli —Q\/Q [u + (5) + (@) :|d(-9\9h)
2 2
+/ |:(u—up)2+ (%(u—up)) + (%(u—up)) :|d.Qh .
Qn

Das zweite Integral kann man mit Hilfe von Satz 4.2 abschitzen. Unter der Vor-
aussetzung, dass u so glatt ist, dass der Integrand des ersten Integrals beschrinkt
ist, ist dieses Integral maximal das Produkt einer Konstanten mit dem Inhalt von
Q\Qy,.

Wir betrachten einen Teil (2\£2;), von 2\, (s. Abb. 6.2), I, sei die Linge des
entsprechenden Teiles von I7,.

Wir setzen voraus, dass die Knoten zur Approximation des Randes geeignet ge-
wihlt sind, insbesondere im Fall von ,Ecken“ von I" die Ecken auch Knoten der
Triangulation sind. Legt man ein lokales Koordinatensystem (s. Abb. 6.2) so an,
dass die z-Achse parallel ist zum entsprechenden Teil des Randes von [}, so liest
man unmittelbar aus einer Taylor-Entwicklung ab, dass fiir den maximalen Ab-
stand d,, eines Punktes von I" zum Fuflpunkt des Lotes auf I, gilt

d, < Gl
Hierbei ist 2C; das Maximum der zweiten Ableitung der die Randkurve beschrei-

benden Funktion im betrachteten Intervall. Daraus folgt fiir den Inhalt [(£2\£,),|
von (£2\£2y), die Abschitzung

[(R\Lp)u| < Gl
Die Anzahl u* der Teilgebiete (2\£},), gentigt der Abschitzung
* CZ )
~ minl,

u



6.1 Approximation des Gebietes £ durch ein Polygon

Abbildung 6.3 Lineare Randapproximation im quadratischen Fall.
(C, ist die Lange von I'), daraus folgt fiir den Inhalt |2\ ;| von 2\,
13

u
min [

[2\2,| < C
u

Wir setzen nun voraus, dass die Dreieckszerlegung quasiuniform und uniform ist,
also (Z 5) und (Z 6) gelten. Dann folgt

|2\ Q4| < Ch?.
Das liefert dann

lu—wupll = Ch
und damit

Lemma 6.1

Approximiert man eine stiickweise glatte Randkurve I" eines konvexen Gebietes
wie oben beschrieben durch ein Polygon, so gilt unter den Voraussetzungen (Z 5)
und (Z 6) an die Zerlegung bei Verwendung von linearen Elementen die Fehlerab-
schitzung

lu—unl = Ch
bei ausreichend glatter exakter Losung.

Die Groflenordnung des Fehlers dndert sich also bei dieser Art der Approximati-
on gegeniiber dem polygonalen Fall nicht. Verwendet man dagegen quadratische
Elemente (s. Abb. 6.3), so kann man zeigen, dass

lu—unll10, < ChY2.

Ein numerischer Test fiir die Randwertaufgabe
—Au=f inQ, u=0 onl

im Einheitskreis Q = {(x,y) : x> + y?> < 1} mit der vorgegebenen exakten Lo-
sung u(x, y) = 4xy(1—x2— y?) zeigt, dass eine Ordnungsreduktion durch lineare

123
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Tabelle 6.1 Konvergenz in der H'-Norm bei linearer Randapproximation.

Level |  Pj-Element  Ordnung  P;-Element  Ordnung

1 0.1090e+01 0.1660e-+00

2 0.5687e+00  0.94 0.5033e—01 1.72
3 0.2875e+00  0.98 0.1591e—01  1.66
4 0.1442e+00  0.99 0.5248e—02  1.60
5 0.7214e—01  1.00 0.1784e—02  1.55

Randapproximation bei quadratischen Dreieckelementen tatsichlich auftritt, s. Ta-
belle 6.1. Die Ordnung des Fehlers hat sich gegeniiber einem polygonalen Gebiet
verringert (dort war ||u — up; < Ch?, vgl. Tabelle 4.2); dhnlich ist die Lage fiir an-
dere Elemente mit héherem Polynomgrad. Ein Ausweg aus dieser Situation sind
isoparametrische Elemente.

6.2
Isoparametrische Elemente

Die Grundidee isoparametrischer Elemente besteht in der Erzeugung von Randele-
menten aus einem Referenz- bzw. Einheitselement durch eine Abbildung mit Hilfe
von Funktionen aus derselben (,iso“) Funktionenklasse wie die Ansatzfunktionen
(bisher wurden im affinen Konzept lineare Funktionen zur Abbildung verwendet),
verbunden natiirlich mit der Hoffnung auf eine verbesserte Randapproximation.
Wir betrachten ein Referenzelement E (ein Einheitsdreieck oder ein Einheits-
quadrat) und den auf dem Referenzelement definierten Raum der Form- bzw. An-
satzfunktionen Pg. Es seien fj, f zwei Funktionen aus Pg, und durch

x= fig,n), y= fl§n)

werde E eineindeutig auf ein Gebiet K der x-y-Ebene abgebildet. Die Wahl von f,
bestimmt K, darum kennzeichnen wir f;, durch einen entsprechenden Index und
schreiben endgiiltig

x= fix&n), y= fax&n). (6.1)

K ist Element der Zerlegung. Die Form- bzw. Ansatzfunktionen auf K definieren
wir folgendermafen. Lost man (6.1) nach & und 7 auf, so gelte

E=gx(xy), n7=gx(*y). (6.2)

Die Formfunktionen p(x,y) € Px sind nun alle Funktionen pg(gi k(x,y),
22.x(%,y)), wenn pg(&,n) eine beliebige Formfunktion aus Pg ist. Die Freiheits-
grade der Px mogen ebenfalls durch die Abbildung (6.1) induziert werden.
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n Yy (z2,92)
! (z6,Y6)
'y
FE
(23, y3) (z1,91)
* ¢ 1 ¢ T

Abbildung 6.4 Quadratische Randapproximation, quadratische Elemente.

Das so beschriebene finite Element heifit isoparametrisch, weil gerade die Ansatz-
funktionen als die die Abbildung E <> K definierenden Funktionen benutzt wer-
den. Isoparametrische Dreieckelemente vom Typ 1 haben wir demzufolge bereits
untersucht (lineare Abbildung, Approximation durch ein Polygon). Wir beschrin-
ken uns im folgenden auf isoparametrische Dreieckelemente vom Typ 2 und iso-
parametrische Rechteckelemente vom Typ 2, also quadratische und biquadratische
Elemente.

Sei E das Einheitsdreieck, und P sei der Raum der Polynome zweiten Grades
auf E. Wahlt man fiir f; x und f, ¢ lineare Funktionen, so dndert sich gegentiber
den bisherigen Untersuchungen nichts; man nennt diesen Fall auch den subpa-
rametrischen, weil ja keine ,richtigen“ Polynome zweiten Grades zur Abbildung
benutzt werden. Im echt isoparametrischen Fall ist f; x oder f;x ein Polynom
zweiten Grades. Sei etwa

X + %
x=x3+(x1—x3)§+(x2—x3)’7+(xe— = 2)4&17,

Yy=v3s+yi—v3)E+ (ya—y3)m+ (Y6—¥) 457 . (6.3)

E wird abgebildet auf ein Element K, begrenzt von Geraden durch (x1, y1), (%3, y3)
bzw. (%2, y2), (%3, y3) und der Parabel durch (xi, y1), (%6, s), (%2, y2) (s. Abb. 6.4).
Insbesondere gilt

11
(0,0) = (x3,73) (5, 5) S (6 v)
Loy ot mtys) (1) (mtx pte)
2 2 2 2 2 2
(L,0) = (%1, y1) (0,1) = (%2, y2) -

Die sechs lokalen Basisfunktionen in E werden durch die Transformation (6.3)
(nach &, 7 aufgeldst) in sechs lokale Basisfunktionen auf K abgebildet, deren sechs
Freiheitsgrade sind die Funktionswerte in den sechs Knoten der Abb. 6.4.

Da die Auflésung von (6.3) nach & und # relativ komplizierte Ausdriicke ergibt,
sind die sechs lokalen Basisfunktionen auf K ebenfalls von nicht unkomplizier-
ter Gestalt, jedenfalls erzeugen sie nicht die Menge der Polynome zweiten Grades
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auf K. Ist z.B. (%1, y1) = (1,0), (%2, y2) = (0, 1), (%3, y3) = (0,0), so gilt

1| % —3 1
§=g1,K(x,Y)=—‘[x6 : Y-erﬁ}

Yo —3 Y6 — 3

2
+1 —% n 1 n x
- y— %
2 Yc—% 4(ye—3) Yo— 3

und die Basisfunktion wy (&, 57) = 2£% — & wiirde abgebildet in

wi(x,y) = 2(g1,6)° — g1k -

Gliicklicherweise benétigt man aber gemifd des isoparametrischen Konzeptes die
Formfunktionen auf K nicht explizit!

Nehmen wir einmal an, wir sollten zur Berechnung eines Beitrages zur Element-
matrix das Integral

3w1
dK
[(5)
K
berechnen. Dann gehen wir wieder so vor, dass wir die Variablentransformation

(6.3) durchfiihren und iiber E integrieren. Aus w; = 2&2 — & folgt in unserem
Beispiel

dwy  dwy 08 0wy I &

Tx & ox T apax 00T Mo

Differentiation von (6.3) liefert

§+(X2—x3)g—z+(xc—u)4(a§ +§—),

1=(a- x3)ax 2 ox !

d 9 5
:(Yl—Y3)£+(y2—y3)£+(Y6_Y1;Y2)4(ai +§ )

bzw.

1=(x—%x+4 x6—x1+x2 n %
2 0x

d

+x—x+4 xﬁ—xl+x2 g an

2 0x

Y1+ 2 &

0= — 4 _—— R
(a5 o) 5

Y1+ y2 an
—yps Ay - B2 ) ) 2L
+ (y2 Ys+ (Y6 2 ) 5) 0x
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Die Koeffizientendeterminante dieses Gleichungssystems ist gerade die Funktio-

a(x, . Lo .
naldeterminante D = Bg y; der Abbildung, die in diesem Fall anders als bei
1
linearen Abbildungen keine Konstante ist:
D(&,n)
xl—x3+4(x6—¥)17 Xy — X3 +4(x6—¥)§

+ +
Yl_Y3+4(Y6_¥)77 YZ—Y3+4(Y6—¥)§

Aus
_l’_
9 YZ_Y3+4(Y6_¥)§
9% D(&.n)
folgt schlieflich

2
P e
dE

K/(%)ZM:E/ D(E, )

Der Integrand ist eine rationale Funktion in & und #. Wichtig fiir uns ist aber
zunichst nur, dass man die Elementmatrizen allein aus den gegebenen Form- bzw.
Ansatzfunktionen auf E und der Abbildungsvorschrift berechnen kann.

Bevor wir darauf eingehen, wie man mit Hilfe isoparametrischer Elemente den
Rand konkret approximiert, noch eine Bemerkung zum isoparametrischen biqua-
dratischen Viereckselement. Es sei E ein Einheitsquadrat und Pg der Raum Q,
aller Polynome, die in jeder der Variablen & und # maximal den Grad zwei be-
sitzen. Sind dann f; g und f; x ebenfalls Polynome von diesem Typ, so entsteht
ein echt isoparametrisches Viereckelement, wenn f x oder f; g nichtaus dem Q;
ist. Das Bild des Einheitsquadrates ist dann ein von Parabeln begrenztes Viereck

(Abb. 6.5).

Abbildung 6.5 Isoparametrisches biquadratisches Element.
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6.3
Randapproximation mit Hilfe isoparametrischer quadratischer Elemente

Es sei 2 ein stiickweise glatt berandetes Gebiet. Im Inneren von £2 verwenden wir
quadratische Elemente iiber Dreiecken, die affines Bild eines Referenzelementes
sind. Am Rand jedoch nutzen wir isoparametrische quadratische Elemente mit der
Abbildungsvorschrift (6.3).

Konkret werde nun der Punkt (3, 5) abgebildet in P x = (x6,x, yo,x) und Pg g
sei der Punkt, wo die Mittelsenkrechte zu P; x, P, x den Rand I trifft (s. Abb. 6.6).

Q) sei die Vereinigung aller Elemente K. Im allgemeinen gilt nun weder
Qy C £ noch Q C &, dieser Fakt verkompliziert die theoretische Analyse
des Verfahrens.

Wiirde man die Elementmatrizen exakt ausrechnen wollen, so ergibe sich fiir
die K, die Punkte umfassen, die nicht in £ liegen, die zusitzliche Schwierigkeit,
eventuell Funktionen, die zunichst nur auf Q definiert sind, auf K erweitern zu
miissen. Diese Schwierigkeit kann man durch Verwendung einer geeigneten For-
mel zur ndherungsweisen Integration umgehen.

Wir betrachten ein homogenes Dirichlet-Problem, die Koeffizientenfunktionen
und die ,rechte Seite“ seien hinreichend glatt. Als Integrationsformel wihlen wir
die Formel

/w(é,n)dE ~ % [«J (0,%) +(p(%,%) +¢ (%O)}
E

sie ist fiir Polynome zweiten Grades exakt. Dann hat man

Satz 6.1

Unter den eben skizzierten Voraussetzungen gilt fiir isoparametrische quadrati-
sche Elemente mit Quadratur die Fehlerabschitzung

||u_ uh”l,Qh < Chz .

Fiir den Beweis verweisen wir auf [19].

1 13 T

Abbildung 6.6 Isoparametrische Randapproximation.
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Tabelle 6.2 Konvergenz in der H'-Norm bei isoparametrischer Randapproximation.

Level | isoparam. P,-Element  Ordnung

1 0.1434e+00

2 0.3560e—01 2.01
3 0.8777e—02 2.00
4 0.2172e—02 2.00
5 0.5397e—03 2.00

Wir wiederholen das numerische Testbeispiel aus Abschnitt 6.1, nunmehr
mit isoparametrischer Randapproximation. Tabelle 6.2 zeigt, dass durch isopara-
metrische Randapproximation die volle Konvergenzordnung gesichert werden
kann.

Wesentlich ist, dass die Verwendung isoparametrischer Elemente sogar in Ver-
bindung mit einer relativ einfachen Quadraturformel die gleiche asymptotische
Ordnung des Fehlers wie in einem polygonalen Gebiet ermdglicht.

Theoretische Aussagen, aber auch praktische Hinweise fiir die Realisierung
der isoparametrischen Technik bei Elementen hoherer Ordnung findet man auch
in [45]. Alternativ gibt es auch Ansitze, bei denen der Rand exakt erfasst wird,
siehe z.B. [9].






Kapitel 7
Gemischte Verfahren

7.1
Ein Stromungsproblem (Stokes-Problem)

Wir betrachten die stationire Stromung eines inkompressiblen, viskosen Mediums
fur kleine Reynolds-Zahlen. Sei u = (uy, u,) der Geschwindigkeitsvektor, p der
Druck. Gesucht sind dann u und p derart, dass

—Au+gradp=f inQ, divu=0 inQ, u=0 aufl". (7.1)

Dabei sind
dp
o dup  Jduy _(Auy _ dx
div —W—i—w, Au_(Auz , gradp = B_p ,
dy

und fein gegebener Vektor. Aus (7.1) ist ersichtlich, dass der Druck p nur bis auf
eine additive Konstante bestimmt werden kann. Wir wihlen diese so, dass der in-
tegrale Mittelwert tiber p verschwindet.

In Abschnitt 2.1 haben wir bereits eine mégliche Uberfithrung von (7.1) in ei-
ne Variationsgleichung angegeben. Sie besitzt den Nachteil, dass die Bedingung
div u = 0 den Raum V mit charakterisiert und damit auch die Ansatzfunktionen
diese Bedingung erfiillen miissten. Jetzt gehen wir auf eine zweite Moglichkeit ein.
Wir multiplizieren die erste Gleichung von (7.1) mit v, die zweite mit g, integrieren
tiber 2 und wenden Integralsitze an. Das fiihrt zu der neuen Formulierung des
Problems

a(u,v) + b(v,p) = f(v) furallev e V
b(u,q) = g(q) furalleqe W (7.2)

Die Finite-Elemente-Methode fiir Anfiinger. Herbert Goering, Hans-Gorg Roos und Lutz Tobiska
Copyright © 2010 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
ISBN: 978-3-527-40964-8
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mit

/ 8u1 31;1 8u1 81}1 Buz 81}2 Buz 81}2 do
a(u,v) = —_——t —— + —— 4+ ——
(.v) dx dx  dy dy  Ox dx  dy 3y ’
Q
b(v, q) =—/qdivvd!2 ,

Q

J0) = [+ fd@ ., gt =0,
o
V={v=(n,n)mitn,n e H(}} ,

W = {qeLZ(Q)mit/qu :0} .

Q

Es geniigt tatsichlich, die zweite Gleichung in (7.2) nur fur Funktionen ¢ € W
und nicht fiir alle g € L2(£2) zu fordern. Jede Funktion § € (L) kann nimlich
mit einer geeigneten reellen Konstanten g in der Form § = q + gy mitq € W
dargestellt werden und aufgrund des Gauf3schen Integralsatzes und der Randbe-
dingungen fiir u € V gilt

b(u,q) = b(u,q) + qO/div udQ = b(u, q) furalleue V.
Q

Fiithren wir, wie in Abschnitt 2.1, den Raum
V={veV:buq)=0firalege W}

ein, so sehen wir, dass die zweite Gleichung von (7.2) faktisch bedeutet, dass u in
V liegt. Wegen b(v, p) = 0 fiir alle v € V folgt aus der ersten die Aufgabe

Gesucht ist ein u € V,so dass a(u,v) = f(v) firallev € V. (7.3)

Dies ist aber gerade die (drucklose) Formulierung des Stokes-Problems aus Ab-
schnitt 2.1.

In technischen Anwendungen sind oft Variationsprinzipien Ausgangspunkt
fur Finite-Elemente-Diskretisierungen. Bei Problemen der Elastizititstheorie sind
mogliche Ausgangspunkte das Prinzip der minimalen potentiellen Energie, das
Prinzip der minimalen komplementiren Energie oder das Hellinger-Reifner-
Prinzip (s. [49]). Im Falle des Stokes-Problems haben wir gesehen, dass die Form
(7.2) in natiirlicher Weise entsteht. Aus der Sicht der Variationsrechnung sind
beide Formulierungen, (7.2) und (7.3), notwendige Bedingungen zur Bestimmung
des Minimums u € V des Funktionals

F(v) = / (%|VV|2— fv) d2 = Min, veV. (7.4)
Q



7.1 Ein Strémungsproblem (Stokes-Problem)

Der Unterschied zwischen beiden Herangehensweisen besteht darin, dass man

die Minimierung in (7.4) iiber V auch als Minimierung iiber V unter der Neben-

bedingung div v = 0 auffassen kann. Die Einfithrung eines Lagrangeschen Multi-

plikators ergibt dann gerade die gemischte Formulierung (7.2) (s. [33] und [14]).
Das (7.2) zugeordnete diskrete Problem lautet

a(vn, vi) + b(vh, pr) = f(vn) furallev, € V4,
b(up, up) = g(qn)  furalleg, € Wy . (7.5)

Sehr wichtig ist die Beobachtung, dass man Vj;, und W), nicht unabhingig vonein-
ander wihlen kann. Betrachten wir hierzu den Fall, dass 2 = (0,1)x(0,1)in NxN
kongruente Quadrate und jedes Quadrat in zwei Dreiecke zerlegt sei. Die Anzahl
aller Dreiecke ist dann Ny = 2N?, die Anzahl der inneren Knoten Ny = (N —1)2.
Wir versuchen nun folgende Wahl:

Vi = {vi = (Vn1, vn2) ist stetig auf Q, linear auf jedem Dreieck, vy, = 0},

Wi = {qn, wobei g, auf jedem Dreieck konstant ist}.

Damit besitzt jedes vy, genau 2Ny = 2(N — 1)? Freiheitsgrade, die Nebenbedin-
gung (div vy, q5) = 0 fiir alle q;, € W), liefert genau Ny = 2N? Gleichungen. Nun
gilt stets N7 > 2N, dies bedeutet, dass nur das Nullelement aus Vj, allen Neben-
bedingungen gentigen kann; es sei denn, von den Nt Gleichungen sind mindes-
tens Ny — 2Ny linear abhingig. Eine genauere Betrachtung zeigt, dass letzteres
ausgeschlossen werden kann.

Bei komplizierterer Wahl von W), wird das Verhiltnis der Freiheitsgrade in V},
zur Anzahl der Gleichungen noch ungiinstiger. Somit ist die Verwendung von
Dreieckelementen vom Typ 1 fiir die Geschwindigkeit nicht méglich. Es zeigt sich,
dass das diskrete Stokes-Problem eine eindeutig bestimmte Losung besitzt, die ste-

Tabelle 7.1 Stabile Paare finiter Dreieckelemente.

Geschwindigkeitskomponenten Py Druck Px Ordnung
A P, A Po O(h)
& 4x Py A Py O(h)
A Py + {A12223} A Py O(h)
A P, A Py O(h?)
A Py + {A14223} A P; unstetig  O(h?)
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Tabelle 7.2 Stabile Paare finiter Viereckelemente.

Geschwindigkeitskomponenten Py Druck Px Ordnung
L L J > [ ]

. o)) Qo O(h)
L L J >

. Q QA o(r?)

- L]
L ° J

o o
o Q; Py unstetig  O(h?)

tig von den Daten abhingt, wenn die Babuska-Brezzi-Bedingung

b(vy, .
sup % > ylgullw furalle gy, € W, mity >0, (7.6)

VLEW, “ ” \4

erfiillt ist. Im allgemeinen Fall fordert man z.B. zusitzlich noch die Positivitit der
Bilinearform @ auf V. Die Chance, die Babuska-Brezzi-Bedingung nachweisen zu
konnen, steigt mit zunehmender Anzahl von Freiheitsgraden des Raumes V;, und
mit abnehmender Anzahl von Freiheitsgraden des Raumes W),. Eine Moglichkeit
der Erfiillung von (7.6) ist die Anwendung von Dreieckelementen vom Typ 2 fiir V,
bei unveridndertem W), (s. [66]) oder von Rechteckelementen vom Typ 1 fur Vj, mit
Elimination bestimmter (checkerboard) Moden in Wj, (s. [52]). In den Tabellen 7.1
und 7.2 sind Beispiele finiter Elemente zur Approximation von Geschwindigkeit
und Druck angegeben, die der Babugka-Brezzi-Bedingung geniigen. Weitere Kom-
binationen finiter Elemente findet der Leser in [14, 31] und [64].

Wir iiberlegen uns nun, welche Struktur das diskrete Problem (7.5) besitzt. Sei
N die Dimension von V},, M die Dimension von W}, die ¢;, (i = 1,..., N), seien
eine globale Basis in Vj, und die ¥ ;, (j = 1,..., M), eine globale Basis in W}. Wir
definieren folgende Matrizen:

A=Ta(ej,¢i)lij=1..N >
B = [b(gj, ¥i)li=1,..Mj=1,..N -

Dann ist A symmetrisch und positiv definit. Die dem diskreten Problem ent-
sprechende Koeffizientenmatrix besitzt die Struktur

A BT
2o -
sie ist symmetrisch, aber nicht positiv definit. Gentigen die Riume Vj, und W, der
Babugka-Brezzi-Bedingung (7.6), ist die Matrix reguldr und das diskrete Problem

besitzt eine eindeutige Losung. Spezielle Losungsverfahren fiir Gleichungssyste-
me mit einer Koeffizientenmatrix der Form (7.7) diskutieren wir in Abschnitt 7.4.



7.2 Laplace-Gleichung

Mit Beginn der 80iger Jahre wurde nach Wegen gesucht, Geschwindigkeit und
Druck der Einfachheit halber mit dem gleichen finiten Element zu diskretisie-
ren. Solche Paare gentigen in der Regel nicht der Babugka-Brezzi-Bedingung (7.6).
Dies gelingt durch Anderung des diskreten Problems. Residual basierte Stabilisie-
rungsverfahren modifizieren die dem diskreten Problem zugrunde liegende Bi-
linearform auf eine solche Weise, dass der Satz von Lax-Milgram fur beliebige
Geschwindigkeits-Druck-Paare anwendbar ist [41, 42]. Auch mit Hilfe lokaler Pro-
jektionen kann man das diskrete Problem stabilisieren und damit die Erfiillung
der Babugka-Brezzi-Bedingung umgehen. Wir verweisen hier auf [30, 58].

Die stationdre Stromung eines inkompressiblen, viskosen Mediums fiir mittlere
und hohe Reynolds-Zahlen Re wird durch die Navier-Stokes-Gleichungen

1
—R—Au+(u-grad)u+gradp =f inQ,
e

divu=0 inQ, u=0 aufl

beschrieben. Ausgangspunkt einer Finite-Elemente-Diskretisierung ist wieder eine
gemischte Formulierung, die im Vergleich zum Stokes-Problem den zusitzlichen,
nichtlinearen Term

ou ou ou ou
/ (ula—xl + uza—yl) v+ (ula—xz + uza—;) Vde
Q

enthilt. Wie fiir das Stokes-Problem kann man Paare finiter Elemente benutzen,
die der Babugka-Brezzi-Bedingung (7.6) geniigen oder Stabilisierungsverfahren
verwenden. Fiir hohe Reynolds-Zahlen wichst der Einfluss des nichtlinearen kon-
vektiven Terms und spezielle Stabilisierungstechniken werden erforderlich. Wir
verweisen auf [31, 58].

7.2
Laplace-Gleichung

Wir betrachten das Dirichlet-Problem fiir die Laplacesche Differentialgleichung,
also

—Ap=g inQ, p=0 aufl. (7.8)
.. . . . . dp dp .
Jetzt fiihren wir zwei neue Unbekannte ein mit u; = Ep Uy = 3y und schreiben
x Y
die Differentialgleichung in der Form
dp
£ _p,
' ox
_op _
2 ay
0 Ul ou 2

135



136

Kapitel 7 Gemischte Verfahren

Multiplikation mit vy, v,, u, Integration {iber £, Summation der ersten beiden
Gleichungen und partielle Integration ergeben

av v
/(u1v1 + u2V2)dQ +/p (3_x1 + a—YZ) dR =0 ,
Q Q

3u1 Buz

— + ——]dR =—- de .
/‘J(ax + By) /gq
Q Q

Nun definieren wir zur Vereinfachung die Vektoren u und v durch u = (u1, u;)
bzw. v = (v1, 1;) und benutzen

d 0
divu = ﬂ—i—ﬁ, U-V = uiv; + usv, .
dax ay
Dann kann man schreiben
/(u-v)dQ—l—/pdivde:O furalleve Vv,
Q Q
/qdiv udQ = —/gq de furalleqe W . (7.9)
Q Q

Offenbar ist (7.9) vom Typ der Gleichungen (7.2); jetzt ist

a(u,v)= | (u-v)d, b(v,q) = | qdivvdQ ,
f /

o
fvy=0, g(q)=—/qu9-
o

Diese Formulierung besitzt die folgenden Vorteile: Zum einen ist die Randbedin-
gung p|r = 0 ,verschwunden®, also ,natiirliche” Randbedingung geworden, zum
anderen benétigt man fiir ¢, v nur die Glattheitsvoraussetzungen

ge W = L}Q)

veV={v,nmity e L%v, e >unddivy € [?}.

Dies hat zur Folge, dass es moglich ist, relativ einfache finite Elemente zu verwen-
den. Als Norm im Raum V verwendet man

viv = ([ [vi +vi + (divv)?]de

Bei der Modellierung von Stromungen durch porése Medien gelangt man zu
einer dhnlichen Aufgabe. Beim Darcy-Modell sucht man die Geschwindigkeit u =
(u1, uz) und den Druck p als Lésung von

12

ou+Vp=0, divu=g inQ, u-n=0 aufl, (7.10)



7.2 Laplace-Gleichung

wobei 0 = u/k und u bzw. k die Viskositit und die Permeabilitit bezeichnen. Das
Problem ist 16sbar, wenn die Volumenkraft g der Bedingung

/ng:/divudQ:/u‘ndl“:O
Q Q r

geniigt. Eliminiert man aus beiden Gleichungen die Geschwindigkeit, so geniigt
der Druck dem primalen Problem
1 ap
—div|—Vp)=g inQ2, —=0 fr.
iv ( 5 p) g in 5 au

In den Anwendungen ist nun aber gerade die Geschwindigkeit von Interesse, so
dass sich in natiirlicher Weise eine gemischte Formulierung anbietet. Multipliziert
man die erste Gleichung in (7.10) mit v = (v1,1,) € V, die zweite mit g € W,
integriert iiber £ und nutzt die Bedingung v - n = 0 bei der partiellen Integration
aus, so entsteht wieder ein Problem vom Typ (7.2); diesmal sind

a(u,v)= | o(u-v)d, b(v,q)=— [ qdivvdQ,
f /

Q
fv)=0, g(q)=—/qu9,
Q
mit den Riumen

W = qeLZ(Q)mit/ngzo ,
Q
V={v=(v1,v2)mitv16L2,vzeL2,divveLZundv-n=0aufF}.

Wir sehen, dass die ,natiirliche“ Randbedingung der primalen Formulierung fiir
den Druck nun den Raum V mitbestimmt. Wie beim Stokes Problem ist der Druck
nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. Diese wird wieder so gewihlt, dass
der integrale Mittelwert iiber p verschwindet. Diese Forderung findet sich in der
Definition des Raumes W wieder.

Wir diskutieren nun mégliche einfache finite Elemente zur Diskretisierung des
Dirichlet-Problems (7.9). Es sei £2 wieder ein zweidimensionales konvexes Poly-
gon, Q wird zulissig und quasiuniform in Dreiecke zerlegt. Da W der Raum L2(£2)
ist, ist die einfachste Wahl von W,

Wi = {un, wobei uy, auf jedem Dreieck K eine Konstante ist } .

Schwieriger ist die Wahl von Vj, da V,, C V gelten muss. Die Festlegung von
Vi stiitzt sich auf folgende Aussage: Ist v = (14, 1,) auf jedem Dreieck stetig dif-
ferenzierbar, so ist div v € L*(Q) genau dann, wenn v - n lings benachbarter
Dreiecksseiten stetig ist. Die einfachste Moglichkeit ist die Wahl

vk =a+bx, vyxk=c+by,
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denn dann gilt auf einer Geraden ax + fy = y mitn = (a, )
v-n=(a+bx)a+(c+by)f=aa+cf+ by = const.

Es seien die b; die Mittelpunkte aller Dreiecksseiten der Zerlegung. Dann wird V,
aufgespannt durch Basisfunktionen v; = (a + bx, ¢ + by) mit

~ 1 fur i=j
piby-m=13 o0
0 fur i#7j.
Die Freiheitsgrade sind also die Werte des Produktes v - n in den Seitenmitten der

Dreiecke. Im Einheitsdreieck gilt z. B.

Yi=(E-1+n), v2=(EV2V2), yi=(-1+&7).

Da v - n entlang jeder Dreiecksseite konstant ist, ist damit die Stetigkeit von
v - n lings benachbarter Dreiecksseiten und mithin divv € L*(Q) gesichert. Sei
M die Anzahl der Dreiecke der Zerlegung und N die Anzahl der Mittelpunkte der
Dreiecksseiten. Setzt man

1 in Ki
Ki =
0 sonst,
soist {k;|i = 1,..., M} Basis in W),. Wir definieren folgende Matrizen:

Dann ist A positiv definit und symmetrisch, und die dem diskreten Problem ent-
sprechende Koeffizientenmartix besitzt die Struktur

A BT
5 o)
sie ist symmetrisch, aber nicht positiv definit. Man kann zeigen, dass die Bedin-
gung (7.6) erfullt ist und die eindeutige Losbarkeit des diskreten Problems sichert.
Lost man die ersten N Gleichungen nach den ersten N Variablen auf und setzt
dies in die restlichen Gleichungen ein, so erhilt man ein Gleichungssystem mit
der Koeffizientenmatrix C = BA™!BT, sie ist positiv definit und symmetrisch.

Ein glinstiges Lésungsverfahren, bei dem C nicht explizit benétigt wird, ist das
vorkonditionierte konjugierte Gradientenverfahren. Mit der Festlegung

lullo = (y/uzldQ +/u§d9
Q

gilt die Fehlerabschitzung [14]

1/2

Ilp—pullo= Ch, Jlu—unlo=Ch.



7.2 Laplace-Gleichung

Abbildung 7.1 Beispiel fuir Stetigkeit der Normalkomponente v - n.

Will man tiberlineare Konvergenz des Gradienten erreichen, so muss man Vj,
anders wihlen. Sind v;|x und v,|g beliebige lineare Funktionen, so ist v - n auf
dem Rand von K eine lineare Funktion in einer Variablen. Wihlt man als Frei-
heitsgrade v - n in zwei Punkten jeder Dreiecksseite, so erhilt man einen Finite-
Elemente-Raum Vj, mit der gewiinschten Eigenschaft V;, C V. Man beachte, dass
nicht notwendig V;, ¢ H'(Q) gilt. Betrachtet man z.B. die beiden Dreiecke der
ADD. 7.1, so gilt fiir die zum Knoten 1 gehérende Basisfunktion

2442
=|—=x,-24+x+ =
Y1 3 3}’

im Dreieck K;

P1-n =1 1im Knoten 1
1-n =0 inden Knoten 2,3,4,5,6.

Im Dreieck K; ist 11 identisch Null, auf dem Rand von K; gilt aber

2
Pi|x=0 = (0, -2+ gy) ;

die Normalkomponente 1 -n = 0ist zwar lings der gemeinsamen Kante der Drei-
ecke K; und K; stetig, die Vektorfunktion 1, selbst ist aber unstetig und gehort
damit nicht zum H'(8). Fiir den gewihlten Raum Vj, (stiickweise lineare Vektor-
funktionen, deren Normalkomponenten lings gemeinsamer Dreiecksseiten stetig
sind), ist die Bedingung (7.6) ebenfalls erfiillt und es gilt die Fehlerabschitzung [14]

lp —pullo < Ch, |lu—upllo < Ch*.

Wihrend also bei der primalen Methode mit linearen Ansatzfunktionen die Funk-
tionswerte quadratisch konvergieren und der Gradient linear, ist es jetzt gerade
umgekehrt: die Funktionswerte konvergieren linear, die Ableitungen quadratisch.

Johnson und Mercier [55] tibertrugen diese Methode auf das Grundproblem der
linearen Elastizititstheorie, sie erhielten quadratische Konvergenz sowohl fiir die
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Verschiebungen als auch fiir die Spannungen. Ausgangspunkt ist eine Formulie-
rung des Problems, in der die Spannungen nicht eliminiert sind und die nur erste
Ableitungen enthilt, und zwar

1/0u; OJu;
2 (W * a_xj) = Ao+ 00)0ij + uoi
mit
1 furi=j o
ij = .., . Lj=L2,
0 furi#j,
do1 do12 _
3x1 + sz - e
002 002, _
8961 sz - z
7.3

Biharmonische Gleichung

7.3.1
Stetiges und diskretes Problem

Wir betrachten die Randwertaufgabe fiir die biharmonische Gleichung

0
A*u=—-g inQ, u=—u=0 auf I .
on

Die dazugehoérige Variationsgleichung erhilt man wie tiblich iiber das entspre-
chende Variationsproblem oder die zweimalige Anwendung eines Integralsatzes
(vgl. Kapitel 1). Es ergibt sich

a(u,v) = f(v) firalleveV (7.11)
mit

a(u, v) :/AuAVdQ ., flv)= /gde .

Q Q

Dabei ist V = HZ(£2) der Teilraum aller Funktionen v € H?(£2) die den Randbe-
dingungen auf I" geniigen, kurz

0
V:%veHZ(Q):v=—v=0aufF}.
on

Im folgenden zeigen wir zunichst, dass die Voraussetzungen des Satzes 2.1 fiir
g € L[*(Q) erfilllt sind, (7.11) also eine eindeutige Lésung besitzt. Wir benétigen
folgenden Hilfssatz (s. [1]):



7.3 Biharmonische Gleichung

Lemma 7.1 (Friedrichssche oder auch Poincarésche Ungleichung)

a) Sei u € H}(£2). Dann existiert eine positive Konstante C mit

2 2
/ude§C/a—u +a—” de .
x ay
Q Q

b) Sei u € HZ(£2). Dann existiert eine positive Konstante C mit
Pu\’ Pu\’ Pu\’
2dQ < C/ — 2 — ] dQ.
/ " - dx2 + dxdy + ay?
Q Q

Bereits in Kapitel 4 haben wir eine Norm im H?(Q) eingefiihrt, die wir auch
als Norm im HZ(£2) nutzen kénnen. ZweckmiRigerweise verwenden wir jetzt im
HZ(R) eine andere Norm, die wir (da keine Verwechselungen zu befiirchten sind)
wieder mit || u||, bezeichnen, nimlich

Pu’ Pu\ Pu\’
= — 2 —— — | d@

b (D/(ax) “2(5a) + (5)
Wegen Teil b von Lemma 7.1 folgt aus ||u||; = 0 auch u = 0, damit liegt tatsdchlich

eine Norm vor.
Wir untersuchen nun Positivitit und Stetigkeit der Bilinearform. Es ist

/ v 2+282v 82v+ 9%v ZdQ
a(v,v) = — — - )
(v v) dx2 dx? dy? ay?
Q

Partielle Integration des mittleren Summanden

v 9% Pv v Pv )

— — dQ=— ————dQ = dQ

dx2 dy? dx2dy dy / (8x8y)

Q Q Q

ergibt

9%y v \° v\ 5
= [ (55) +2 () +(557) e =it
2

d.h. die Bilinearform a ist positiv entsprechend

1/2

a(v,v) > a|v|5 firallev e H3(Q)

mit a = 1. Die Stetigkeit von a folgt durch Anwendung der Schwarzschen Unglei-

chung
1/2 12
la(u,v)] < | |AuAv|dQ < (‘7 (Au)ZdQ) (ﬁ (Av)de)
fiscasin = non)

= lulz Ivll2 -
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Zum Nachweis der Stetigkeit der Linearform wenden wir die Schwarzsche Unglei-
chung und danach Lemma 7.1 an:

172 172
) < / gvIdQ < (ﬁ/ 40 (ﬁ/ v2de | < Cliglolvls -
Q

Alle Bedingungen des Satzes von Lax und Milgram fiir das stetige Problem sind
erfiillt, damit existiert eine eindeutig bestimmte Losung u aus HZ(R).

Fiir konforme FEM ist charakteristisch, dass der Raum der finiten Elemente V,
Teilraum des Lésungsraumes Vist. Ist das zu l6sende Randwertproblem von zwei-
ter Ordnung und wihlt man als Ansatzfunktionen auf jedem Element K stetige
Funktionen, dann miissen im Falle einer konformen FEM alle in V, liegenden
Funktionen stetig auf Q sein. Dies fiihrt zu Anschlussbedingungen lings der Sei-
ten der Triangulation. Fiir die hier betrachteten Randwertprobleme vierter Ord-
nung gilt: Enthilt Py nur auf K stetig differenzierbare Funktionen, so verlangt ei-
ne konforme FEM die stetige Differenzierbarkeit aller in Vj, liegenden Funktionen
auf Q. Wihrend stetige Anschlussbedingungen relativ leicht zu realisieren sind
(vgl. die Beispiele finiter Elemente in Abschnitt 2.1.6), ist die Erfiilllung der ste-
tigen Differenzierbarkeit lings der Seiten der Triangulation mit Schwierigkeiten
verbunden. So zeigte Zenisé€k, dass fiir Dreieckelemente K und Polynomriume Pk
die Zahl der Freiheitsgrade, die fiir die Erfullung der stetigen Differenzierbarkeit
langs der Triangulation notwendig ist, mindestens 18 betrigt. Bei Verzicht auf Po-
lynomriume P kommt man auch mit weniger Freiheitsgraden aus (Hsieh-Clough-
Tocher-Dreieck mit 12 bzw. 9 Freiheitsgraden und Zienkiewicz-Dreieck mit 12 bzw.
9 Freiheitsgraden [19]), die Struktur der finiten Elemente wird jedoch wesentlich
komplizierter.

Konforme Methoden fiir Randwertaufgaben vierter Ordnung untersuchen wir
aus den dargelegten Griinden nicht und konzentrieren uns auf gemischte Metho-
den bzw. nichtkonforme Methoden (s. Abschnitt 8.3). Ein Vorteil gemischter Ver-
fahren besteht darin, dass man die bei Gleichungen zweiter Ordnung bewihrten
Elemente erneut benutzen kann.

7.3.2
Formulierung als gemischtes Problem

Zunichst benétigen wir eine Umformulierung des Ausgangsproblems, das wir in
diesem Abschnitt wie folgt bezeichnen mochten:

0
Azp:—g inQ, p:a—pzo auf I . (7.12)
n

Im Unterschied zum vorherigen Abschnitt suchen wir nun eine Variationsformu-
lierung, die keine zweiten Ableitungen enthilt. Dazu fithren wir u = Ap als gleich-
berechtigte Unbekannte ein und schreiben die Ausgangsgleichung als Gleichungs-
system

u—Ap=0, —-Au=g.
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Jetzt tiberfithren wir sie wie tiblich durch Multiplikation mit v bzw. g, wobei
q|r = 0, Integration und Umformung mit Hilfe eines Integralsatzes in Variations-
gleichungen und erhalten

dv dp  dv dp
_ _— Q =
/Mde+/(3x8x+3y8y)d 0.
Q Q
dudgq dudgq
_— _— Q = .
/(3x ox dy 3y)d /qug
Q Q

In diesen Variationsgleichungen kommen nur erste Ableitungen von u, v, p, g vor.
Zu dieser Umformulierung bendétigen wir nur die Bedingung p|r = 0, die Rand-

d
bedingung 8—p‘ = 0 ist ,natiirliche* Randbedingung geworden. Fiir die vorkom-
n
menden Bilinearformen fithren wir die Bezeichnungen ein

av a dv d
a(u,v):/ude, b("f‘l):/(éﬁ—l—%%)dg,
Q Q

Sind dann noch
foy=0, go)= [grae,
Q
so kann man die beiden Variationsgleichungen wieder schreiben als

a(u,v)+ b(v,p) = f(v) furalleveV,
b(u,q) = g(q) firalleqge W, (7.13)

in unserem konkreten Fallist V = HY(Q), W = H}(Q).
Im vorliegenden Fall ist die Babuska-Brezzi-Bedingung fiir die Riume V und W

b(v, .
supMZVHq”W furalleq e Wmity >0
vev lIvllv

erfiilllt. Wegen W C V kann man ndmlich v = g setzen und erhilt

b(v, b(q, 1
sup (v ¢1)2 (qq)2 i
vev vl gl —1+C

Il ;

mit der Konstanten C aus der Ungleichung von Friedrichs (Lemma 7.1a).

Leider ist die Bilinearform a weder auf V. = H'(2) noch auf dem kleineren
Raum V = {v € V : b(v,q) = Oftiralleq € W} positiv s. [14], so dass die
Standardtheorie gemischter Verfahren nicht anwendbar ist. Im Unterschied zum
Stokes-Problem kann hier die Losbarkeit der stetigen Aufgabe nicht aus (7.13) di-
rekt geschlussfolgert werden. Betrachten wir noch einmal das Gleichungssystem

0
Ap=uin@Q, —-Au=ginQ, p:a—p:03ufF
n
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so stellt man fest, dass wir ,zu viele“ Randbedingungen fiir p und ,zu wenige“
fiir u haben. Dennoch kann (7.13) als Ausgangspunkt einer Finite-Elemente-
Diskretisierung der biharmonischen Gleichung dienen, denn wir kénnen zeigen:

Lemma 7.2

Seien £ ein zweidimensionales konvexes Polygon, p € Hg(Q) Lésung der Varia-
tionsgleichung

/ApAqu = /quQ fiir alle g € HZ(Q)
Q Q

und zusitzlich p € H3(Q). Dannistu = Ap € HY(Q)=V,p e H}(Q)= W
Losung der Aufgabe (7.13).

Es seien V,, € V, W), C W endlichdimensionale Finite-Element-Riume. Das
(7.13) zugeordnete diskrete Problem ist dann:
Gesucht sind uj, € Vj, und p, € W, mit

a(un, vi) + b(vi, pr) = f(vh) furalle v, € V3,
b(un, qn) = g(qn) furalleq e W, . (7.14)

Wir wissen bereits, dass man W), und Vj, nicht unabhingig voneinander wahlen
kann, vielmehr muissen W), und V), der Babuska-Brezzi-Bedingung geniigen:

sup M > vl|qullw furalle g, € W, mity > 0. (7.15)

mevy lvallv
Wir verwenden eine zuldssige und quasiuniforme Dreieckzerlegung und Elemente
vom Typ k zur Festlegung von V;, und W), es gelte g, = 0 fiir g, € Wj,. Wegen
Wi, C Vj istdie Bedingung (7.15) erfullt (vgl. die obigen Ausfithrungen im stetigen
Fall). Nun ist auch die Positivitit der Bilinearform a auf V, gesichert, allerdings mit
einer h-abhingigen Konstanten a(h) = a¢h > 0. Genauer gilt

a(vn, ) = |villd = a(h){|lva]? furallev, € v, .

Die direkte Anwendung der Theorie gemischter Methoden fiihrt daher nur zu ei-
ner suboptimalen Fehlerabschitzung fiir Dreieckelemente vom Typ 2

Ilp—puli = Ch, Jlu—unlo=Ch.

Die Verwendung einer verfeinerten Beweistechnik (s. [25, 60]) fihrt unter gewissen
Regularititsannahmen zur optimalen Fehlerabschitzung

Ip = pullo < CR*FY,lip = pulli < Ch*, Jlu—upllo < Ch¥T!

fiir Dreieckselemente vom Typ k. Die Verwendung linearer Elemente erfordert eine
separate Analyse, ist aber auch méglich (s. [44, 61)).
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Wir iiberlegen uns jetzt, welche Struktur das diskrete Problem besitzt. Sei M
die Dimension von Wj,, M + N die Dimension von Vj (N ist die Anzahl der
Randknoten), die v; (i = 1,..., M) seien eine globale Basis in W), bzw. fiir
i=1,...,M + Nin V. Wir definieren folgende Matrizen

= [0(1/)], wl)]lj
A =[a(P;, ¥i)li=1 M j= M1 MAN -
= [“(’/’w’/’t)]u—M—i—l MA+N >
' = [b(wly WL)]U
2= [b(Y ), Yi)liml M =M1 M N -

Dann sind A!, A*> und B! symmetrisch und positiv definit. Die dem diskreten
Problem entsprechende Koeffizientenmatrix besitzt die Struktur

Al AZ (Bl)T
(AZ)T A3 (BZ)T ,
B! B? 0

sie ist symmetrisch, aber nicht positiv definit. Aufgrund ihrer speziellen Gestalt
kann man aber aus den ersten M Gleichungen die Werte von pj, in den inneren
Knoten eliminieren, aus den letzten M Gleichungen die Werte von uj, in den in-
neren Knoten und erhilt ein Gleichungssystem fiir die N unbekannten Werte von
uy, in den Randknoten mit positiv definiter Koeffizientenmatrix.

Die Grundgleichungen fir eine Kirchhoff-Platte fithren auf ein Variationspro-
blem 4. Ordnung, das eine dhnliche Struktur wie die Variationsformulierung fiir
die biharmonische Gleichung aufweist. Ausgehend von den Gleichungen fiir die
Spannungsmomente M;;, i, j = 1,2, und die Verschiebung u,

2

32M,'j Zu
—h, M;j=ad;A
XZ:laxiaxj A L rr

kénnen die Spannungsmomente M;; eliminiert werden. Man erhilt fiir die fest
eingespannte Platte

. ou
u—i—ﬁZaxZax =h inQ, uzﬁzo auf I .

i,j=1

Die Lésung kann als Minimum des Funktionals

2
Fo) = [ | atavy +ﬁz(3x3x) kv |dQ = Min,
J
Q

v e H}(Q),
aufgefasst werden. Wegen Av = div grad v und

v 0wy 0%v ow, 0w, ?v I,

)

predl vk vor Pl il TR R N
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hingen die ersten beiden Summanden des Funktionals nur vom Gradienten von v
ab. Ausgangspunkt einer gemischten Formulierung ist nun die Umformulierung
der Minimierungsaufgabe durch Einfithrung von w = (w;, w;) = grad v als neue
Unbekannte, minimiert wird nunmehr

F(v,w) =/ a(div w)? + b i (%—i— %)Z—hv d© = Min
’ 4 —~ \ 0x; ax; '
0 i,j=1
unter der Nebenbedingung w = grad v. Die Einfithrung eines Lagrangeschen
Multiplikators zur Berticksichtigung der Nebenbedingung fithrt dann gerade zu
der gemischten Formulierung fiir die Kirchhoff-Platte. Hinsichtlich der zu betrach-
tenden Riume und méglicher finite Elemente Ansitze verweisen wir auf [11]. Er-
wahnt sei nur, dass ein Zusammenhang zu den in Abschnitt 8.2.2 angegebenen
nichtkonformen DKT-Elementen (engl. Discrete Kirchhoff Triangle) besteht.

7.4
Losung der entstehenden Gleichungssysteme

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir gesehen, dass die Verwendung ge-
mischter Finite-Elemente-Verfahren auf schwach besetzte Gleichungssysteme spe-
zieller Struktur fithrt. Wir geben hier nur einige Verfahren an und verweisen den
interessierten Leser fiir einen umfassenden Uberblick auf [8].

Zuerst dndern wir die Bezeichnungen ein wenig, nennen die Unbekannten
X1,..., %y und yq,..., yum, die rechte Seite fi,..., fn, die Elemente der Matrizen
a;j and b;j; betrachten also Gleichungssysteme der Form

Ax+BTy=f, Bx=0 (7.16)
mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix A = [a;;]; j=1...,n, einer Recht-
eckmatrix B = [bjj]i=1,.,m,j=1,.,N, der rechten Seite f = [f;]; = 1,..., N und
dem Losungsvektor (x,y) = [,y li=1,..nj=1..M. Wir setzen hier voraus, dass

das System (7.16) eindeutig 16sbar ist. Wir haben M < N, oft gilt sogar M <« N.
Die einfachste Idee besteht in der Elimination von x. Aus der ersten Gleichung
erhalten wir x = A7!(f — BTy) und eingesetzt in die zweite Gleichung

BAT'BTy = BAT!f. (7.17)

Ist y berechnet, ergibt sich x als Losung von Ax = f — BTy. Die Koeffizienten-
matrix S = BA™!BT (Schurkomplement) hat die Dimension M und ist damit viel
Kkleiner als die (7.16) zugeordnete Koeffizientenmatrix, deren Dimension M+ N ist.
Allerdings ist das Schurkomplement i. allg. dicht besetzt und die Berechnung bzw.
Faktorisierung zu aufwindig. Ein Ausweg stellt die iterative Losung von (7.17) dar,
bei der nicht die individuellen Eintrige von S sondern nur Matrix-Vektor-Produkte
der Form

Sy = BA BTy
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benotigt werden. Die Wirkung von S auf y kann namlich mit Hilfe der Matrix-
Vektor-Produkte mit BT, B und der Lésung eines linearen Gleichungssystems mit
der Koeffizientenmatrix A berechnet werden. Wegen

ST=(BA™'BT)T = BA TBT = BA™'BT =5

ist das Schurkomplement S symmetrisch und zur Losung bietet sich das PCG-
Verfahren (vgl. Abschnitt 3.3.3) an. Hinsichtlich der Konstruktion geeigneter Vor-
konditionierer verweisen wir auf [8].

Eng verwandt dazu ist der von Uzawa im Jahre 1958 vorgestellte Algorithmus:

1. Wihle Startwerte x° und y°.
2. Fiir gegebenes x* und y¥, k > 0 bestimme x*T! und y**! aus

AxkHl = f BTy
P = pF 4+ wBxt

Eliminieren wir die Iterierte x¥*1, so folgt
Yk+1 — Yk + w(BA_lf_ BA—lBTYk) ,

also die Richardson-Iteration angewandt auf die Schurkomplement-Gleichung
(7.17). Im Fall des Stokes-Problems und einer der Babuska-Brezzi-Bedingung ge-
niigenden Diskretisierung ist S symmetrisch und positiv definit; seien Amin(S)
und Amax(S) der kleinste und grofite Eigenwert von S. Dann konvergiert die
Richardson-Iteration fiir alle 0 < @ < Amays) und der Spektralradius der Ite-
rationsmatrix I — w S wird minimal fiir

2

wopt - ;l'min(s) + lmax(s) '

Ferner ist bekannt, dass es positive Konstanten C;, C;, unabhingig von der Fein-
heit des Diskretisierungsparameters h gibt, so dass C; < Ayin < Apmay < Cp. Damit
ist die Konvergenzrate des Uzawa-Algorithmus unabhingig von h. Der numeri-
sche Aufwand bei der Uzawa-Iteration besteht in der Losung des Gleichungssys-
tems mit der Koeffizientenmaztrix A. Hier werden oftmals auch in einer ,inneren
Iteration“ iterative Niherungsverfahren eingesetzt.

Nullraummethoden basieren darauf, dass eine Matrix Z vom Format N x(N— M)
bekannt ist, so dass BZ = 0. Dies bedeutet, dass die Spalten von Z die ,Nebenbe-
dingung“ exakt erfiillen (dies gelingt fiir das Stokes-Problem beispielsweise, wenn
eine diskret-divergenzfreie Basis bekannt ist). Die Losungsmenge von Bx = 0
kann dann in der Form x = Zw mit w € RN~M angegeben werden. Setzen wir
dies in die erste Gleichung von (7.16) ein und multiplizieren wir dies von links mit
Z7T erhalten wir wegen

ZTAZw + Z"BTy = ZTAZw + (BZ2)Ty = ZTAZw
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das reduzierte System der Ordnung N — M fiir die Unbekannten w
ZTAZw = ZT f.

Mit der Losung w* ist dann auch x* = Zw™ und y* als Lésung des Systems
BBTy = B(f — Ax™)

eine Losung von (7.16). Das Gleichungssystem der Ordnung N + M zerfillt
also in die Losung zweier Gleichungssysteme der Ordnungen N — M und M
jeweils mit symmetrischen, positiv definiten Koeffizientenmatrizen ZTAZ und
BBT. Die Hauptschwierigkeit der Methode besteht in der Bestimmung einer
Basis des Nullraumes, also der Matrix Z. Dennoch kann das Konzept einer geeig-
neten Basistransformation mit dem Ziel der weitgehenden Entkopplung der x-
bzw. y-Unbekannten im Sinne von quasi-diskret divergenzfreien Basen erfolgreich
umgesetzt werden. Details findet der interessierte Leser in [47], wo ein solches
Losungsverfahren als Glitter in einem Mehrgitterverfahren eingesetzt wird.

Gekoppelte Mehrgitterverfahren [69] haben als Loser eine weite Verbreitung ge-
funden. Dabei wird die Mehrgitteridee aus Abschnitt 3.3.5 auf das Gesamtsystem
(7.16) angewandt. Als Glitter verwendet man beispielweise Block-Gauf-Seidel-
Verfahren, die auf Vanka [70] zuriickgehen. Wir beschreiben die Bildung der Blo-
cke fiir den Fall einer Diskretisierung des Stokes-Problems mit Dreieckselementen
vom Typ 2 (Geschwindigkeitskomponenten) und Typ 1 (Druck). Eine Basisfunkti-
on im Druckraum W), ist nur in einem Patch von Dreiecken von Null verschieden
und koppelt daher nur mit wenigen Freiheitsgraden der Geschwindigkeit, vgl.
ADD. 7.2.

Ausgehend vom Gesamtsystem (7.16) werden nun diejenigen Zeilen von Ax +
BTy = f undvon Bx = 0 extrahiert, die den zugeordneten Freiheitsgraden der
Geschwindigkeit und des Druckes entsprechen. In diesen Gleichungen treten wei-
tere Kopplungen zu Freiheitsgraden auf, die nicht zum skizierten Patch gehéren,
z. B. koppeln die am Rande des Patches gelegenen Geschwindigkeitsknoten mit
Geschwindigkeitsknoten auflerhalb des Patches oder mit den Druckknoten in den
Ecken des Patches. Diese Anteile werden auf die rechte Seite eines lokalen Glei-
chungssystems der Form

T
AlocXioe + Blocyloc = fmod » BiocXioe = 0

Abbildung 7.2 Beteiligte Freiheitsgrade des Drucks (links) und der Geschwindigkeit (rechts)
beim Vanka-Glatter.
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geschrieben. In xj,c und yj,c sind die am Patch beteiligten Unbekannten der Ge-
schwindigkeit und des Druckes zusammengefasst. Fiir den in der Abb. 7.2 dar-
gestellten Fall sind die lokalen Matrizen Ajq, Blgc und Bj,. vom Format 38 x 38,
38 x 1 und 1 x 38. Ein Glittungsschritt besteht nun darin, nacheinander fiir jeden
Druckfreiheitsgrad das entsprechende 39 x 39 System zu l6sen und die zugeord-
neten xjoc und yjoc zu aktualisieren. Nach einigen Glattungsschritten werden dann
wie tiblich eine Grobgitterkorrektur (Zweigitterverfahren) oder eine Mehrgitterkor-
rektur (Mehrgitterverfahren) durchgefithrt. Man tiberlegt sich leicht, dass die loka-
len Systeme im dreidimensionalen Fall fiir Diskretisierungen héherer Ordnung
eine betrichtliche Gréfle erreichen konnen. Hier sind die oben erwdhnten Basi-
stransformationen zur Reduzierung der auftretenden Kopplungen hilfreich. Fiir
Details verweisen wir auf [47]. Alternativ kénnen auch Diskretisierungen héherer
Ordnung mit Diskretisierungen niederer Ordnung (die weniger Kopplungen auf-
weisen) in einem Mehrgitterverfahren kombiniert werden [43].
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Kapitel 8
Nichtkonforme FEM

In der Literatur zur Methode der finiten Elemente bezeichnet man folgende drei
Spezifika als nichtkonforme Aspekte der FEM:

a) Bilinearform und Linearform werden nur nidherungsweise berechnet (numeri-
sche Integration, s. Kapitel 5)

b) inhomogene wesentliche Randbedingungen oder krummlinige Rinder werden
approximiert (s. Kapitel 6)

) Vi ¢ V,dh. die verwendeten finite Elemente sind nicht im Lésungsraum der
Variationsgleichung enthalten.

Das folgende Kapitel ist speziell der Situation V}, ¢ V gewidmet. Die Verwendung
von finiten Elementen, die nicht im Lésungsraum enthalten sind, kann unter an-
derem folgende Vorteile besitzen:

1. Verwendung einfacher C%-Elemente anstelle von C!-Elementen fiir Randwert-
probleme vierter Ordnung,

2. Erhohung der Anzahl der Freiheitsgrade, um bei gemischten Methoden die
Babuska-Brezzi-Bedingung (7.6) zu erfiillen.

Wir erklidren das Prinzip zunichst am Beispiel unstetiger finiter Elemente fiir die
Laplace-Gleichung, diskutieren dann die Verwendung nicht stetig differenzierba-
rer finiter Elemente fuir die biharmonische Gleichung (Vorteil 1) und kommen
abschliessend zu nichtkonformen Methoden fiir das Stokes-Problem (Vorteil 2).

8.1
Laplace-Gleichung

8.1.1
Diskretes Problem

Betrachtet wird die Randwertaufgabe

—Au=g inQ, u=0 aufl’

Die Finite-Elemente-Methode fiir Anfiinger. Herbert Goering, Hans-Gorg Roos und Lutz Tobiska
Copyright © 2010 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
ISBN: 978-3-527-40964-8
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mit der zugeordneten Variationsgleichung
Gesuchtistein u € Vmit a(u,v)= f(v) furalleveV. (8.1)

Dabei ist V = H{(£2) und wie iblich

dudv  dudv
a(u, v) :/(554_ 9y 9 )dQ flv) = /gde . (8.2)
Q Q

Im Fall einer konformen FEM ist V}, Teilraum von V, und das diskrete Problem
ergibt sich einfach durch Einschrinkung des stetigen Problems auf Vj,:

Gesuchtistein u, € V, mit  a(uy, vy) = f(vn) firallev, e v, .

Die Bilinearform kann elementweise berechnet werden. Bei einer Zerlegung des
Gebietes Q = UM | K; gilt

Buh avh auh avh
a(Up, v4) Z/ ( e e T —) dK; . (8.3)

dy dy
= lK

Diese Darstellung der Bilinearform ist der Ausgangspunkt zur Formulierung des
diskreten Problems bei einer nichtkonformen FEM.

Eine nichtkonforme Methode ist dadurch gekennzeichnet, dass V, nicht Teil-
raum von V ist. Sei etwa V;, C L[%(Q), Px € H'(K). Dann ist fiir uy, v, € V, das
Integral

3uh 3Vh Buh 3Vh
——+—-—]de
/(Bx dax + ay By)
Q
nicht definiert, definiert dagegen ist die Summe
Z /‘ duyp dvy Buh% dK .
Ox Bx dy dy
Wihrend es im konformen Fall egal ist, ob man die Bilinearform gemaf (8.2)
oder (8.3) einfiihrt, garantiert im nichtkonformen Fall die Darstellung (8.3) die
Méglichkeit der Erweiterung der Bilinearform auf uy, v, € V, mit V;, C [3(Q),
Px C H'(K).
Fiir v, € L%(R) ist unter der Voraussetzung g € L[*(2) der Ausdruck f(vy)
berechenbar. Eine nichtkonforme Methode zur Diskretisierung von (8.1) ist ge-
kennzeichnet durch einen endlichdimensionalen Raum Vj, mit V, C L*(Q),

Px C HY(K) und das Verschwinden jeder Funktion v, € Vj, in den Randknoten;
das diskrete Problem ist:

Gesuchtistein uy aus V, mit  ay(up, vp) = f(vy) furallev, € Vy,
(8.4)



8.1 Laplace-Gleichung

wobei

auh 3Vh Buh 3Vh
Wt Vi) Z/(ax Bx _)dK'

1—1 8Y 8Y

Wihrend bei einer konformen Methode Satz 2.1 wegen Vj, C V die eindeutige Los-
barkeit des stetigen und des diskreten Problems sicherte, ist fiir eine nichtkonfor-
me Methode die Losbarkeit des diskreten Problems nicht automatisch garantiert.

Wir untersuchen, wann das diskrete Problem den Voraussetzungen des Satzes
von Lax und Milgram geniigt. Dazu miissen wir auf dem diskreten Raum V), eine
geeignete Norm einfiihren, Positivitit und Stetigkeit der Bilinearform und Stetig-
keit der Linearform nachweisen.

Wir fithren die Bezeichnung ein

(S () + (2)]on

Ist v nur aus dem Raum L2(£2), so kann man (wegen der nicht existierenden Ab-
leitungen) die Integrale nicht zu einem Integral iiber 2 zusammenfassen. Wir
nehmen daher an, dass die Funktionen v, € Vj, auf jedem Element K; zu H!(K;)
gehoren. Ob nun || - ||, auf dem endlichdimensionalen Raum V;, eine Norm ist,
hingt von der konkreten Wahl Vj, des Raumes ab. Das einzige offene Problem bei
dem Nachweis der Eigenschaften einer Norm ist, ob aus ||v, ||, = 0 die Beziehung

» = 0 folgt, alle anderen Eigenschaften kann man wie iblich zeigen. Wir setzen
voraus:

12

(NK) In V, folge aus ||v|lp = 0auch v, =0.

Dann ist | - ||, eine Norm auf Vj,, und bei der Konstruktion von V}, und ay, ist die
Eigenschaft (NK) zu beachten. Nun gilt

an(vh, vi) = ||vh||ﬁ furallev, € V,, ,

ay, ist also positiv mit der von h unabhingigen Konstanten a = 1. Die Anwendung
der Dreiecksungleichung und der Ungleichung von Schwarz fithren zu

duyp dv duy ov
[an(un vn)| = Z/‘ axh axh aYh . h

1—1

M
AR < D llunlln g llvnln

i=1

IA

12, m 1/2
(Znuhni,m) (vahni,&) < llunllnlivall

i=1 i=1

mit der Abkiirzung

[l = /[(g—j)z+ (%—;’)2} 4

Ki
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Ferner gilt

12

M M
Z/ th|dKi < Z /gZdKifvidKi
i=1 =1 g K;

1/2
M /

< lglo | 2 [ vidKi| = Cllglolvali .

=1,
wobei wir
lvillo < Clivlly furalle v, € W

benutzt haben. Fiir konforme finite Elemente folgt dies aus der Friedrichsschen
Ungleichung (vgl. Lemma 7.1a). Fiir hiufig verwendete nichtkonforme Elemente
findet man den Nachweis der Giiltigkeit dieser Abschitzung in [40]. Damit sind
ap, und f'stetig auf Vj,. Unter der Voraussetzung (NK) ist die Losbarkeit des diskre-
ten Problems also gesichert. Im Abschnitt 8.1.3 betrachten wir Beispiele nichtkon-
former finiter Elemente und zeigen, dass fiir die entsprechenden Riume Vj, die
Voraussetzung (NK) erfiillt ist.

Verzichtet man auch auf die Erfullung der Voraussetzung (NK), so gelangt man
zu den ,unstetigen“ Galerkin-Verfahren (dG-Verfahren). Um die Losbarkeit des
diskreten Problems zu sichern, wird die obige Bilinearform a;, geeignet modifi-
ziert. Wir beschreiben das Prinzip am Beispiel der Laplace-Gleichung

—Au=g inQ, u=0 aufl’

und verweisen hinsichtlich theoretischer Ergebnisse und Aspekte der Implemen-
tierung auf [57].

Das Gebiet £ sei zulidssig in Elemente K; zerlegt. Multiplikation der Differen-
tialgleichung mit einer Testfunktion v € H'(K;), Integration iiber K;, partielle

Integration und Summation tiber alle Elemente K;, i = 1,..., M, liefert zunichst
dudv  dudv M ou
dK; — —vds = dK;.
Z/(Bxax Byay) Z/aniv a /gv (8:5)
=1k, =1k

Dabei bezeichnet n; die duRere Normale beztiglich K;. Unstetige finite Elemente
besitzen keine Werte auf einer gemeinsamen Kante E zweier Elemente K; und K,
i # j.Man definiert daher den Mittelwert und den Sprung entlang E = 9K; N dK;
durch

{vir =

(vlg + V|1<j) » [Vl = vk — vk -

N[ =

Fiir Randkanten E C I’ setzt man

wig=plg=vlx, furE=0KNT.
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Man iiberzeugt sich durch Nachrechnen, dass fiir den Sprung eines Produktes
entlang einer inneren Kante

(wvle = [W]g{v}e +{w}e[v]e

0
gilt. Fiir eine hinreichend glatte Lésung u ist der Sprung von w = a_u entlang
n

innerer Kanten Null und aus (8.5) folgt

dud du o
Z/(aZaZ ) 12 [ (s - 3 fas.

i= 1K
(8.6)

Man beachte, dass auf der inneren Kante E = 0K; N dK; wegen

B_u _l 8_u+8_u (| —v| )
n E[V]E_Z an;  on; ik = VIK
1/ du ou

VL TP

an an

die Wahl der zu E gehérenden Normale zwar beliebig, aber mit der Sprungrichtung
gekoppelt ist. Fiir eine glatte Losung u ist der Sprung {iber innere Kanten Null und
die homogene Dirichletbedingung fordert, dass u am Rande verschwindet. Fiir alle
Kanten ist daher [u]p = 0 und wir kénnen auf der linken Seite von (8.6)

iZ/{ } u]Eds—i-Z'E'/[uE[vEds

mit dem Strafparameter o addieren. Das diskrete Problem der dG-Methode ist
dann:

Gesucht ist ein uj, aus Vj, mit ahi(uh, vp) = f(vy) furallev, € V,
(8.7)

wobei

ahi(uh,vh) = Z

1

ox ox Ty oy

M

duy 0 duy 0
Uy ovy Up Vh)dKi

i=1g.

(
x/
iXE:E/
f(w)zé

1

ad
2] s

d
{%}E[uh]EdS—{- %/ uh E[Vh EdS
E

n

/ gV dK,‘ .
K;
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Die Bilinearform a, ist symmetrisch, ah+ ist unsymmetrisch, die zugeordne-
ten dG-Verfahren werden daher auch SIPG (engl. Symmetric Interior Penalty
Galerkin) bzw. NIPG (engl. Nonsymmetric Interior Penalty Galerkin) genannt.
Der Term

o]
— | [un]e[vi]Eds
;E'E/

bestraft gewissermafien im Innern die Unstetigkeit der Ansatzfunktionen und am
Rande die Nichterfiillung der Randbedingung.

Fir die Anwendung des Satzes von Lax-Milgram setzen wir 0y > 0 voraus und
arbeiten mit der gitterabhingigen Norm

vallln

- (1) () Joxr it [

1—1

Wir sehen sofort, dass fiir die zum NIPG-Verfahren gehorende Bilinearform

2
ay (vi, vi) = [l[valll}
gilt, sie damit auf Vj, positiv ist. Zum Nachweis der Stetigkeit von aj; £ benstigt man
einen diskreten Spursatz der Form

2
/(aﬂ) ds < Chy /(a"h) +(aﬁ) dK, fur EC 9K .
on ay
E

Er wird auch verwendet, um fiir hinreichend grofle o, die Positivitit der zum
SIPG-Verfahren gehorenden Bilinearform a, zu zeigen. Fiir das NIPG-Verfahren
sind fur alle oy > 0, fiir das SIPG-Verfahren fiir hinreichend groffe o, > 0 alle
Bedingungen des Satzes von Lax-Milgram erftllt und (8.7) besitzt eine eindeu-
tig bestimmte Losung. Mit etwas mehr Aufwand kann sogar gezeigt werden, dass
fur Finite-Elemente-Riume mit stiickweise polynomialen Ansitzen der Ordnung
k > 2 das NIPG-Verfahren auch fiir oy = 0 eindeutig 16sbar ist [57].

8.1.2
Konvergenzproblem

Die Erfiilllung der Voraussetzung (NK) sichert zwar die Losbarkeit des diskreten
Problems einer nichtkonformen Methode, die Frage ob u, fiir geniigend kleine h
zur Approximation der Losung u des stetigen Problems geeignet ist, ist damit aber
noch offen. Lange Zeit war man der Ansicht, dass das Vorgehen bei nichtkonfor-
men Methoden mathematisch unhaltbar erscheint (vgl. etwa die Aussagen in [63,
S. 57]). Insbesondere sah man den sogenannten Patch-Test als hinreichende Be-
dingung fur die Konvergenz einer nichtkonformen FEM an. Wir formulieren hier
eine der verschiedenen idquivalenten Varianten des Patch-Testes:
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Eine nichtkonforme FEM gentigt dem Patch-Test, wenn die Lésung u, des
diskreten Problems im Falle einer Polynomlésung u € Py (£2) des stetigen
Problems mit dieser tibereinstimmt.

Dabei wird vorausgesetzt, dass alle Polynome k-ten Grades zu Vj, gehoren. Es ist
jedoch so, dass die Erfiillung des Patch-Testes die Konvergenz der nichtkonformen
FEM nicht sichert; Gegenbeispiele findet man bei Stummel [65].

Mit heutigen mathematischen Methoden sind fiir nichtkonforme FEM gesicher-
te Aussagen zur Konvergenz moglich. Grundlegend dafiir ist erneut eine Verallge-
meinerung des Satzes 4.1:

Satz 8.1

Die Voraussetzungen des Satzes von Lax und Milgram seien sowohl fiir das stetige
als auch fiir das diskrete Problem erfiillt. Dann gibt es eine von Vj, unabhingige
positive Konstante C, so dass

. lan(u, wn) — f(ws)
lu—upln < C|[ inf ||u—uylly + sup .
A wLEV) lwnlln

Zum Beweis nutzen wir die Positivitit von aj, und erhalten fiir beliebiges v, € V;,
2
alluy —vplly < an(un — v, up — vp)

= f(unp—vi) — an(u, up — vi) + ap(v — vy, up — vp) .

Die Stetigkeit von a;, und Division durch ||uy — vy ||, # 0 liefern die Abschitzung

| f(wn) — an(u, wh)l
allup —vplln < Bllu—vplln + sup
wRLEV), ||wh||h

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgert man

lu—wunlln < lu—unlln + lun —vulln

1 wy) — an(u, w
f(1+£) = vl + & sup LS00 = 8n( )
a A wyevy lwrlln

a’ a
Nach obigem Satz setzt sich der Fehler aus zwei Teilen zusammen, dem Appro-

1
Folglich gilt die Behauptung des Satzes mit C = max 11 + é, —}.

ximationsfehler

inf [lu—vyln
VREV)

und dem Vertriglichkeitsfehler oder Konsistenzfehler

wy) — apl(u, W
sup | f(wn) — an(u, wp)|
wpEV) “wh“h

Letzterer ist bei einer konformen FEM wegen a,(u, wy,) = a(u, wy) identisch Null.
Konkrete Konvergenzergebnisse geben wir fiir die folgenden Beispiele nichtkon-
former Elemente in Anwendung auf die Laplace-Gleichung an.

157



158

Kapitel 8 Nichtkonforme FEM

8.13
Beispiele nichtkonformer finiter Dreieck- und Rechteckelemente

Wir betrachten zunichst den Fall linearer Dreieckelemente. Es sei K ein Dreieck
der zulissigen Zerlegung des polygonal berandeten Gebietes 2; by, by, b3 seien
die Eckpunkte von Kund by, by3, by die Seitenmitten (s. Abb. 8.1). Ein Polynom
ersten Grades in x und y

p(x,y) =do+ dix + dyy

ist eindeutig durch Vorgabe seiner Werte p(b12), p(b23), p(b13) in den Seitenmitten
bestimmt. Die d; bestimmt man als Lésung des Gleichungssystems

1 xu yo do p(b12)
1 x3 y» di | =| p(bs) |,
1 xi3 yi3 d, p(b13)

das eindeutig auflésbar ist, wenn die drei Punkte by, b,3, by3 nicht auf einer Gera-
den liegen (vgl. Abschnitt 2.1). Die letzte Bedingung ist aber stets erfillt. Wir legen
fest: Py ist die Menge aller Polynome ersten Grades P;(K) auf K mit den Freiheits-
graden p(b;;),1 < i < j < 3. Der Raum V}, ist dann charakterisiert durch:

(i) v istaufjedem Dreieck K ein Polynom ersten Grades;

(ii) v, ist eindeutig bestimmt durch Vorgabe von Werten in den Seitenmitten
aller Dreiecke der Zerlegung;

(iii) vu(bi;) = 0, falls b;; Randpunkt von £ ist.

Entlang jeder Seite der Triangulation ist p ein Polynom ersten Grades in einer
Verinderlichen, das nur in einem Punkt, der Seitenmitte, fest vorgeschrieben ist.
Betrachtet man daher v, auf zwei aneinandergrenzenden Dreiecken Kj, K;, so
stimmen entlang der gemeinsamen Seite vy, und vy g, i. allg. nur in der Seiten-
mitte tiberein. Damit ist vy, i. allg. unstetig und Vj, nichtin Venthalten (s. Abb. 8.2).

Nun soll gepriift werden, ob die Losbarkeitsvoraussetzung (NK) fiir das diskre-
te Problem (NK) erfiillt ist. Auf jedem Dreieck K ist v, ein Polynom und gehort

b3

by o ba
bi2

Abbildung 8.1 Freiheitsgrade des nichtkonformen linearen Dreieckelements.
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Abbildung 8.2 Zum Knoten b1, gehérende (unstetige) Basisfunktion.

deshalb zum Raum H!(K). Fiir die Voraussetzung (NK) folgt aus

M 2 2
avh avh
— 2 _ .
0—||vh||h—§1:/(ax) +(ay) dK,
1= K;

zundchst v, = const auf jedem Dreieck K;. Da vy, in den Seitenmitten der Triangu-
lation auf zwei aneinandergrenzenden K; iibereinstimmt, ist v, auf Q= vaI:l K;
konstant. Die homogenen Randbedingungen erzwingen schlieRlich v, = 0 auf Q.
Das diskrete Problem (8.4) besitzt folglich eine eindeutig bestimmte Losung.

Den Approximationsfehler schitzt man wie bei einer konformen FEM ab. Liegt
die Losung u des stetigen Problems im H?(), so gilt fiir eine quasiuniforme
Zerlegung von Q

inf ||u— vyl < Ch.
VREV)

Unter gleichen Voraussetzungen an u und an die Zerlegung wird in [66] die Ab-
schitzung hergeleitet

|an(u, w) = f(wp)| < Chlwlln -

Daraus folgt fiir den Gesamtfehler der nichtkonformen FEM mit stiickweise linea-
ren Ansatzfunktionen

lu—unln < Ch.

Damit entspricht die Konvergenzordnung der der konformen Methode unter Ver-
wendung von Dreieckelementen vom Typ 1 (vgl. Abschnitt 4.2).

Obwohl die nichtkonforme Methode keine Verbesserung hinsichtlich der zu er-
wartenden Konvergenzgeschwindigkeit zeigt, gibt es bei der Anwendung auf be-
stimmte Problemklassen Vorziige, die die konforme Methode mit Dreieckelemen-
ten vom Typ 1 nicht hat. So ist es fiir die Behandlung instationirer Aufgaben giins-
tig (vgl. Kapitel 9), wenn fiir zwei Basisfunktionen w;, w; mit i # j

/WindQ =0 (88)
Q
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gilt (L%(£2)-Orthogonalitit). In Abb. 8.2 ist eine Basisfunktion des nichtkonfor-
men Raumes V;, skizziert, fiir die w(by;) = 1 und w(b;;) = O filr i # 1 bzw.
J # 2 gilt. Die Beziehung (8.8) gilt zunichst fiir alle i # j, fiir die w; und w; auf
verschiedenen Dreieckelementen konzentriert sind. Seien w;, w; mit i # j auf
K; konzentriert, | K;| sei der Inhalt von Kj. Aus der fiir Polynome zweiten Grades
exakten Quadraturformel (vgl. Abschnitt 5.3)

/Wiwdel _ K Z wi(bim)wj(bim) =0

3
K 1<l<m=<3

folgt die Giiltigkeit von (8.8). Im Fall der konformen Methode mit Dreieckelemen-
ten vom Typ 1 folgt jedoch fiir die durch

Wl(bl) =1 , Wl(bi) =0 fir i 7é 1

Wz(bz) =1 , Wz(bi) =0 fir i 7é 2

definierten Basisfunktionen

/W]WZd.Q = /W1W2dK1 +/W1W2dK2
Ky

Q K

— fu(fl) W1(b12)W2(b12) + fu(KZ)

wy(b12)wy(b12)

1
= S(u(K) + u(Ke)) £ 0.

[?(82)-Orthogonalitit der nodalen Basis liegt fiir die konforme Methode also nicht
VOr.

Betrachtet werden im folgenden nichtkonforme quadratische Dreieckelemente.
Sei K ein Dreieck der zulidssigen Zerlegung des polygonal berandeten Gebietes
2 mit den Eckpunkten by, by, b3 und den Gaufi-Legendre Punkten aq, a,, ..., ag
(s. AbD. 8.3). In Dreieckskoordinaten gilt

a(1=(1(14—£>’1(1_\/_g)yo)y
2 3 2 3
az:(l(l_ﬁ)yl(Hﬁ),O),
2 3 2 3
a;:(0,1(1+£>,1(1—£)),usw.
2 3 2 3

Auf K sei vy, ein Polynom zweiten Grades, vy, x gehort damit zu P,(K):

p = d() + d]Ll + dsz + d3L% + d4L1L2+ dsL% .
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b3
a4
as
K
ae as
b1 ail a2 b2

Abbildung 8.3 Nichtkonformes quadratische Dreieckelement.

Die Vorgabe von p in den Gaufl-Legendre Punkten a4,..., a¢ fithrt auf das Glei-
chungssystem

1 k1 Kk kP Kkiky K3 do p(ai)
1 k2 k1 k3 Kiky K} d p(az)
1 0 x1 O 0 Klz d, — p(as) (8.9)
1 0 kg 0 0 2 d3 p(as)
1 k2 0 k2 0 O dy p(as)
1 x«1 0 k2 0 O ds p(ae)
zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten dy, ds, ..., d¢. Zur Abkiirzung

wurde

1 V3 1 V3
e

gesetzt. Die Determinante der Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (8.9)
ist jedoch Null. Addiert man z.B. die erste, dritte und fiinfte Zeile und subtrahiert
davon alle restlichen Zeilen, so folgt

p(a1) — p(az) + p(as) — p(as) + p(as) — p(aes) = 0.

Dies bedeutet, dass man die Funktionswerte in den GauRR-Legendre Punkten nicht
beliebig vorgeben kann, bei beliebiger Vorgabe also nicht notwendig ein Polynom
zweiten Grades existieren muss. Gibt man von den Werten p(a;) nur finf vor,
so ist das entsprechende Gleichungssystem zwar l6sbar, die Lésung jedoch nicht
eindeutig bestimmt. Im Spezialfall p(a;) = 0 gibt es neben der Lésung p = 0z.B.
noch die Lésung

px=—1+6L; +6L, —6L3 +6L;L, — 6L}

=2-3(L1 + L3+ L%).
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Die Schwierigkeit besteht nun darin, dass man die p(a;), i = 1,...,6 nicht als
Freiheitgrade wihlen kann. Der Raum der nichtkonformen finiten Elemente wird
nun charakterisiert durch:

(i) Jedes vy, aus V;, gehort auf jedem Dreieck K zum Raum P, (K);
(i) vy ist stetig in den Gauk-Legendre Punkten a;;
(iii) vy(a;) =0, falls a; auf dem Rand von £ liegt.

Sei W), der Raum konformer finiter Elemente, bestehend aus Dreiecken vom Typ 2
mit den Randwerten Null (vgl. Abschnitt 2.1.6) und wy, eine beliebige Funktion
aus Wj. Addiert man auf jedem Dreieck K; der Zerlegung von £ ein Vielfaches
des oben ermittelten nichttrivialen Polynoms p g mit px(a;) = 0, so liegt

M
ve=wy+ Y agp (8.10)

i=1

im Raum V}, denn vy, ist auf jedem K; ein Polynom zweiten Grades und stimmt
in den Gauf-Legendre Punkten mit wy, tiberein. Man kann nun umgekehrt zei-
gen [27], dass jede Funktion v, aus V; in eindeutiger Weise in der Form (8.10)
dargestellt werden kann. Damit erhoht sich die Zahl der Freiheitsgrade bei fester
Zerlegung des Gebietes um M gegentiber der konformen Methode.

Es soll noch gepriift werden, ob die Voraussetzung (NK) erfiillt ist. Aus

M 2 2
avh avh
— 2 _§ .
i=lg,

folgt zunichst, dass v, auf jedem K; konstant ist; wir schreiben v, = const auf K;.
Die Stetigkeit in den GauR-Legendre Punkten liefert v, = const auf Q und die
Randwerte ergeben v, = 0. Damit gilt (NK) und die diskrete Aufgabe ist eindeutig
l6sbar.

Fiir quasiuniforme Zerlegungen von Q und u € H3(8) gilt die Fehlerabschit-
zung

lu—unlln < Ch*.

Abschlielend wird ein nichtkonformes Rechteckelement, das Wilson-Recht-
eck [73], vorgestellt, das zur Losung zweidimensionaler Aufgaben der linearen
Elastizititstheorie auf Rechtecken Anwendung findet. Sei K ein Rechteck der zu-
lissigen Zerlegung Q = Uf”le,- mit den Eckpunkten a4, a,, a3, a4 und den
Seitenldngen hyq, h;. vy, sei auf K ein Polynom zweiten Grades, also Px = P,(K).
Als Freiheitsgrade werden gewihlt: die Funktionswerte p(a;), i = 1,2, 3,4 und

hl 82pd hz sz
hz 0x2 ’ hl 8y2
K K
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Dadurch ist ein Polynom zweiten Grades eindeutig bestimmt. Im Fall des Einheits-
quadrats [—1, +1] x [-1, 4+1] gilt fiir die Koeffizienten in

p=do+ dix + dyy + dsx® + dyxy + dsy?

a
11 11 11 do szai;
1 -1 11 -1 1 d, (@)
1 -1 -1 1 11 | _ | pan
1 1 -1 1 -1 1 ds [ Prax
0 0 08 0 0 da g B

aZ
0 0 00 0 8 ds _.I{a—ﬁdK_

Der Raum V,, wird nun charakterisiert durch:

(i) Jedes vy aus Vj gehort auf jedem Rechteck Kzum Raum P,(K);
(ii) vy ist stetig in den Ecken der Rechteckszerlegung von £;
(iii) vi(a;) = 0, falls a; Randpunkt ist.

Die Basisfunktionen in Vj, bestehen aus den Basisfunktionen des aus Rechtecken
vom Typ 1 gebildeten konformen Raumes (vgl. Abschnitt 2.1.6) und den fiir das
Einheitsquadrat E definierten nichtkonformen Basisfunktionen

1 1
) — g(xZ —1) aufE, 0 — g(YZ —1) aufE,
0

sonst , 0 sonst .

Wir sehen, dass w) z.B.auf y = 1, (—1 < x < 1) unstetig ist. Die Voraussetzung
(NK) ist erfiillt, denn aus

ov v\ 2
o—llwllh—Z/( h) (a—;) aK;
1—1

folgt zunichst, dass v, = const auf jedem K; ist. Die Stetigkeit von v}, in den
Ecken impliziert v, = const auf Q und die Randwerte schlieRlich v, = 0. Liegt
die Losung u des stetigen Problems im H? () und ist die Zerlegung von Q quasi-
uniform, so gilt die Fehlerabschitzung

lu—unlln < Ch.
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8.2
Biharmonische Gleichung

8.2.1
Stetiges und diskretes Problem

Wie wir in Abschnitt 7.3 gesehen haben, erhilt man die Variationsformulierung
der Randwertaufgabe fiir die biharmonische Gleichung

0
A2u=—g in Q , u=ﬁ=0 auf I’

durch zweimalige Anwendung eines Intergralsatzes. Es ergibt sich
a(u,v) = f(v) firallev e V= H}(Q),
mit
a(u, v) =/AuAv de, fw) = /gv de .
Q Q

In Analogie zur in H2(£) verwendeten Norm (vgl. Abschnitt 7.3.1)

Pu Pu\’
- T4 4k
o= ([ (52) +2(a) = (5)

nehmen wir an, dass

ulls = ;[( ) (;:—8”;)2+(327§‘)2d1<,~

eine Norm im endlichdimensionalen Raum V, ist. @ = U 1—1Ki sei dabei eine
zulissige Zerlegung von Q in Dreieck- oder Rechteckelemente. Fiir die Funktio-
nen aus Vj, ist die stetige Differenzierbarkeit entlang der Seiten der Triangulation
nicht erforderlich, es gentigt, wenn die zweiten partiellen Ableitungen auf jedem
K; quadratisch integrierbar sind. Dies ist der Fall, wenn u auf jedem K; dem Raum
H?(K;) angehért.

Wahlt man in dhnlicher Weise

12

12

n(Wh Vi) Z/AuhAvth“ (8.11)

L—lK

so ist die Bilinearform aj, nicht fiir alle nichtkonformen Finite-Elemente-Riume
positiv. Fiir einen speziellen Fall (das sogenannte Morley-Dreieck) wird dies spater
gezeigt. Man verwendet daher zur Formulierung des diskreten Problems die durch
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einen Parameter o (0 < 0 < 1) gekennzeichnete Bilinearform

o(vn, vn) Z/ [oAuhAvh

i= 1K
32uh 32Vh 82uh 32Vh 82uh 32Vh
1—o)( 2 f Z2h 2 )2 R 2R ) gk
i a)(axz 0x? + dy? ay? dx0dy 8x3y)i|
(8.12)

die fiir alle Funktionen u, v aus V = HZ(£2) mit 4, und a iibereinstimmt. Letzte-
res ergibt sich aus

aj(u,v) =/AuAvd!2
2

‘a a/ 232u v 2udtv  Pudv 40
( ) dxdy dxdy  0x? dy?  0y? dx?

durch partielle Integration

PZu v o %u 0%v

dxdy dxdy ) 0x? 9y?
Q Q

?u v [ udv

dx0dy dxdy ) ay?ox?
Q Q

Die Bilinearform ay, ist fiir jedes o < 1 auf Vj, positiv, denn es gilt

azuh azuh z azuh z
i) = 1_02/[(39&) 2(3x3y) +(3y2) 4K

> (1= o)|unll -

Damit lautet das diskrete Problem:

Gesuchtistein uj € Vi mit  aj(up, vi) = f(vp) furallev, € V4.
(8.13)
Es soll nun die Anwendbarkeit des Satzes von Lax und Milgram fiir das diskrete

Problem gezeigt werden. Die Positivitit von aj wurde bereits nachgewiesen. Die
Stetigkeit folgt mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung aus

azuh azvh 32uh azvh
W) Z ox? 9x dy? 09y?
i=1;

Bzuh 32Vh 82uh 32Vh Bzuh 32Vh
SR TR ) 01— o)t K,
* a( dax2 dy? + dy? 0x? ) + 2 G)axay 8x3y]

165



166

Kapitel 8 Nichtkonforme FEM

indem jeder Summand nach oben durch ein Vielfaches von ||uy|n|lve|n abge-
schitzt wird. Die Stetigkeit von fauf V), ergibt sich aus der Schwarzschen Unglei-
chung der Friedrichsschen Ungleichung (Lemma 7.1b). Unter der Voraussetzung

(NK) In V, folge aus ||v|lp = Oauch v, =0,

sind folglich alle Bedingungen fiir die Anwendung des Satzes von Lax und Mil-
gram erfiillt und die diskrete Aufgabe (8.13) ist eindeutig losbar.

822
Beispiele nichtkonformer finiter Dreieck- und Rechteckelemente

Eine konforme Methode fiir die biharmonische Gleichung verlangt, dass die An-
satzfunktionen entlang der Seiten der Triangulation stetig differenzierbar sind.
Wie bereits in Abschnitt 7.3.1 erwdhnt, betrdgt die Zahl der Freiheitsgrade fiir Drei-
eckelemente und Polynomriaume mindestens 18.

Im folgenden wird ein nichtkonformes Dreieckelement, das sogenannte Morley-
Element, mit nur 6 Freiheitsgraden eingefiihrt. Seien Q = UM K; eine zulissi-
ge Zerlegung des Gebietes © in Dreiecke K; und K ein beliebiges Dreieck mit
den Eckpunkten by, by, b3 und den Seitenmitten by, bys, b13. Der Raum Py be-
steht aus allen Polynomen zweiten Grades, als Freiheitsgrade werden die Funk-

0
tionswerte p(b;) in den Ecken des Dreiecks und die Normalableitungen —p(bi i)

in den Seitenmitten vorgegeben. Wir demonstrieren am Beispiel des Dreiecks K
(s. Abb. 8.4), dass diese Vorgaben ein Polynom zweiten Grades eindeutig festlegen.
Mit dem Ansatz

p=do+ dix+ dyy+ dyx? + dyxy + dsyz

y
1 bs
b23
b13 P
K
b2
? |
‘ x
b b1a 1

Abbildung 8.4 Morley-Element mit 6 Freiheitsgraden.
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erhilt man durch Vorgabe der Funktionswerte in den Ecken und der Normalablei-
tungen in den Seitenmitten das System

T1 0 0 0 0 07[ do ] p(b1)
1 1 0 1 0 0 d p(b2)
1 0 0 0 1 dy p(bs)
0 0 -1 0 =1 ol d | | Zpy
v R i S, S | B ()
L0 -1 0 0 —3 0 ][ d5 _ i g—’i(bw) |

Als Loésung des Gleichungssystems ergibt sich

do = p(b1),
= 51p(ba) + p(bs) — 2p (bl — 5 (bis) — 3 V25 (b)
) 5 1 -0
dy = S[p(b2) + p(b3) = 2p(ba)l - ﬁ(blz) - gﬁﬁ(bﬂ) ’
P 0
&y = 5lp(ba) = p(bs) + 52 (biy) + 5 VIS (bys)

8
dy = 2p(b1) — p(b2) — p(bs) + ﬁﬁ(bm :
1 0 1 -0
ds = S [p(bs) = p(ba)] + %(blz) + Eﬁﬁ(bzz) :

Der Raum V,, wird nun charakterisiert durch:

(i) vk aus V, gehort auf jedem Dreieck K zu P,(K);
(ii) vy ist eindeutig bestimmt durch Vorgabe der Funktionswerte in den Ecken
und der Normalableitungen in den Seitenmitten aller Dreiecke der Zerlegung;

0
(iii) vu(bi) =0, th (bij) = 0, falls b; bzw. b;; Randpunkte von £ sind.

Zu priifen ist, ob die Voraussetzungen zur eindeutigen Losbarkeit des diskreten
Problems erfullt sind. Da v, auf jedem K ein Polynom ist, gilt: v,|x gehort zu
H2(K). Aus

0= ||vh||h—2/[(a "h) (;:;;)Z(%)Z}M

folgt zunidchst, dass vy, auf jedem K zu P;(K) gehort und damit in der Form

p =do+ dix + dyy

darstellbar ist. Nun gibt es ein Dreieck K;, bei dem mindestens eine Seite mit
dem Rand von £ iibereinstimmt. Die homogenen Randbedingungen erzwingen
in diesem Dreieck vy | x =0. Auf diese Weise erhilt man schrittweise (von auflen
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)
1 b3

bs
Abbildung 8.5 Zerlegung von £ in Morley-Elemente.

nach innen) v, |x, = 0 fiir jedes i, also ist v, = 0 auf Q. Das diskrete Problem
(8.13) besitzt damit eine eindeutige Losung.

Es sei vermerkt, dass die in (8.12) angegebene Bilinearform aj, i. allg. nicht durch
die in (8.11) definierte Bilinearform a), ersetzt werden kann. Sei beispielsweise 2
das in Abb. 8.5 zerlegte Quadrat. Die Funktion

x(1—x)—y(l—-y) in K,
x(I1+x)+y(1—-1y) in K,
—x(1+x)+y1l+y) in K,
—x(1-x)—y(1+y) in K

(%, y) =

gehort zu V;. In den Ecken gilt ndmlich
vp(b))=0 fur i=1,2,...,5

und in den Seitenmitten am Rande

th
5, (i) =0.
.0y, . )
Ferner ist 5, in den Punkten by, bi3, b4, bys stetig. Wir erhalten
n

M
a’h(vhrvh) = Z/ AVhAVthi =0.

i=1g,
Angenommen a, wire positiv, so muss notwendigerweise wegen
2
0= an(v,vn) = alvally

auch v, Null sein. Da dies nicht der Fall ist, kann a, nicht positiv auf Vj, sein.
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Wir vermerken dariiber hinaus, dass die Elemente aus V} nicht notwendig
stetig sind. Betrachtet man beispielsweise das spezielle v, auf der Kante b;b,
(s. Abb. 8.5), so gilt

x(1-x) inKj,
v =
—x(1—x) inKjy.

vy, ist also mit Ausnahme der Eckpunkte unstetig.

Fiur das eingefiihrte Morley-Dreieck hat man folgendes Konvergenzresultat:
Liegt die Lésung u des stetigen Problems im H*(2) und ist die Zerlegung des
Gebietes quasiuniform, so gilt die Fehlerabschitzung

lw—unlln < Ch.

Ist 2 ein konvexes Polygon, so liegt die Losung u des stetigen Problems zwar
immer im H*(R), aber nicht notwendig im H*(&). In dem Fall, dass alle Innen-
winkel des Polygons kleiner als 126° sind, ist aber die Voraussetzung u € H*(Q)
gesichert.

Wir betrachten nun Rechteckelemente. Sei 2 = UM | K; eine zulissige Zerle-
gung von £ in Rechteckelemente und K ein beliebiges Rechteck mit den Ecken
by,..., bs. Eine konforme FEM verlangt stetige Differenzierbarkeit entlang der
Kanten der Zerlegung. Dies motiviert die Wahl der 12 Freiheitsgrade

Py 2y

p(bi), Bx( i), aY(,-), i=1,...,4.

Ein Polynom 3. Grades in x und y besitzt nur 10 unbestimmte Koeffizienten, ein
Polynomn 4. Grades 15 Freiheitsgrade. Als Ansatz fiir die Funktionen in Px wihlen
wir nun
p=do+ dix+dyy+ dyx? + dyxy + dsyz
+dex + d7x2y + dgxy2 + d9y3 + d10x3y + dnxy3 .

Entlang jeder Seite des Rechtecks ist p ein Polynom dritten Grades in einer Varia-

0 0
blen. Die Untersuchung des durch Vorgabe der Werte p(b;), a—p(bi) und 8—p(bi)
% Y
entstehenden linearen Gleichungssystems zeigt, dass die dy, ..., d1; eindeutig be-

stimmt werden kénnen. Damit ist V}, charakterisiert durch:

(i) viaus Vj gehort auf jedem Rechteck K zum Raum Pg;

d 0
(i) vy ist eindeutig durch Vorgabe der Werte p(b;), a—p(bi), a—p(bi) in den Ecken
x Y
der Zerlegung bestimmt;
th th .
(iii) va(bi) = %(bi) = %(bi) = 0, falls b; Randpunkt von £ ist.

Weil nun entlang einer Seite des Rechtecks vj, ein Polynom vom Grade kleiner
gleich drei in einer Variablen ist und v, deren Ableitung in den Ecken auf zwei be-
nachbarten Rechteckelementen Kj, K, iibereinstimmen, sind die Funktionen aus
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Vj, zumindest stetig auf Q. Insbesondere gilt dann v, = 0 auf dem Rand von Q.

Die Elemente aus Vj, sind i. allg. aber nicht stetig differenzierbar. Letzteres folgt

aus der Tatsache, dass die Normalableitung lings einer Seite des Rechtecks ein Po-

lynom vom Grade kleiner gleich drei in einer Variablen ist, das nur in den beiden

Eckpunkten zweier benachbarter Rechtecke tibereinstimmt. Die Normalableitun-

gen entlang der Kanten sind i. allg. unstetig und folglich ist Vj, nichtin V enthalten.
Zur Losbarkeit der diskreten Aufgabe sei vermerkt, dass aus

v Py, \ v\’
0= InlE =3 /[( h) (axa;) +(ay2h) }d’“
i=1 K

v, 0
zunichst folgt, dass v, auf jedem K; linear ist und — ™ U %
x oy

stant sind. Aus der Stetigkeit der Ableitungen erster Ordnung in den Ecken folgt

% = const, Blyh = const auf Q. Die Randbedingungen fiir die Ableitungen er-
geben v}, = const auf Q und die homogenen Randwerte fithren zu vj, = 0 auf Q.
Damit ist die Losbarkeitsvoraussetzung (NK) erfiillt, das diskrete Problem (8.13)
ist eindeutig losbar.

Liegt die Losung u des stetigen Problems im Raum H?3(£2), so gilt fiir quasiuni-
forme Zerlegungen von Q die Fehlerabschitzung

auf jedem K; kon-

lu—unlln = Ch.
Sind alle Rechtecke K; kongruent und liegt u im H*(£), so hat man sogar
lu—unln < Ch*.

Fiir eine konforme Methode wiren zusitzliche Freiheitsgrade notwendig. Ein
Beispiel eines derartigen konformen Rechteckelements ist das Bogner-Fox-Schmit-
Rechteck mit den 16 Freiheitsgraden

LU PN ’p

i) by, i=1,....4,
ay ) Bxay() '

und dem Raum Px = Qj aller Polynome dritten Grades in jeder Variablen
(vgl. [19]).

AbschlieRend geben wir noch ein nichtkonformes Dreieckelement fiir die
Kirchhoft-Platte an und gehen dabei von der Variationsformulierung aus:

Gesucht ist ein u € V = H(2) mit a(grad u,grad v) = f(v) fiirallev € V.
Die Bilinearform a und die Linearform f'sind wie folgt gegeben:

2
ow; 0w, dz; 0z;

a(w,z):/ adivwdivz+§ E (%+8_9c1)(£+ﬁ) de,
2 ij=1 "7 i J i

=/hvd!2.
Q
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Vh Wh

Abbildung 8.6 DKT-Element fiir die Kirchhoff-Platte. An den mit ,x‘ bezeichneten Stellen ist nur
die tangentielle Komponente von vorgeschrieben.

Der Raum Pk bestehe aus den reduzierten Polynomen 3. Grades, der die am Rand
verschwindene Blasenfunktion 4; 4,45 nicht enthilt, so dass insgesamt 9 Freiheits-
grade festzulegen sind. Wir fordern die Stetigkeit der Funktion und die der ersten
Ableitungen in den Ecken b;, i = 1,2, 3, d.h.

9 4\ 9

i) bj), i=123.
8961 8962( ) '

Entlang einer Kante ist p ein Polynom 3. Grades in einer Variablen, das in den
Endpunkten vorgegebene Funktionswerte und tangentielle Ableitungen hat und
damit eindeutig bestimmt ist. Diese Konstruktion fiithrt somit zu einem stetigen
Finite-Elemente-Raum V;, ¢ HZ(R). Jeder Verschiebung u;, € Vj, wird nun eine
(diskrete) Verdrehung wy, (1)) im Raum

Wi = {wy € Hg(2)*: wi|x € (P2)* und wy, - n € Py(E)
fiir jede Kante E € 0K und alle K}
wie folgt zugeordnet
wy(b;) = (grad uy)(b;) fiir die Ecken b; ,
wy (b)) -t = (grad uy)(b;;) -t fiir die Seitenmitten b, .

6Analog sei mit zj(vy) die diskrete Verdrehung zur Verschiebung v, € V; be-
zeichnet. Die nichtkonforme Methode fiir die Kirchhoff-Platte unter Verwendung
von DKT-Elementen lautet nun

Finde uj, € V}, so dass fiir alle v, € Vj,
an(Wn, vh) := a(wh(un), zn(vh)) = f(vi)
gilt. Fur quasiuniforme Zerlegungen gilt die Fehlerabschitzung [11]
lu—unln < Ch.

Abschliefend diskutieren wir nichtkonforme Methoden fiir das Stokes-Problem.

7
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8.3
Stokes-Problem

Ein Vorzug der nichtkonformen gegentiber der konformen FEM besteht darin,
dass bei gleicher Zerlegung des Gebietes mehr Freiheitsgrade zur Verfiigung ste-
hen. Wir vergleichen beispielsweise das konforme Dreieckelement vom Typ 1 mit
dem nichtkonformen linearen Dreieckelement bei einer Zerlegung des Einheits-
quadrates in N x N kongruente Quadrate der Seitenlinge 1/N, wobei jedes Qua-
drat durch eine ihrer Diagonalen in zwei Dreiecke zerlegt wird. Die Freiheitsgrade
der konformen Methode sind die Funktionswerte in den Ecken der Zerlegung, de-
ren Anzahlist N2. Die Freiheitsgrade der nichtkonformen Methode sind die Funk-
tionswerte in den Seitenmitten, dies sind 2(N + 1)N + N? = 3N? + 2N, also
deutlich mehr. Dies kann verwendet werden, um die Anzahl der Freiheitsgrade
fiir die Geschwindigkeit und damit die Chance zur Erfiillung der Babugka-Brezzi-
Bedingung (7.6) zu erhéhen.

Aus Abschnitt 7.3 wissen wir bereits, dass wir konforme Dreieckselemente vom
Typ 1 fiir die Geschwindigkeitskomponenten und stiickweise konstante Elemen-
te fiir den Druck nicht verwenden konnen. W), lassen wir unveriandert, fiir die
Geschwindigkeit verwenden wir die nichtkonformen, stiickweise linearen Ansatz-
funktionen aus Abschnitt 8.1.3 (vgl. Abb. 8.1). Die Bilinearformen aj(uy, v;) und
by (vh, pr) mogen sich aus a bzw. b ergeben, indem man die Integration iiber 2 er-
setzt durch Integration {iber die einzelnen Dreiecke der Zerlegung und summiert.
Das diskrete Problem ist dann

an(vn, vi) + bu(vi, pn) , V) furallev, € v}, ,

= (
bu(un, qn) =0 fur alle g, € W, . (8.14)
Da vy, € V}, ein zweidimensionaler Vektor ist, verwenden wir als Basis in V},
{(wi, 0), (0, wi)}

mit den Basisfunktionen w; gemafl Abschnitt 8.1.3 (vgl. Abb. (8.2)). Zur Lésung
des diskreten Problems (8.14) eignen sich die in Abschnitt 7.4 beschriebenen Ver-
fahren.

Um Verfahren hoherer Ordnung zu erzielen, miissen beide Fehler, der Appro-
ximationsfehler und der Vertriglichkeitsfehler, von hoherer Ordnung sein. In der
Tabelle 8.1 sind mégliche Kombinationen finiter Elemente fiir Geschwindigkeit
und Druck angegeben, die der Babuska-Brezzi-Bedingung gentigen und eine be-
stimmte Konvergenzordnung sichern. Die in der Tabelle verwendeten Abkiirzun-
gen b und b bezeichnen die Funktionen

b=A1Ads b= (1 —A)(Ar— A3)(As — A1),

wobei 41, 1,, A3 die Dreieckskoordinaten sind. Die Freiheitsgrade der Geschwin-
digkeitskomponenten beim ersten, zweiten und vierten Paar sind die Funktions-
werte in den gekennzeichneten Punkten. Insbesondere stimmt das Element fiir
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Tabelle 8.1 Stabile Paare nichtkonformer finiter Dreieckelemente.

Geschwindigkeit Pk Druck Px Ordnung

P; nichtkonform Py O(h)

P, nichtkonform P; unstetig ~ O(h?)
P, + {b}

Py unstetig ~ O(h?)

P3 + {41b, A,b} P, unstetig ~ O(h?)

B e D [

P3 + {41, A, b} P, unstetig ~ O(h?)

die Geschwindigkeitskomponenten des zweiten Paares mit dem in Abschnitt 8.1.3
angegebenen nichtkonformen Element (vgl. Abb. 8.3) tiberein. Beim dritten und
finften Paar verwendet man dagegen Integralmittel tiber die Dreiecksseiten bzw.
Integralmittel iiber das Dreieck selbst. Bezeichnen wir die Dreiecksseite, auf der
die Dreieckskoordinate 4; = 0 ist, mit s;, i = 1,2, 3 (modulo 3), so sind die 7 Frei-
heitsgrade beim dritten Element gegeben durch

1 1 1
—/vdsi, —/V/lH_ldSi, 1=1,23, —/vdK.
il J il J Kl

Hier haben wir mit |s;| die Linge der Dreiecksseite s; und mit | K| den Flichenin-
halt von K bezeichnet. Der zugehérige Raum Pk besteht aus Funktionen der Form

v = dod1AA5 + did1 + dady + dsds + dadidy + dsAyAs + deAi s,

wobei die 7 Koeffizienten dy, ..., d¢ sich eindeutig durch Vorgabe beliebiger Wer-
te fiir die 7 Freiheitsgrade bestimmen lassen. Wir bemerken fiir dieses Element
noch, dass die Einschrinkung dieser Funktionen auf eine Dreiecksseite ein Poly-
nom zweiten Grades darstellt, das durch die Vorgabe der beiden Integralmittel auf
dieser Seite nicht eindeutig bestimmt ist, d.h. die Stetigkeit lings einer Dreiecks-
seite benachbarter Elemente ist nicht gesichert. Es handelt sich also um ein nicht-
konformes Element, das vom im Abschnitt 2.1.6 beschriebenen Dreieckelement
vom Typ 2* (vgl. Tabelle 2.1) verschieden ist, insbesondere gilt Vj, ¢ H'(Q). Fiir
weitere Verallgemeinerungen und Details der Fehlerabschitzung von Dreiecksele-
menten verweisen wir auf [20, 48].
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Tabelle 8.2 Stabile Paare nichtkonformer finiter Viereckselemente.

Geschwindigkeit Pk Druck Px Ordnung
L ° o
. ot Qo O(h)
- °
C L] @®
° °
® Py + {x?y, xy?, &3y — xy’} P, unstetig ~ O(h?)
X °
C L[] @®
o o
® Py+{x(x2—y?), p(x2—y?), x3y— Py unstetig ~ O(h?)
xy’}
- °
C L] @®
o o
® Py + {x3, 93, 23y — xy3} Py unstetig  O(h?)

Wir diskutieren abschliefRend ein einfaches nichtkonformes Viereckelement [56],
das kombiniert mit stiickweise konstanter Druckapproximation der Babugka-
Brezzi-Bedingung (7.6) geniigt. Wir bezeichnen die Seiten x =1,y =1, x = —1,
y = —1 des Einheitsquadrates mit sy, ..., s; und wihlen als Ansatz fiir die Funk-
tionen in Py

v=dy+ dix + dyy + d3(x* —y%).

Die Pk erzeugenden Funktionen 1, x, y, x? — y? erhilt man aus dem Ansatzraum
der bilinearen Funktionen 1, &, 5, &5 durch Drehung des Koordinatensystems
£ = x4+ yund 5 = x — y, man sprich daher auch vom ,bilinear-rotiertem*“
Element QY. Durch Vorgabe der Integralmittel {iber jede Kante

1
—/Vdsi, i=1,...,4,
|5i|s

kénnen dy, d;, d; und d; eindeutig bestimmt werden. Entlang der Kante s; gilt
x = 1 und die alleinige Vorgabe von
+1
1 1 X 2
—_— Vd51= - (d0+d3+d2Y—d3y )dy=d0+—d3
Is1] 2 3
51

—1

sichert im allg. nicht die Stetigkeit tiber Elementkanten hinweg. Wegen
Vi ¢ HE () handelt es sich also um ein nichtkonformes finites Element.
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Tabelle (8.2) zeigt weitere stabile Kombinationen finiter Elemente auf Vierecken
fiir Geschwindigkeit und Druck. Die 9 Freiheitsgrade der Geschwindigkeitskom-
ponenten beim zweiten, dritten und vierten Paar sind gegeben durch

1 1 1 1
—/vdsi, —/yvdy, —/xvdx, —/vdK
Is;] Is;] [sk |K| J

Si sj Sk

miti=1,...,4 j=1,3 k=24
Hinsichtlich der Details verweisen wir auf [46].
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Nichtstationire (parabolische) Aufgaben

9.1
Das stetige, das semidiskrete und das diskrete Problem

Wir betrachten folgende Randwertaufgabe fiir die Warmeleitungsgleichung:
Gesucht sei eine Funktion u = u(x, y, t) mit

0
a—':—Au—f in Q= {(x,y,t)mit(x,y) e 2,0<t < T},

u=0 auf St ={(x,y,t)mit(x,y)e [ =0R2,0<t<T},
u=uy firt=0und(x,y)e Q.
(9.1)
Erneutist es zweckmifig, fiir eine FEM-Diskretisierung von einer schwachen For-
mulierung des Problems auszugehen. Dazu wird die Differentialgleichung mit ei-

ner Funktion v multipliziert (zusitzlich sei v|r = 0), dann tiber 2 integriert, und
es wird wie immer umgeformt:

/Au b dO — / du dv Buav 40
0x Bx By By
Erneut fithren wir die Bilinearform a(-, -) ein durch
dudv  dudv
V)= de .
a(uv) /(Bx 8x+3y By)
Q
Zweckmifigerweise verwenden wir jetzt noch die Abkiirzung
ou ou
EV dQ = (a, V)
Q

mit dem Skalarprodukt (-, -) des Raumes L? der quadratisch integrierbaren Funk-
tionen. Schreiben wir noch

/ F 1 e (%, p)AQ = (£)
Q

Die Finite-Elemente-Methode fiir Anfiinger. Herbert Goering, Hans-Gorg Roos und Lutz Tobiska
Copyright © 2010 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
ISBN: 978-3-527-40964-8
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so kénnen wir (9.1) umformulieren zu:
Gesucht ist eine Funktion u, so dass u fiir alle t im H} () liegt und

d
(a—':,v) + a(u,v) = (f,v) furallev € Hol(Q)undtmit0< t<T,

U= ug firt=0.

(9.2)

Man kann analog wie in Kapitel 2 allgemeinere Differentialausdriicke in den rium-
lichen Verinderlichen x, y und allgemeinere Randbedingungen betrachten.

Es sei allgemein V der Funktionenraum H} (), H}(R) oder ein Raum zwi-
schen diesen beiden Riumen, a(u, v) eine auf V definierte Bilinearform, die po-
sitiv, symmetrisch und stetig ist (Symmetrie vorauszusetzen ist nicht unbedingt
notig).

Unser stetiges Ausgangsproblem ist:

0
Gesucht ist eine Funktion u, so dass u fiir alle t in Vliegt, a—]z im [2(2)und

(Z;_?’ V) + a(u,v) = (fv) firallev e V,

U= ug furt=0. (9.3)

Wir setzen voraus, dass ffiir alle t im [2(£2) liegt und dass ug € L}(Q).

Man diskretisiert nun (9.3) im Raum mit Hilfe einer FEM. Es sei V;, der ent-
sprechende endlichdimensionale Finite-Elemente-Raum, V,, C V (die Methode
sei konform).

Dann ist das semidiskrete Problem gekennzeichnet durch:

Gesucht ist eine Funktion uy, so dass uy, fiir alle t in Vj, liegt und

d
(E;Lth )—{—auh,vh (f vn) furallev, € V,, ,

(Uhje=0, Vi) = (uo, vp) furallev, € Vj . (9:4)

Die Formulierung (9.4) ist Ausgangspunkt theoretischer Untersuchungen, prak-
tisch bendtigt man folgende Umformulierung gemif den Uberlegungen in Ab-
schnitt 2.1. Man sucht eine Nidherung u;, mit dem Ansatz

N
Uy = Z uj(t)w;

j=t1

mit den unbekannten Funktionen u (t) und den Basisfunktionen w; von Vj. Da
(9.4) fur alle v, € V, gilt, kann man v, = w; setzen und erhalt

d
(Z;Lth )—i—auh,w, (fw)), i=1,...,N,

(Uhjr=0, Wi) = (U0, W;) .
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Setzt man fiir uj, den obigen Ansatz ein und nutzt die Eigenschaften von Bilinear-
formen aus, so entsteht

N N
Z(”’J”Wi)”/j(t) + Z a(wj, wuj(t)=(fw), i=1...,N,
j=1 j=1

N
Z(Wj’wi)”j(o) = (uo, wi) .
j=1

Wir fithren nun folgende Abkiirzungen ein:

A =laijlij=1..N a;j = a(w;,w;),
Dy, = [dijli,j=1...N> dij = (wj,wy),
fi(t) = (fiwi), gi = (uo, wi),
i(t) = [ (O] j=1..5 Salt) = [filBlimrx
g = [gili=1..N-
Dann kann man das semidiskrete Problem schreiben als
p, 340 | Ayi(t) = ful(t),

dt
Dyu(0) = g. (9.5)

Dies ist ein System von Differentialgleichungen, dem entspricht auch die Bezeich-
nung semidiskretes Problem. Aj (wegen der vorausgesetzten Symmetrie der Bi-
linearform) und Dy, sind positiv definite, symmetrische Matrizen; in praktischen
Fillen ist ihre Dimension groR.

Das System (9.5) kann man im allgemeinen nicht exakt 16sen. Deshalb ersetzt
man die Zeitableitung durch eine geeignete Diskretisierung und kommt so zum
diskreten Problem, einer Folge von Gleichungssystemen auf jeder Zeitschicht. Da
die Diskretisierung der Zeitableitung nicht problemlos ist, widmen wir dieser Fra-
ge den folgenden Abschnitt.

9.2
Numerische Integration von Anfangswertaufgaben: eine Ubersicht

Die Semidiskretisierung linearer parabolischer Anfangs-Randwertaufgaben fiihrt
auf eine Anfangswertaufgabe fiir ein Differentialgleichungssystem der Form

duh A
3 = Butnt fu(t)y, ua(0) = uo. (9-6)

Denn wenn man in (9.5) mit D, ' multipliziert, erhilt man ein derartiges System.
Allgemeiner fithrt die Semidiskretisierung (nichtlinearer) parabolischer Aus-
gangsaufgaben zu einem Differentialgleichungssystem

duh

T = Fu(t,un), un(0)=up. 9.7)
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Nun koénnte man daran denken, irgendein bekanntes Verfahren zur Lésung von
Anfangswertaufgaben zur Diskretisierung von (9.7) einzusetzen. Die erzeugten
Systeme sind allerdings steife Systeme. Dies erkennt man daran, dass z. B. im sym-
metrischen Fall die Matrix By, reelle, negative Eigenwerte besitzt, unter denen es
Eigenwerte moderater Grofle und betragsmifRig grofle Eigenwerte gibt (von der
Ordnung O(1/h?) fiir elliptische Probleme zweiter Ordnung). Im nichsten Ab-
schnitt werden wir diese Aussage fiir ein Beispiel noch verifizieren.

Um zu vermeiden, extrem kleine Schrittweiten verwenden zu miissen, werden
fur steife Systeme Verfahren mit besonderen Stabilititseigenschaften eingesetzt.
Im folgenden skizzieren wir eine Ubersicht von bekannten Verfahren fiir Anfangs-
wertaufgaben, nimlich Einschrittverfahren, Mehrschrittverfahren und diskontinu-
ierliche Galerkin-Verfahren mit besonderer Beriicksichtigung von fiir steife Proble-
me wiinschenswerten Stabilititseigenschaften. Betrachtet wird die Anfangswert-
aufgabe

du
T ftu®),  w(0)=uo.

Wir diskutieren zunichst Einschrittverfahren (ESV) zur Zeitdiskretisierung, ge-
kennzeichnet durch

Upt1 = Uy + TO(T, Uy, Upt1)

(un sei der Ndherungswert fiir u(t,) mit t, = nt bei Verwendung eines Gitters
mit der dquidistanten Schrittweite t; die Funktion ¢ reprisentiert ein spezielles
Verfahren).

Zunichst drei Definitionen:

Ein Verfahren besitzt die Konvergenzordnung p auf dem Intervall [0, T], wenn fiir
hinreichend glattes u eine Konstante C (von u abhingig) existiert mit

[u(t,) —uy| < Ct? Vomit0<t,<T.
Ein Verfahren heildt numerisch kontraktiv, falls
|an+l _ un-i-l' < K|1:L" _ unl

gilt, wobei k eine Konstante ist (0 < x < 1) und #", u" die von demselben Verfah-
ren erzeugten Niherungswerte zu verschiedenen Anfangswerten sind.
Man sagt, ein Verfahren sei A-stabil, wenn es fuir das Testproblem

W =Au mit Rel<0

kontraktiv ist. Wendet man ein Einschrittverfahren auf die Testgleichung v’ = Au
an, so erhilt man durch Auflésung der Verfahrensvorschrift nach u,; eine Glei-
chung der Form

Unt1 = R(tA)u,



9.2 Numerische Integration von Anfangswertaufgaben: eine Ubersicht

mit der Stabilitdtsfunktion R(-). A-Stabilitit ist dquivalent zu der Forderung
|[R(z)] <1 furallez mit Rez <0.
Betrachten wir als Beispiel einmal die folgenden einfachen Einschrittverfahren:

das explizite Euler-Verfahren — u,41 = u, + 7 f(tn, tn) ,
das implizite Euler-Verfahren u,41 = u, + 7 f(tug1, Un+1)

die Mittelpunktregel Upt1 = Uy
tn + tn—i—l Uy + Unt1
+ tf( T > )
Angewandt auf u’ = Au fiihren diese Verfahren auf
Upt1 = 1+ th)u,, also R(z)=1+z,
Upt1 = [1/(1 — 7A)]up , also R(z)=1/(1-2),

Unt1 =[2+TA)/2—T1A)u,, also R(z)=(2+2)/2—z).

Bei entsprechender Interpretation in der komplexen z-Ebene sieht man, dass das
implizite Euler-Verfahren und die Mittelpunktregel A-stabil sind, das explizite Ver-
fahren nicht.

Die drei genannten Verfahren sind Spezialfille des 6-Schemas

Upt1=Un +7f(1=0)ty + Otpyr,(1—0)uy + Oupyq)

A-Stabilitat liegt fur 1/2 < 6 < 1 vor, fur 6 = 1/2 ist die Ordung des Verfahrens
2, ansonsten 1.

Da die A-Stabilitit eines Verfahrens eine sehr starke Forderung ist, sind weitere
Stabilitatsbegriffe ratsam.

Ein Verfahren heiflt A-stabil, wenn gilt

[R(z)| <1 furreellezmit z <0.

Weitere Stabilititsbegriffe sind folgendermaflen definiert: Ein Verfahren heifét

e [-stabil, wenn es A-stabil ist und zusitzlich Zlgréo R(z) = 0 gilt,
e stark Ay-stabil, wenn
[R(z)] <1 fur z <Ogiltund R(o0) <1,
o stark As-stabil fiir 0 < 0 < /2, wenn
[R(z)] <1 furallezaus {z:|argz— x| < d}giltund |R(c0)| <1,
e L,-stabil, wenn es A s-stabil ist und R(oo) = 0 gilt.

Beim 6-Schema hat man fiir 6 > 1/2 zusitzlich zur A-Stabilitit auch L-Stabilitit.
Zur Diskretisierung von linearen Systemen steifer Differentialgleichungen sind
Verfahren mit Stabilititseigenschaften zu favorisieren, die sich im Raum zwischen
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Ay-Stabilitit und A-Stabilitit bewegen, oft ist L-Stabilitit wiinschenswert. Expli-
zite Einschrittverfahren (dies sind Verfahren, in denen die das Verfahren erzeu-
gende Funktion ¢ nicht von u,4; abhingt) erfiillen diese Bedingung grundsitz-
lich nicht. Damit scheiden im allgemeinen auch die weithin bekannten expliziten
Runge-Kutta-Verfahren zur Behandlung steifer Probleme aus.

In der Klasse der impliziten Runge-Kutta-Verfahren haben wir bereits mit dem
impliziten Euler-Verfahren (Ordnung 1) und der Mittelpunktsregel (Ordnung 2)
zwei A-stabile Verfahren kennengelernt, es gibt aber sogar A-stabile Verfahren
beliebig hoher Ordnung. Beispiele dafiir sind die Gauf-, Radau- und Lobatto-
Verfahren. Die s-stufigen Varianten besitzen die Ordnungen 2s, 2s — 1 bzw. 25 — 2.
Wir verweisen auf [36] und [37] und deuten hier das Runge-Kutta-ABC nur an.

A
Ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren, gekennzeichnet durch L’T’ wird be-

schrieben durch den Formelsatz

s s
un+1=un+tzbiki mit ki=f tn—i—cit,un—i—rZaijkj
i=1 =1

Bei den obengenannten Verfahren sind die ¢; Nullstellen von Polynomen, die
in gewisser Weise aus den Legendre-Polynomen entstehen. Es gilt z. B. fiir die
s-stufigen Gauf-Verfahren

P¥(c;) =0 mit Pf(x)= P,2x—1),

N N

wobei P das Legendre-Polynom s-ten Grades ist.

Mit
C = diag(c;)
S = diag(1,1/2,---,1/s)
1 cp e Ci_l
1 cy e C;_l
V =
1 ¢ - 7t

gilt fir die Gaufs-Verfahren ferner
b=(vhHtsa,---, 1T
A=CvsvTh.

Gauf’-Verfahren mit s Stufen besitzen, wie schon erwihnt, die Ordnung 2s. Fiir
die Werte s = 1 bzw. s = 2 z. B. haben sie die Gestalt

1 1 1 1 1
1 1 3 1 1 3
2 6 4 6\/—

=
N|—=
NI

1

2

=
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Stabilitatsuntersuchungen werden dadurch erleichtert, dass man die Stabilitéts-
funktion R(-) von Runge-Kutta-Verfahren explizit angeben kann:

Rz)=1+bT(zT—A) e (e=(1,---,1)7).

Fiir nichtlineare Probleme vermeidet man gern die bei impliziten Runge-Kutta-
Verfahren notwendige Losung nichtlinearer Gleichungssysteme. In der Klasse der
linear impliziten Verfahren sind insbesondere die Rosenbrock-Verfahren populir.
Sie besitzen die Struktur

N
Upt1 = uﬂ+TZbiki*
i=1
i—1
k= f t,,—l—air,u,,—i-rZaijk;‘

j=1

+ Tfu(tn» un) Z Vij k;k + T)’ift(tn: un)

j=1

mit

i—1 i
Oti=ZOtij, )/i=Z)/ij~

Jj=1 j=1

In jedem Schritt ist jetzt tatsichlich nur ein lineares Gleichungssystem zu 16-
sen, allerdings bendtigt man die partiellen Ableitungen f,, f; (im System-Fall
die entsprechenden Jacobi-Matrizen) im Verfahren. In der Klasse der Rosenbrock-
Verfahren gibt es Verfahren mit einer Ordnung p < s, die L s-stabil sind.

Eine Alternative zu Einschrittverfahren sind Mehrschrittverfahren (MSV). Diese
besitzen allgemein die Struktur

k k

1

;Zajumﬂ =Y By fltmtjr bmt ) -
j=0 j=0

Nach einem Satz von Dahlquist gilt jedoch [37]: Kein explizites MSV (B = 0) ist
A-stabil; dariiber hinaus besitzen A-stabile k-Schrittverfahren maximal die Ordnung 2.
Das uns bereits bekannte implizite Euler-Verfahren

Unp+1— Um

T = f(tm—‘rlvum—l-l)

ist A-stabil; ebenso das BDF-Verfahren (auch Rickwirtsdifferenzenverfahren ge-
nannt) der Ordnung 2:

3um—l—Z _4um+1 + Um
27

= f(tm—i-z; um-i—l) .
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Die BDF-Verfahren entstehen durch einseitige Mehrpunkt-Approximationen der
ersten Ableitung und besitzen allgemein die Struktur
12X

1
T Z jﬁlum% = fltmti bmti) -
1=1

Hierbei ist A der riickwirtige Differenzenoperator. Die Verfahren mit k > 3 sind
durch folgende Parameterkonstellationen gekennzeichnet:

kB ao @ a; as a4 as

1 1 -1

2 23 1/3 —4/3

30611 —2/11 911 —18/11

4 12/25 325 —16/25  36/25 —48/25

5 60/137 —12/137 75/137  —200/137  300/137  —300/137

6 60/147 10/147  —72/147 225/147  —400/147 450/147  —360/147

A-Stabilitit liegt nur fiir k = 1 und k = 2 vor. Fir k = 3,4 ist der A-
Stabilitdtsbereich jedoch recht grofl und wird erst fir k = 5 und dann fur k = 6
kleiner:

A(a)-Stabilitit der BDF-Formeln:

a 90° 90° 86.03° 73.35° 51.84° 17.84°

Wegen ihrer ausgeprigten Stabilititseigenschaften werden BDF-Verfahren oft
zur Diskretisierung steifer Probleme eingesetzt.

Abschliefend stellen wir Verfahren mit ganz anderem Herangehen an die Dis-
kretisierung von Anfangswertaufgaben vor, die ,unstetigen“ Galerkin-Verfahren
(dG-Verfahren). Wir betrachten erneut die Anfangswertaufgabe

du
T ftu®),  w(0) =uo.

Nehmen wir einmal an, wir wollen mit dem Galerkin-Herangehen eine Naherung
im Intervall [t,, t,41] der Linge 7 berechnen. Ist U diese Ndherung und ein Poly-
nom vom Grade g, so nehmen wir U(t,) als gegeben an (wie das fiir n = 0 der Fall
ist) und berechnen U mit Hilfe der , schwachen“ Formulierung

tnt1
/ (U = f(t, U)vdt =0.

Welche Testfunktionen v sind sinnvoll? Da schon ein Freiheitsgrad von U durch
die Anfangsbedingung verbraucht ist, testen wir mit beliebigen Polynomen vom
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Grad q — 1. Das beschriebene Vorgehen definiert ein stetiges Galerkin-Verfahren
zur Lésung von Anfangswertaufgaben.
Ein Beispiel: Setzt man fir g = 1 an

U(t) = Un(pn + Un+1¢n+1

mit den iiblichen eindimensionalen nodalen Basisfunktionen ¢ fiir lineare Ele-
mente, so liefert die Galerkin-Gleichung fiir konstantes v

tnt1
Upgr— Uy, = / f(t, U(t))dt .
tn

Bei Anwendung der Mittelpunkts-Quadraturformel entsteht dann das uns schon
wohlbekannte Einschritt-Verfahren (Mittelpunktregel)

Upsr — Uy = ‘[f(tn + thta , U, + Un+1) .
2 2

Diese stetigen Galerkin-Verfahren sind aber nicht so populir wie die ,unstetigen®,

die wir eigentlich erkliren wollen.

Beim unstetigen Galerkin-Verfahren oder dG-Verfahren approximiert man auch
durch Polynome vom Grad g, lisst aber die Stetigkeit in den Gitterpunkten ¢, fallen
und bendtigt deshalb eine modifizierte schwache Formulierung, um das Gesche-
hen auf zwei benachbarten Teilintervallen miteinander zu koppeln. Dazu ist etwas
Notation nétig. Es seien

v,j' = lim v and v, = lim v
t—>t,+0 t—t,—0

die einseitigen Grenzwerte der eventuell in ¢, unstetigen Funktion v und zudem

+_ -

[V]n =V TV

der entsprechende Sprung. Dann ist die auf einer modifizierten schwachen For-
mulierung beruhende Galerkin-Methode unseres unstetigen Verfahrens:
Gesucht ist ein Polynom U vom Grade q auf (ty, t,41) fir n = 0,1,2,--- mit

tht1
/ (U’ = f(t, U))vdt + [U,v,” =0 (9.8)

fuir alle Polynome v vom Grad q auf (¢, t,41). U, spielt jetzt die Rolle des An-
fangswertes auf (t,, t,+1); die diskrete Losung ist an den Stiitzstellen t, unstetig.
Fur n = 0 beriicksichtigen wir die Anfangsbedingung: U;™ = u,.

Als Beispiele betrachten wir die Fille g = Ound g = 1.

Ist ¢ = 0, so berechnen wir eine stiickweise konstante Approximation. Diese sei
definiert durch U = U,y auf (t,, t,+1). Dann liefert (9.8) mitv = 1

tnd1
U1 — U, = / f(t, U,H_l)dt .
tn
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Approximiert man das Integral mit einer Einpunkt-Quadraturformel (Stiitzstelle
ty+1), so entsteht das implizite Euler-Verfahren.
Ist g = 1, so setzen wir wie im obigen Beispiel des stetigen Verfahrens

Ut) = US ¢n+ Uy @nsr auf (b, tug)

und setzen nacheinander in (9.8) erst v = 1, dann v = (¢ — t,)/t. Wir erhalten die
Gleichungen

tht1
- U = / F(t, U)ds

und
vz T U t)eds

(der Faktor zwei entsteht durch ftln”“ (t —t,) = 7%/2). Anwendung der Trapezregel
zur Approximation der Integrale liefert

1 Ur = = (fin UH) + fltas Up)

und

1= UF =1 f(tus1, Uppy) -

Das Ergebnis kann man als implizites Runge-Kutta-Verfahren schreiben:
_ _ T
n+1 = Un + E(kl + kZ)
mit
— T _ T
ky = f(tnr U, + E(kl - kz)) . k= f (tn—i-ly U, + E(kl + kz)) .

Man kann nachrechnen, dass dieses Verfahren A-stabil ist.

Fiir die dG-Verfahren mit beliebigem g gelten dhnliche Fehlerabschitzungen wie
fiir implizite Runge-Kutta-Verfahren, bei dG-Verfahren sind die Anforderungen an
die Glattheit der Lésung dabei etwas schwicher. Es gibt zudem Superkonvergenz-
resultate fiir den Fehler in den Stiitzstellen t, (in den Stiitzstellen ist der Fehler
signifikant kleiner als in anderen Punkten). Der grofie Vorteil von dG-Verfahren
besteht darin, dass allgemeine Strategien fiir die a posteriori Fehlerkontrolle (die
wir fiir elliptische Probleme in Kapitel 10 skizzieren werden) auf dG-Verfahren
angewendet werden kénnen und so eine mathematisch rigoros abgesicherte Zeit-
schrittweitensteuerung moglich ist.
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9.3
Die Diskretisierung des semidiskreten Problems mit dem 6-Schema
Wir gehen aus vom semidiskreten Problem

dii y
W i = o,

Dnu(0) =g. 9.9

Dy,

Ay und Dy, seien positiv definite, symmetrische Matrizen, die Eigenwerte von Ay,
und Dy, sind also positiv.

Zunichst verifizieren wir fiir ein einfaches Modellproblem die Aussage, dass es
sich bei dem semidiskreten Problem um ein steifes Differentialgleichungssystem
handelt. Wir betrachten dazu den einfachsten moglichen Fall linearer eindimen-
sionaler Ansatzfunktionen auf einem 4quidistanten Gitter. Dann gilt

4 1
; h 1 4 R -1 2
== , h=
6 1 -1
1 4 -1 2

Die Eigenwerte von Dj, kann man explizit ausrechnen oder mit einem Satz von
Gerschgorin abschitzen. Nach Gerschgorin gilt fiir alle Eigenwerte 4 einer Matrix
mit den Elementen c;

lei— Al =) leijl -
j#i
Fiir unsere konkrete Matrix Dy, ergibt dies

‘1-% <y,
3773

also

<A<h.

w|

Das bedeutet: Alle Eigenwerte von Dy, besitzen die gleiche Gréflenordnung (fiir
h — 0).
Fir die Matrix A, liefert der Satz von Gerschgorin

2
A== SE’

i

also

o
IA
~
IA

ENEN
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Diese Abschitzung lisst noch keine zwingenden Schliisse zu {iber die Gréfsenord-
nung der Eigenwerte.

Deshalb nutzen wir jetzt doch die allgemeine explizite Formel fiir die Eigenwer-
te einer Tridiagonalmatrix vom Format N — 1 mit konstanten Eintrigen a, f3, y
(B steht auf der Hauptdiagonalen, a unterhalb):

A = B +2/aysign(a)cos(ka/N), 1<k<N-1.
Mit 8 = 2/h?> und o = y = —1/h? erhilt man fiir die Eigenwerte von A,

A = %Sinzlwzt—h, k=1,..., N—1.

Aus Nh =1 folgt

Die Eigenwerte von A, sind also fiir kleine h von der Gréflenordnung her sehr ver-
schieden und die Matrix By, = Dh_lA » besitzt eine Kondition der Gréflenordnung
O(1/h?).

Die an diesem Beispiel gewonnenen Aussagen gelten auch in allgemeineren Fl-
len, das semidiskrete Problem ist ein steifes System.

Es ist daher zweckmifig, zur Diskretisierung von (9.9) ein z. B. A-stabiles Ver-
fahren zu verwenden. Wir diskutieren hier und im folgenden Abschnitt nur den
relativ einfachen Fall des §-Schemas. Es sei jetzt U* die Approximation von # fiir
t = t), (wir setzen die Indizes beziiglich der Zeit nach oben, um keine Verwechs-
lung mit dem Index h bei der Diskretisierung im Raum zuzulassen). Dann sieht
das diskrete Problem folgendermafien aus:

Uk+1_ Uk
Dy + Aj ((1 —0)U*+ 0 Uk+1)

= (1-0)f(t) + 0 f(tet1) ,
Dhup=g, 1/2<6 <1. (9.10)

In jedem Zeitschritt ist ein Gleichungssystem mit der positiv definiten Koeffizien-
tenmatrix Dy + t6 A, zu 16sen. Fiir den Fehler beziiglich der Zeitdiskretisierung
erwarten wir die Ordnung 2 fiir 6 = 1/2 (Crank-Nicolson-Variante), ansonsten die
Ordnung 1.
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9.4
Eine Gesamtfehlerabschitzung fiir das 6-Schema

Im Fall einfacher Diskretisierungen beziiglich der Zeit kann man den Gesamtdis-
kretisierungsfehler direkt abschitzen, ohne die Aufspaltung in riumlichen und
zeitlichen Diskretisierungsfehler (und gewisse damit verbundene Schwierigkei-
ten) in Kauf nehmen zu miissen. Wir erldutern dies am Beispiel der Diskretisie-
rung mit finiten Elementen im Raum und einem simplen ESV zur Zeitdiskretisie-
rung, dem 6-Schema.

Es sei 7 wieder die Zeitschrittweite, U* eine Approximation von u(-) in t;, = k7
(in V3,). U¥T! geniige fiir alle v, € Vj, der Beziehung

( Uk+1 _ Uk

I
—
>
=
<
=
—

. ,vh> +a(@ UM 4 (1-0)U*, v
U’ =uf (9.11)

mit f¥:= 0 fF+1 4 (1-0)f*.

Fir jedes k ist (9.11) ein diskretes elliptisches Problem, eindeutig 16sbar nach
dem Lax-Milgram-Lemma. Die Koeffizientenmatrix des auf jeder Zeitschicht zu
l6senden Gleichungssystems kennen wir schon mit Dy, + 76 Aj,.

Bei der Fehlerabschitzung spielt die Ritz-Projektion Rj in den Finiten-Elemente-
Raum eine wichtige Rolle. Fiir gegebenes w € V ist R,w € V,, definiert durch

a(Ryw,vy) = a(w,v,) furallev, € V.
Da diese Beziehung die Orthogonalitit
a(w— Ryw,vp) =0

impliziert, kann man den Fehler w — R, w genau so abschitzen wie den Fehler bei
einer Finiten-Element-Methode fiir ein elliptisches Problem.
Jetzt verwenden wir die trickreiche Fehlerzerlegung

u(ty) — U* = (u(ty) — Rpu(tr)) + (Rpu(t) — U¥)

und setzen p¥ = Rju(t;) — U*. Dann gilt fiir den Projektionsfehler wie gerade
ausgefiihrt eine Standard-Abschdtzung im Fall von P,-Elementen:

[u(te) — Ruu(te)|] < Ch™ P u(t)llr41
tk

< chrh [||uo||,+1+/ ||ut||,+1ds].
0

Als nichstes wird eine Gleichung fiir p* gewonnen. Definition des stetigen und
des diskreten Problems und Ausnutzung der Eigenschaften der Ritz-Projektion
liefern nach einigen Umformungen

pk—l-l _pk
— |+ a(0 o T 4 (1= 0)pk, vy) = (W, vy) (9.12)
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mit der Abkiirzung

wk - Rut(etn) = Ruu(t) 1

. 60 ur(ti1) + (1 — O)uy(ti)].

Es ist nicht schwierig, w* abzuschitzen, wenn man es in der Form

ok = (Rhu(tk+1) — Rpu(ty)  w(te+1) — u(tk))

T T

n (u(tk+1) — u(ti)

. — [0 wi(tiy) + (21— G)Mt(tk)])

schreibt. Im zweiten Summanden ben6tigt man dazu nur eine Taylor-Entwicklung;
im ersten Summanden S; wird nach der Umformung

1 [he+1 ,

S = —/ [(Rn— T)u(s)] ds

T Jy,

ausgenutzt, dass Ritz-Projektion und Ableitungsbildung beziiglich t kommutieren.
Zur Abschitzung von p*T1 setzen wir in (9.12) vy, := 0p*T! + (1 — 0)p* und

lassen den a(-,-) entsprechenden nichtnegativen Summanden einfach weg. Zum

anderen formen wir fiir > 1/2 folgendermaflen um:

(pk+1 _pk’ epk+1 + (1 _ e)pk)
= Ollp* P + (1-20) (0", ) — (1 - 0)1°)1
> 0o TP+ (1 =20)p" I = (1= 0) 10"
= (1" = 1% )@ 1" Ml + (1= 6)llo" ) -
Die Schwarz-Ungleichung liefert dann
P =[] < zllw*|]
bzw.
" U1 < 11p*11 + Tllw¥|l .

Daraus ergibt sich

k
1P < 1101+ Il (9.13)
1=1

Damit erhilt man folgende Gesamtfehlerabschitzung:

Bei entsprechenden Glattheitsvoraussetzungen an die exakte Losung gilt fiir den Fehler
bei der volistindigen Diskretisierung mittels finiter P,-Elemente im Raum und dem 6 -
Schema mit 6 > 1/2 zur Zeitdiskretisierung die Fehlerabschitzung

ti
llu(t) = U¥I| < [1u), — uol| + Ch™H! (||u0||r+1 +/ ||ut||r+1d5)
0

tk
+r/ lunil[ds .
0
(9.14)



9.4 Eine Gesamtfehlerabschitzung fiir das 6 -Schema

Ist ug entsprechend glatt, so besitzt der erste Summand ebenfalls die Ordnung
O(h"T1). Fiir lineare finite Elemente ist r = 1. Im Fall § = 1/2 (Crank-Nicolson-
Variante) kann die Ordnung 2 in 7 bei entsprechend stirkeren Voraussetzungen
an die Glattheit der exakten Losung nachgewiesen werden. Konvergenzaussagen
fiir 0 < 0 < 1/2 erfordern Schrittweitenbeschrinkungen vom Typ 7 < ch?.

Fir 6 > 1/2, aber nicht fiir 6 = 1/2, kann man strengere Stabilititsabschitzun-
gen als (9.13) beweisen (dann hat man den a(:, -) entsprechenden Term zu beriick-
sichtigen), die die dimpfende Wirkung auf den Einfluss der Anfangsbedingungen
zeigen (hier macht sich bemerkbar, dass man fiir 6 = 1/2 keine L-Stabilitit hat).

Wie steht es mit Verfahren hoherer Ordnung fir die Zeitdiskretisierung?

Hinreichende Bedingungen dafiir, dass ein Verfahren der Ordnung p in der Zeit
zu einer Gesamtfehlerabschitzung vom Typ

lu(te) — U*|| < C(h" + 77)

fiihrt, werden in Kapitel 7, 8 und 9 von [68] fiir Einschrittverfahren angegeben, de-
ren Stabilititsfunktion fur steife Probleme typische Bedingungen erfiillt; in Kapi-
tel 10 fiir BDF-Verfahren und in Kapitel 12 fiir dG-Verfahren. Diese Bedingungen
sind restriktiv; im allgemeinen muss bei Verfahren hoherer Ordnung mit Ord-
nungsredukionen gerechnet werden, siehe [50, 51].
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Kapitel 10
Gittergenerierung und Gittersteuerung

In Kapitel 2 haben wir einige Aspekte der Realisierung einer Finiten-Element-
Methode schon kurz diskutiert. Jetzt kommen wir ausfiithrlicher auf das Problem
der Gittererzeugung zurtick. Verfeinert man das Gitter zur Verbesserung der FEM-
Losung gleichmiRig, so wiirden sich die Dimension des sich ergebenden Glei-
chungssystems und die Rechenzeit beachtlich erhdhen. Es ist daher zweckmiRig,
das Gitter dem zu lésenden Problem anzupassen und es nur dort lokal zu ver-
feinern, wo starke Verdnderungen der Losung vorhanden sind. In dieser Hinsicht
miissen bei der Realisierung einer Finiten-Element-Methode insgesamt die folgen-
den Teilprobleme bearbeitet werden:

1. Erzeugung eines Ausgangsgitters.
(Lokale) Bewertung eines vorhandenen Gitters mittels verfiigbarer Informatio-
nen (z. B. auf der Basis der zugehdorigen Niherungslosung).

3. Veridnderung vorhandener Gitter, insbesondere Verfeinerung von Gittern.

Finite-Element-Methoden (und deren Implementierungen) nennt man adaptiv,
wenn die obigen Teilprobleme 1-3 automatisch im Programm gelést werden. Das
erste Programm dieser Struktur war PLTMG [6]. Heutzutage ist die Anwendung
adaptiver Strategien Standard.

In Abschnitt 10.1 diskutieren wir die mehr geometrischen Probleme 1 und 3, in
Abschnitt 10.2 das Problem 2 der Fehlerschitzung. Wir beschrinken uns dabei auf
den zweidimensionalen, stationiren Fall und Dreiecksgitter.

10.1
Erzeugung und Verfeinerung von Dreiecksgittern

Gittergeneratoren bilden einen eigenstindigen Anteil eines Finiten-Element-
Programms, wobei vielfiltige Kompromisse beziiglich Universalitit, einfacher
Anwendbarkeit, iiberschaubarer Datenstruktur, Robustheit und Stabilitit eines
derartigen Programms erforderlich sind. Gittergeneratoren basieren daher auf
einen hohen Anteil heuristischer Uberlegungen.

Die Finite-Elemente-Methode fiir Anfiinger. Herbert Goering, Hans-Gorg Roos und Lutz Tobiska
Copyright © 2010 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
ISBN: 978-3-527-40964-8
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N
LAY

Abbildung 10.2 Ausgangsgitter (2).

Einfache Techniken zur Generierung eines Ausgangsgitters bilden die folgenden
beiden Strategien:

Strategie 1: Das Grundgebiet £ wird zundchst mit einem feinen regelmifi-
gen Gitter iiberdeckt. Anschlieffend erfolgt eine lokale Anpassung an den Rand I
durch Verschiebung von randnahen Gitterpunkten. Abbildung 10.1 illustriert diese
Technik.

Strategie 2: Das Grundgebiet  wird mit einem groben zulissigen Ausgangsgit-
ter tiberdeckt und anschlieRend gleichmiRig verfeinert. Dabei erfolgt eine lokale
Verbesserung der Approximation des Randes. Die auftretenden Dreiecke und Vier-
ecke werden durch Seitenhalbierung in jeweils vier Dreiecke bzw. Vierecke zerlegt.
Diese Art der Verfeinerung des groben Ausgangsgitters sichert die Zulissigkeit al-
ler erzeugten Zerlegungen. Abbildung 10.2 gibt von einer Grundzerlegung ausge-
hend das durch zwei Verfeinerungen erzeugte Gitter an.

Es gibt eine Reihe weiterer Strategien, siehe [28] und die dort angegebene Lite-
ratur.



10.1 Erzeugung und Verfeinerung von Dreiecksgittern

Abbildung 10.3 Modifizierte regulire Zerlegung.

Mathematisch fundierte Untersuchungen zu Bewertungskriterien fiir Dreiecks-
gitter gibt es dagegen nur wenige. Benutzt man z. B. das max-min-Winkelkriterium
(der minimale Innenwinkel soll also maximiert werden), so ist folgendes be-
kannt: Erweist sich eine Triangulation einer gegebenen Punktmenge als lokal
optimal beziiglich des max-min-Winkelkriteriums, dann ist diese Triangulation
eine Delaunay-Triangulation. Auflerdem ist diese Triangulation auch global op-
timal beztiglich des genannten Kriteriums. Dieser Fakt erklirt die Popularitit
von Delaunay-Triangulationen, gekennzeichnet dadurch, dass jeder Kreis, auf des-
sen Rand drei Gitterpunkte liegen, keine weiteren Gitterpunkte enthilt, siehe
z.B.[53, 72].

Wir kommen jetzt zu der Frage, wie eine vorliegende Triangulation verfeinert
werden soll. Zu beachten ist dabei insbesondere unsere Forderung (Z 4) der Zulis-
sigkeit, ferner, dass keine zu spitzen oder zumindest keine zu stumpfen Dreiecke
entstehen diirfen. Manchmal fordert man zusitzlich, dass ineinander geschachtel-
te Gitter erzeugt werden. Eine der weit verbreiteten Strategien zur Verfeinerung
orientiert sich an dem Programmsystem PLTMG. Die grundlegenden Zerlegun-
gen eines Dreiecks sind dabei die folgenden:

R1. Zerlegung eines Dreiecks durch Halbierung aller Seiten in 4 kongruente Drei-
ecke.

Diese Zerlegung wird reguldr (rot) genannt. In einigen Programmen wird die Regel
R1 fur stumpfwinklige Dreiecke modifiziert gemifs Abb. 10.3.

R2. Zerlegung eines Dreiecks in 2 Dreiecke durch Halbierung einer Seite.

Diese irreguldre (griine) Zerlegung fithrt zu Paaren ,griiner” Dreiecke, die in den
nachfolgenden Abbildungen durch eine unterbrochene Linie markiert sind.

Die irreguldre Unterteilung wird nur zur Sicherung der Zulissigkeit der Zerle-
gung eingesetzt. Abbildung 10.4 zeigt die Erzeugung benachbarter griiner Dreie-
cke bei einmaliger regulirer Zerlegung eines Dreiecks.

Probleme ergeben sich nun aber, wenn ein irreguldr unterteiltes Dreieck weiter
zu verfeinern ist. Dann wird zunichst diese irregulire Unterteilung wieder ent-
fernt und regulir verfeinert. Es kann sein, dass zur Erzeugung einer zulissigen
Zerlegung weitere Zerlegungen von Dreiecken notwendig sind. Dieser Prozess
(das Schlieflen der Triangulation) erfordert weitere Regeln:
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Abbildung 10.4 Sicherung der Zulissigkeit.

Abbildung 10.5 Regel 3a.

Abbildung 10.6 Regel 3b.

R3. a) Alle Dreiecke, die mindestens zwei unterteilte Kanten haben, werden regu-
lar verfeinert.

R3. D) Alle Dreiecke, die eine Kante enthalten, die zweimal unterteilt ist, werden
regulir verfeinert.

Alternativ zur eben beschriebenen Rot-Griin-Verfeinerung wird auch durch Bisek-
tion verfeinert. Dies bedeutet im zweidimensionalen Fall die Zerlegung eines Drei-
ecks durch Einfiigen einer Seitenhalbierenden. Realisiert sind entsprechende Stra-
tegien z. B. im System ALBERT, neuerdings ALBERTA, Adaptive multiLevel using
Bisection and Error control by Residual Techniques for scientific Applications
(siehe htpp//:www.mathematik.uni-freiburg.de/IAM/Research/ oder [59]). Stra-
tegien zur Sicherung der Zulissigkeit der Zerlegung werden sowohl fiir den
zwei- als auch fiir den weitaus komplizierteren dreidimensionalen Fall in [7] be-
handelt. Parallele Algorithmen zur adaptiven Netzgenerierung findet man etwa
in [76].
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10.2
Fehlerschiatzung und Gittersteuerung

Seit Ende der 70-iger Jahre wird daran gearbeitet, den Fehler || u—u || einer Finiten-
Elemente-Approximation uj durch eine aus u;, berechenbare GroRe 7 abzuschit-
zen, die zudem eine lokale Struktur besitzt:

[u—wunl < Dy . (10.1)
Gilt fiir den Fehlerschitzer n mit Konstanten D, D,
Din =< |lu—unl < Dam, (10.2)

so heillt # effizient und zuverldssig (Zuverlissigkeit ist durch die Abschitzung nach
oben, Effizienz durch die nach unten charakterisiert). Spiter wurde die Grund-
idee dahingehend modifiziert, eine Norm des Fehlers durch ein Fehlerfunktional
J(u—up) zu ersetzen. Dabei reprasentiert das Funktional | die Gréfle, an der man
bei der praktischen Berechnung in erster Linie interessiert ist (wir kommen spiter
darauf zuriick).

Mit Hilfe eines Fehlerschitzers kontrolliert man die Losung im Rahmen eines
adaptiven FEM-Algorithmus nach folgendem Grundschema:

(1) Lose das Problem auf dem aktuellen Gitter

(2) Schitze den Fehler auf einem Element K mit Hilfe des lokalen Schitzers # g

(3) Verfeinere (Vergrobere) das Gitter auf der Basis der Information aus Schritt 2
und wiederhole die Prozedur.

Die Konvergenz eines derartigen Algorithmus wurde im mehrdimensionalen Fall
erstmals 1996 [23] bewiesen, obwohl praktisch schon viele Jahre zuvor adaptive
Strategien erfolgreich eingesetzt wurden. Mittlerweile gibt es zahlreiche weitere
Arbeiten zur Konvergenzproblematik adaptiver Algorithmen.

Fir die Auswahl der Elemente in Schritt 3 des Algorithmus sind verschiedene
Kriterien denkbar. In den obigen Konvergenzbeweisen wird folgende Reduktionss-
trategie zur Gittersteuerung verfolgt:

Man bestimme zu einem festen Parameter 0 < 6 < 1 eine derartige Teilmenge
T* der aktuellen Triangulierung 7, so dass gilt

1/2 1/2
(Z ni) <6On, wobei 17=(Zn§<) :

KeT* KeT

Wir wollen allerdings technische Details adaptiver Algorithmen nicht weiter ver-
folgen und konzentrieren uns auf das Kernstiick solcher Algorithmen, den Fehler-
schitzer.

Inzwischen gibt es eine grofle Zahl moglicher Fehlerschitzer. Im Ab-
schnitt 10.2.1 beschreiben wir den klassischen residualen Schitzer und zielori-
entierte Schitzer. In Abschnitt 10.2.2 erliutern wir dann Schitzer, die auf Su-
perkonvergenz bzw. Mittelungstechniken beruhen. Weitere Schitzer und eine
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Diskussion von Zusammenhingen zwischen verschiedenen Schitzern findet man
in[2,5,71].

Der Einfachheit halber konzentrieren wir uns auf die Diskretisierung des Mo-
dellproblems

—Au=f inQ, u=0 aufdf (10.3)
in einem polygonalen, zweidimensionalen Gebiet £ mittels linearer finiter Ele-

mente.

10.2.1
Residuale und zielorientierte Fehlerschitzer

Ist X eine Niherungslosung des Gleichungssystems Ax = b, so ist es naheliegend,
den Fehler x — X mit Hilfe der Gleichung

Alx —X)=b— Ax
tiber das Residuum b — Ax zu kontrollieren, denn es ist ja

x—% =AYb — A%) .

Etwas dhnliches streben wir fiir finite Elemente an.
Fir die Finite-Elemente-Approximation u;, € Vj, von (10.3) gilt fiir beliebiges
vevV

(V(u— uh), Vv) = (fv) = (Vitr, V) = (R(us), v) . (10.4)

Zur Abkiirzung benutzen wir jetzt die Schreibweise Vw fiir den Gradienten von
w, also den Vektor, dessen Komponenten die partiellen Ableitungen von w sind.
Das Residuum R(u}) ist nun leider ein Element des Dualraumes H ! von V, dies
erklart auch die Notation (w, v): ein lineares Funktional w (als Element des Dual-
raumes) wird auf ein Element des gegebenen Raumes angewandt). Theoretisch gilt
dann

= wplt < IR(wR) -1 llw = ualls,

aber die Berechnung der H~!-Norm des Residuums ist praktisch kaum zu ver-
wirklichen. Deshalb strebt man eine Abschitzung der Form

[{(R(un), v)| = Cllvii
an. Denn dann folgt mit Hilfe der Friedrich’schen Ungleichung
lu—unly < Crn .

Ausgangspunkt fiir eine derartige Abschitzung ist eine Umformung mittels parti-
eller Integration:

(R(up),v) = Z/(f—i— Auy)vdK — Z/(n-Vuh)vdBK
K x

K 5k
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(fur lineare Elemente gilt natiirlich Auj, = 0; wir notieren diesen Term trotzdem,
weil er bei Elementen hoherer Ordnung auftritt). Jetzt fithren wir elementorien-
tierte und kantenorientierte Residuen ein durch

re(un) :=(f + Aup)|x und rg(up) :=[ng-Vuplg .

Dabei benutzen wir das Symbol [-]¢ fiir den Sprung der (unstetigen) Normalablei-
tung von uy, tiber der Kante E. Damit gilt

(R(up),v) = Z/ rxvdK — Z/ rgvdE .
K % E %

Die Darstellung (10.4) erlaubt es, wegen der Fehlerorthogonalitit eine beliebige
Funktion vj, € Vj, ins Spiel zu bringen:

(R(up),v) = Z/ rK(V—vh)dK—Z/rE(v—vh)dE.
K % E %

Dann folgt

(RG] = S rklloly = vallo + 3 Ireloslly —villog . (10.5)
K E

Eine grundlegende Schwierigkeit besteht nun darin, dass wir Abschitzungen fiir
beliebiges v € V benétigen und deshalb fiir v, nicht die (im allgemeinen nicht
definierte) Standard-Interpolierende wihlen konnen. Deshalb nutzt man verallge-
meinerte Interpolierende bzw. Quasiinterpolierende. Fir die Formulierung von Appro-
ximationsaussagen fiir derartige Interpolierende fithren wir folgende Bezeichnun-
gen ein:

e wg: Menge aller Elemente, die mit dem Element K eine gemeinsame Ecke be-
sitzen
e wg: Menge aller Elemente, die mit der Kante E eine gemeinsame Ecke besitzen.

Wir setzen voraus, dass die Triangulation quasiuniform ist. Damit ist die Anzahl
der Elemente, die zu w x oder zu w i gehoren, gleichmiflig nach oben beschrankt.
hk sei der Durchmesser von K, hp die Linge von E. Dann ist folgendes bekannt:
Es gibt zu jedem v € V eine Quasiinterpolierende I,v € V), mit

Iv— Iyvllox < Chilvliw, und |v— Ivlor < Ch Ve,  (10.6)

Fiir den an weiteren Details interessierten Leser weisen wir darauf hin, dass ei-
ne mogliche Konstruktion von I, v z. B. fur lineare Elemente in folgenden zwei
Schritten realisiert wird:

(1) Zu einem gegebenen Knoten x* sei wy+ die Menge aller Elemente, die x*
als Ecke bsitzen. P,+ sei die L?-Projektion von v auf die auf w,+ konstanten
Funktionen.

(2) Esseilnv:=3} ;(P;v)(x;)@; mitder tiblichen nodalen Basis {¢} von V;.
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Die Fehlerabschitzungen ergeben sich durch Anwendung dhnlicher Argumente
wie bei der Standard-Interpolierenden.

Mit Hilfe dieser Quasiinterpolierenden kénnen wir die Abschitzung (10.5) fort-
setzen:

1/2

(R(ua), ) = CIS W2l + 3 helrel2 et vl
K E
Damit sind wir am Ziel und definieren einen residualen Schitzer durch

1
n? = E 17§< und 17% = h%IIrKII(Z)yK + 3 E hE||rE||(2),E . (10.7)
K ECK

Dieser Schitzer ist berechenbar, lokal und wegen der Art der Konstruktion zuver-
lassig. Offen ist seine Effizienz.

Der Nachweis der Effizienz wird mit einer von Verfiirth [71] stammenden Tech-
nik realisiert. Wir konzentrieren uns exemplarisch auf die Elementresiduen und
nehmen zur Vereinfachung an, dass fauf jedem Element K konstant sei (ansons-
ten entstehen zusitzliche Terme). Mit der Blasenfunktion bx = 2741443 (die 4;
sind die baryzentrischen Koordinaten auf K, bg verschwindet also auf dem Rand
von K) setzen wir

vk = rgbg = beK

in (10.4) ein. Dann folgt

/V(u— up)VogdK = / rxvxdK .
K

K

Wegen (rg, vk) = c|[rk|§ x ergibt sich dann

cllrkllgx < luw—wnliklrebrlk -

Nun ersetzt man im letzten Faktor mit Hilfe einer lokalen inversen Ungleichung
die H!-Seminorm durch die L?-Norm und erhilt die gewiinschte Ungleichung

hilirkllox = Clu—unlik - (10.8)

Analog beweist man mit einer kantenorientierten Blasenfunktion eine dhnliche
Abschitzung fiir die Kantenresiduen und erhilt dann insgesamt eine Abschitzung
des Fehlers nach unten durch den Schitzer, also Effizienz.

Bisher waren die Fehlerschitzer an der H!-Seminorm des Fehlers orientiert.
Natiirlich gibt es auch Fehlerschitzer beziiglich anderer Normen. Oft ist man aber
primir an speziellen, 16sungsabhingigen Funktionalen interessiert. In der Stro-
mungsmechanik z. B. ist der Auftriebskoeffizient bei der Umstromung eines Kor-
pers ein Oberflichenintegral {iber eine Normalkomponente eines Elementes des
Spannungstensors. Dann ist es sinnvoll, das entsprechende Fehlerfunktional zu
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minimieren und nicht den Fehler bei der Berechnung von Geschwindigkeit und
Druck.

Allgemeiner als bisher in diesem Abschnitt betrachten wir jetzt die Finite-
Elemente-Diskretisierung von

a(u,v) = f(v) furalle veV. (10.9)

Mit einem gegebenen linearen Funktional J(-) suchen wir einen Schitzer fir die
Differenz J(u) — J(un). Zwei Beispiele: Ist man z. B. an der L2-Norm des Fehlers
interessiert, so fithrt man das Funktional J(v) := (u — uy, v) ein. Wenn man den
Fehler in einem Punkt a € Q mit der Toleranz ¢ kontrollieren mochte, so setzt
man

J) = |B€|_1/B vdB, .

Hier ist B, eine Kugel um a mit dem Radius € und es gilt J(v) — v(a) fire — 0.
Im allgemeinen Fall wird folgendes Hilfsproblem betrachtet:

Gesuchtist w € Vmita(v,w) = J(v) furalleve V.

Ahnlich wie beim Dualititstrick fiir L2-Abschitzungen ist dies ein duales oder ad-
jungiertes Hilfsproblem zu (10.9). Aus

J() = J(up) = J(u—up) = a(u—up w)
folgt dann fiir ein beliebiges wy, € V), die Identitit
J(u) = J(un) = a(u —up, w —wy) . (10.10)

Fir unser Beispiel (10.1) folgt dann wie beim oben hergeleiteten residualen
Schitzer

1J@) = Jun)l < D Irklloxllw = willox + Y lirelozllw — wilo -

K E

Abhingig von der konkreten Aufgabe gibt es verschiedene Méglichkeiten, ||w —
wy|| zu berechnen oder abzuschitzen [5]. In manchen Fillen bleibt nichts anderes
uibrig, als das duale Problem ebenfalls numerisch zu l6sen. Die skizzierte Technik
wird auch DWR-Methode genannt (engl. Dual Weighted Residuals).

10.2.2
Schitzer, basierend auf Superkonvergenz und Mittelung

Bei numerischen Studien zum Vergleich verschiedener Fehlerschitzer [4] schnitt
der ZZ-Schiitzer, benannt nach Zienkiewicz-Zhu, besonders gut ab. Die Grund-
idee dieses Schitzers fiir den Fehler |u— uy|; beziiglich der H!-Seminorm besteht
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darin, in Vu — Vu, den Gradienten von u durch eine aus uj, berechnete Rekon-
struktion Ruj, zu ersetzen. Dann definiert man einen lokalen Fehlerschitzer durch

Nk = Rnvn = Vuplox - (10.11)

Wihlt man Ruj, € V;, und setzt mit irgendeinem Projektor P

Rup, := Y (Pup)(x)¢; ,
J
so hat man verschiedene Moglichkeiten fiir eine sinnvolle Definition des Projek-
tors P. Nimmt man die L*-Projektion von Vu, auf w,;, so ergibt sich mit

(Pup)(x;) = ﬁ > VuylklK|
Ml KCoy,
der ZZ-Schitzer.
Es stellt sich heraus, dass bei dieser Wahl Ruj in manchen Fillen eine super-
konvergente Approximation von Vu ist. Das bedeutet: Ist u ausreichend glatt, so
gilt unter gewissen Voraussetzungen an das Gitter

IV — Ryunllo < Ch?.

Dies nennt man ein Superkonvergenz-Resultat. Diese Bezeichnung wird deutlich
durch den Vergleich mit der Abschitzung

Vi —Vupllo < Ch .

In Kapitel 4 von [2] wird im Detail diskutiert, welche Eigenschaften Rekonstruk-
tionsoperatoren besitzen sollten und wie Superkonvergenzeigenschaften dann zu
sinnvollen Fehlerschitzern fithren. Der Haken dabei ist, dass Superkonvergenzre-
sultate relativ uniforme Gitter erfordern.

Uberraschend wurde in [17, 18] konstatiert, dass jeder Mittelungsprozess zu
einem zuverlissigen Fehlerschitzer fithrt und dass Superkonvergenz nicht zur
Erkliarung der positiven Eigenschaften von ZZ-Schitzern herangezogen werden
muss. Zur Erklirung dieses Sachverhaltes gehen wir aus von der Definition eines
Fehlerschitzers durch die Bestapproximation

:= min Vuh— hill -
n qhevhll qnll

Das praktisch wichtige dieser Definition ist, dass die im nachfolgenden Resultat
angegebene Abschitzung (10.12) trivialerweise giiltig bleibt, wenn man irgend-
einen konkreten Mittelungsoperator (z. B. den oben angegebenen Ruy) statt der
Bestapproximation verwendet. Konkret gilt:

Ist der L2-Projektor auf der gegebenen Triangulation H'-stabil, so folgt

IV(u—up)lo<cn+ HOT, (10.12)

H OT reprisentiert Terme hoherer Ordnung.



10.2 Fehlerschitzung und Gittersteuerung

Wie verifiziert man (10.12)? Wir bezeichnen den L?-Projektor in Vj, mit Q. Dieser
ist definiert durch

(Qw,vy) = (w,vy) Vv, € Vy,
H'-Stabilitit bedeutet die Existenz einer Konstanten ¢ mit

Qwll < cllwl .

Wir setzen e := u — uj, und starten unsere Uberlegungen mit der Identitit
lells = (Vu — qn, V(e — Qe)) + (qn — Vun, V(e — Qe)) .

Der zweite Summand wird einfach mit der vorausgesetzten H!-Stabilitit und der
Ungleichung von Schwarz abgeschitzt:

[(qn = Vup, V(e = Qe))| < en[Velo -

Zur Abschitzung des ersten Termes formen wir mit partieller Integration um und
fugen noch Auy(= 0) ein:

( u ‘Jh, ~(€ Q@)) (f;e Q@)
- / ( h h)(@ 6) K

Dann folgt bei Anwendung einer lokalen inversen Ungleichung zur Umrechnung
verschiedener Normen und von einer Standardabschitzung fiir den Approximati-
onsfehler (|e — Qello,x < chkle|1 k) die Ungleichung

[(Vu—an V(e—Qe))l < || f = Qfllolle = Qello + cllan — Vunllolelr -

Zusammenfassen der Teilergebnisse liefert die Behauptung (10.12).

Bedingungen fiir die H!-Stabilitit der L2-Projektion werden in [15] angegeben.
Fakt ist die Gultigkeit dieser Eigenschaft fiir uniforme Triangulationen, aber auch
fiir lokal adaptiv verfeinerte Gitter, wenn das Verhiltnis der lokalen Schrittweiten
benachbarter Elemente nicht zu stark variiert.

Weitere konkrete Mittelungsoperatoren werden in [16-18] diskutiert.
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Anhang A
Hinweise auf Software und ein Beispiel

Es gibt inzwischen extrem viel Software zur Finiten-Element-Methode, bisher er-
wihnt haben wir bereits PLTMG und ALBERTA. An zahlreichen Universititen
findet man in den mathematischen Fachbereichen mehr oder weniger frei ver-
fugbare Software, z.B. AMDIS an der TU Dresden, MooNMD (Mathematics and
object oriented Numerics at MagDeburg) an den Universititen in Magdeburg, Kas-
sel und am Weierstraf-Institut fiir Angewandte Analysis und Stochastik in Ber-
lin, DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment) in Stuttgart, Berlin
und Freiburg, DEAL.Il (A finite element Differential Equation Analysis Library) in
Heidelberg und Siegen. Diese Liste stellt nur eine Auswahl dar, fiir spezielle An-
wendungsfelder gibt es auch spezielle Entwicklungen, etwa FEATFLOW zur Stro-
mungssimulation an der TU Dortmund. Daneben gibt es kommerzielle Pakete wie
etwa FEMLAB® bzw. COMSOL® oder die Partial Differential Equation Toolbox.

1999 publizierten Alberty, Carstensen und Funken in [3] ein 50-Zeilen MAT-
LAB®.Programm zur Finiten-Element-Methode. Da jedermann darauf leichten
Zugriff hat, mdchten wir abschlieffend an einem Beispiel erkliren, wie man damit
eine elliptische Randwertaufgabe numerisch 16sen kann. Als Testbeispiel betrach-
ten wir das Problem

~Au=f inQ CR?
mit Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen
u=up auflp und d,u=g aufly.
Dabei geben wir uns die exakte Losung vor
Uexakt = €7 COS(Y) ,

und wihlen als Gebiet £2 das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0), (1,0) und (1, 1). Es
sei 0, die Richtungsableitung in Richtung des dufleren Normalenvektors nvon £.
Zum Schluss fixieren wir die Randbedingungen geméf der vorgegebenen exakten
Losung. Natiirlich gibt es verschiedene Varianten, wir wihlen die folgenden zwei:

(D) Ip =92 (und damit I'y = @), also reine Dirichlet-Bedingungen
(G) Iy ist die Gerade mit den Endpunkten (0,0) und (1,0) und I'p = 92\ Iy,
also gemischte Bedingungen.

Die Finite-Elemente-Methode fiir Anfiinger. Herbert Goering, Hans-Gorg Roos und Lutz Tobiska
Copyright © 2010 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim
ISBN: 978-3-527-40964-8
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Fiir die vorgegebene exakte Losung sind f = 0, up = Ueqi|r, und g = 0. Die
schwache Formulierung unseres Problems ist
Finde u € HY(Q) mit u|r, = up, so dass

/ gradu - gradvdQ = / fvdQ + /ngF furallev e W,
Q Q

wobei Vp = {v € HY(2) :v |,= 0}.
Wir diskretisieren mit einer konformen Methode, konkret mit

I'n

(A) linearen Dreieckelementen oder
(B) mit Dreieckelementen am Rand und Viereckelemente (hybride Elemente).

Fiir Probleme dieses Typs kann das MATLAB-Programm fem2d aus [3] benutzt
werden (fiir Details zu den Files, die bereit gestellt werden miissen, s. [3]).

Bemerkung: Da die von uns betrachtete Differentialgleichung homogen ist, eben-
so die Neumann-Randbedingung im Fall (G), hat die in [3] implementierte nume-
rische Quadratur fiir moégliche inhomogene Gleichungen und mdogliche inhomo-
gene Neumann-Randbedingungen keinen Einfluss.

Al
Notwendige Files fiir das MATLAB-Programm fem2d

Fiir das Matlab-Programm fem2d sind zwei bzw. drei m-Files zu erstellen, die die el-
liptische Randwertaufgabe genauer beschreiben. Erstens muss die ,rechte” Seite f
der inhomogenen Gleichung —Au = f in f.mberechnet werden und zweitens der
inhomogene Teil up der Dirichlet-Randbedingung u = up in u_d.m bereitgestellt
werden. Drittens ben6tigt man im Fall I'y # 0 das g im Fall einer inhomogenen
Neumann-Randbedingung d,u = gin g.m.

In unserem Fall sind das konkret die Programme

% f.m

function VolumeForce = f(x);

VolumeForce = zeros (size(x,1),1);

und

% u_d.m

function DirichletBoundaryValue_u_d = u_d(x);
DirichletBoundaryValue_u_d = exp(x(:,1)).*cos(x(:,2));
sowie

% g.m

function Stress = g(x);

Stress = zeros(size(x,1),1);

Bemerkungen:

1. Im Fall (D) der Dirichlet-Bedingung wird g.m nicht benétigt.
2. Zur Beschreibung der elliptischen Randwertaufgabe gehéren auch noch die
Beschreibung des Gebietes £ und die Charakterisierung, auf welchem Teil



des Randes welche Art von Randbedingungen gegeben sind. Fiir das Matlab-
Programm fem2d wird das indirekt {iber die diskrete Aufgabe beschrieben, die
natiirlich von den verwendeten Elementen abhingt oder zumindest von deren

A.1 Notwendige Files fiir das MATLAB-Programm fem2d

Eckpunkten (s. die nachfolgenden Files dirichlet.dat und neumann.dat).

Auflerdem sind dat-Files zu erstellen, die folgendes beschreiben:

Grundsitzlich verwenden wir hinsichtlich der Lage und Nummerierung der Eck-
punkte der Dreiecke bzw. Vierecke die Darstellung der Abb. A.1.
Bemerkung: Fiir das gegebene Gebiet £ ist eine Zerlegung in nur achsenparallele
Viereckselemente nicht méglich. Deshalb verwenden wir dort, wo es notwendig
ist, nimlich am Rand zwischen den Punkten (0, 0) und (1, 1), Dreiecke.

Fur die Dreieckszerlegung (A) verwenden wir die in Abb. A.2(A) angegebene
(mit der dort fixierten Nummerierung). Fiir die gemischte Zerlegung (B) benutzen
wir die in Abb. A.2(B) angegebene Zerlegung in Dreiecke und Vierecke (mit der

dort ebenfalls fixierten Nummerierung).
Die die Zerlegung des Gebietes beschreibenen Files sind damit

% coordinates.dat
(A) und (B)

% Fall

(=]

.0

0NV A WN -

—_
(==}

I T N G SRS
O 0NNV WN

) —_
(=] —_
PR, ORPOO0ORPR OO0 R OO, OO0 O

COPO RO PRARDHN RN XN AN

N
—_

0

=Rl NeNeNeNoNoleleNe e N N NeoNeoNe R}
S XX PR DR PRANNNOMNNMNNOODOOOO

0

0NNV A WN -

NN N DNDNDN = e e e e e
VIR WNFRP OOV ULRAWNR OV

O 0000 JUTUTA D WWNDNRE

I e T e T e N e S Y
ONNO AP WwWWwNOoO OV

[ =
O W oo~ UTO O WwWooN

—_

I R e T = N e e
SO J VT AT WRUTO N

% elements3 .dat
% Fall

O 00 00 NN

O

10
11
12
12
13
13

14
15
16
16
17
17

19
19
20
21

die Lage der Dirichlet-Randbedingung in dirichlet.dat,

die Lage der Eckpunkte der Dreiecke bzw. Vierecke in coordinates.dat,

im Fall I'y # @ die Lage der Neumann-Randbedingung in neumann. dat.

die Dreiecks- bzw. Viereckszerlegung in elements3.dat bzw. elements4.dat,

% elements3 .dat
% Fall

1
2
3
4
5

1
7
12
16
19

2
8
13
17
20

7
12
16
19
21

% elements4 .dat
% Fall

O VOO UTRA WN =

—_

o V1 h W N

=)

13
14
17

S V1AW

=)

11
14
15
18

8
9
10
11
13

15
17
18
20
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y-Achse

1 21
08t : 19 20
0.6t : 16 %17 18
0.4f 12 %18 %14 15
0.2t 7 %8 %9 <10 11
of ¥ 2 3 4 5 6
0 02 04 06 08 1

x-Achse

Abbildung A.1 Lage und Nummerierung der Eckpunkte der Dreiecke bzw. Vierecke.

y-Achse

1 1
25 5
0.8} : : 0.8
23
10
22 24 4
0.6 . 0.6
o
18 20 2
] 8 9
17 19 21 | 3
L
04f 0.4
11 13 15
5 6 7
10 12 14 16 2
0.2F 0.2
2 4 6 8
1 2 3 4
1 3 5 7 9 1
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x-Achse x-Achse
(A) Dreiecke (B) Dreiecke und Vierecke

Abbildung A.2 Lage und Nummerierung der Dreiecke bzw. Vierecke.

Bemerkungen:

Die jeweils erste Spalte in den dat-Files gibt jeweils eine Nummer an; die Kno-
tennummer, die Nummer des Dreiecks, die Nummer des Vierecks.

Die Eckpunkte der Dreiecke und Vierecke miissen mathematisch positiv durch-
laufen werden (s. fem2d), die Funktionaldeterminate ist dann positiv (vgl. Ab-
schnitt 2.2).

Die Beschreibung des Typs der Randbedingung entlang der durch Angabe der Kno-
tennummern beschriebenen Randkanten erfolgt in den Files



%

dirichlet .dat

%

% Fall (D) % Fall (G)
1 1 2 1 6
2 2 3 2 11
3 3 4 3 15
4 4 5 4 18
5 5 6 5 20
6 6 11 6 21
7 11 15 7 19
8 15 18 8 16
9 18 20 9 12

10 20 21 10 7

11 21 19

12 19 16

13 16 12

14 12 7

15 7 1

11
15
18
20
21
19
16
12

7

1

dirichlet .dat

A.2 Einige numerische Ergebnisse

% neumann . dat
% Fall (G)

(O N R N
[ N O R S
AUV W

Fir das Aufstellen der Gleichungen sind die Unbekannten noch zu nummerie-
ren, denn in den Dirichletknoten 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 11, 12, 15, 16, 18, 19, 20, 21,
Fall (D), bzw. 1, 6, 7, 11, 12, 15, 16, 18, 19, 20, 21, Fall (G), ist die Lésung ja be-
reits bekannt. Abhingig von den Randbedingungen (D) oder (G) verwenden wir
die Zuordnung

bei(D): 18,2+ 9,3+ 10,4« 13,5« 14,6 < 17,
bei(G): 12,2 3,344+ 5586w97«+10,8« 13,9« 14,
10 < 17.

A.2
Einige numerische Ergebnisse

Zunichst schauen wir uns einmal die exakte Losung auf dem Dreiecksgitter an,
genauer ihre Interpolierende, sie ist in Abb. A.3 dargestellt. Als nichstes geben wir
die Koeffizientenmatrizen der zu l6senden Gleichungssysteme an.

lineare Elemente und Problem (D)

4 -1 0 0 0 0

-1 4 -1 -1 0 0
A=]10 -1 4 o -1 0|,

o -1 0 4 -1 0

0 0o -1 1 4 1

hybride Elemente und Problem (D)

3 -1/3 0 -1/3 0 0 |
-1/3 8/3 —1/3 —1/3 —1/3 0
U A VE BT S VE B VA B
-1/3 —1/3 -1/3 3  —1/3 —-1/3|’
0 -1/3 -1/3 -1/3 83 -—1/3
0 0 0 -1/3 -13 3 |
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2.5

0.4

x—Achse y-Achse

Abbildung A.3 Interpolierende der exakten Lésung auf dem Dreiecksgitter.

lineare Elemente und Problem (G)

2 -12 0 0 0 0 0
~12 2 12 0 -1 0 0
0 -12 2 -12 0 -1 0

S O O OO
[=elelNeE=R=leio]

0 0 —-1/2 2 0 0o -1
A= 0 -1 0 0 4 -1 0
0 0 -1 0 -1 4 -1 -1
0 0 0 -1 0o -1 4 0 -1
0 0 0 0 0o -1 0 4 -1
0 0 0 0 0 0o -1 -1 4 -1
0 0 0 0 0 0 0 0o -1 4

Nun betrachten wir den Fehler, genauer die Differenz uj, — u, (u, ist die Inter-
polierende der exakten Losung). In Abb. A.4 ist dieser Fehler fiir die Zerlegung in
Dreiecke dargestellt. Der Fehler fiir die hybride Zerlegung in Dreiecke und Viere-
cke ist in Abb. A.5 dargestellt, aber nur fiir die Dirichlet-Bedingung (D).

Der Finite-Elemente-Fehler in der Maximumnorm wird in unserem Fall in ei-
nem Eckpunkt der Zerlegung angenommen, es sei

€max = mkax |u(zk) - uh,k|



A.2 Einige numerische Ergebnisse

04

0.6

08 o y-Achse

x-Achse x-Achse

Dirichlet-Randbedingungen (D) Gemischte Randbedingungen (G)

08 0 y-Achse

1

Abbildung A.4 Der Fehler fiir die Zerlegung in Dreiecke.

10 y-Achse

x-Achse

Abbildung A.5 Der Fehler fuir die Zerlegung in Dreiecke und Vierecke fiir die Randbedingung
(D).

(z ist dabei ein Eckpunkt eines Dreieck oder eines Vierecks aus der Menge aller
moglichen Eckpunkte und uj, i ist der zugehérige mit der FEM berechnete Nihe-
rungswert). Dann erhilt man konkret folgende Zahlenwerte:

Fall Dirichlet + A  Dirichlet + hybrid  gemischt + A gemischt + hybrid

emax  0.00033 0.00072 0.0067 0.0068

Nun schauen wir uns zum Abschluss noch an, wie der punktweise Fehler sich
bei Gitterverfeinerung verhilt. Konkret sei h = 1/N mit Start N = 5 und Nyey =
PES Nalt-

Fiir den Fall der Dreieckszerlegung und der Dirichlet-Bedingung (D) erhilt man:

N 5 10 20 40 80 160 320

emax 3.3e—4  9.3e—5 2.3e—5 59e—6 1.5e—6 3.7e—7 9.2¢e—8
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Fir den Fall der hybriden Dreiecks- und Viereckszerlegung mit der Dirichlet-
Bedingung (D) verhilt sich der Fehler etwas schlechter:

N 5 10 20 40 80 160 320

emax 0.7e—=3 2.4e—3 7.7e—4 2.2e—4 6.le—5 1l.6e—5 4.3e—6

Verhilt sich der Fehler bei Gitterverfeinerung nun so, wie die Theorie voraus-
sagt? Theoretisch sollte der Fehler etwa proportional zu h? sein, sich also bei Hal-
bierung von h etwa wie ein Viertel des vorhergehenden Fehlers verhalten. Ein kur-
zer Blick auf die obigen Tabellen zeigt, dass dies so in etwa stimmt.

Mochte man diese Aussage quantifizieren, so kann man die numerische Konver-
genzrate (auch: EOC experimental order of convergence) berechnen. Sie ergibt sich
aus

In €max,h — 11’1 emax,h/Z

EOC =
In2

Aus der ersten der obigen Tabellen ergibt sich dann z.B.

N 5 10 20 40 80 160 320

EOC 1.83 202 19 200 202 201

Verhalten sich die numerischen Ergebnisse so, wie man es auf der Basis paral-
leler theoretischer Untersuchungen erwartet, so ist die Arbeit getan.

P.S. Das Titelbild stellt die Losung (rechts unten), das verwendete Gitter (links
unten) und den Fehler der Diskretisierung einer elliptischen Aufgabe mit finiten
Elementen dar. Das Gitter ist eine zuldssige Mischung aus Rechtecken und Dreie-
cken (Delaunay-Triangulation), verwendet werden bilineare bzw. lineare Elemente.
Wihrend der Fehler in dem aus Rechtecken bestehenden Teilgebiet sehr glatt ist,
ist das auf den Dreiecken und im Ubergangsbereich von Rechtecken und Dreie-
cken nicht der Fall.
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