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Lineare Dreieckselemente

Basisfunktionen v; sind Pyramiden mit Hohe 1 und Spitzen an den entsprechenden
Knotenpunkten x;.

Das Integral
/ Vi, - Vipidx
Q

zerfallt in eine Summe von Integralen iiber die einzelnen Dreiecke der Triangulation.
Nur solche Dreiecke, auf denen sowohl V4; und V1); ungleich 0 sind, liefern tatsachlich
Beitrage.

Hier ist schematisch der lineare Verlauf zweier Basisfunktionen 1; und %3 innerhalb des
Dreiecks x3,x5,x3 dargestellt — zuerst jede Funktion fiir sich, zuletzt beide iiberlagert.

Es gibt nur drei Basisfunktionen, fiir die das Integral auf dem Dreieck xi,x2,x3 nicht
verschwindende Beitrage liefern kann:

11 mit Wert 1 in x;, jeweils Wert 0 in x5 und x3

1> mit Wert 1 in x5, jeweils Wert 0 in x3 und x;
13 mit Wert 1 in x3, jeweils Wert 0 in x; und x»

Beitrag eines Dreiecks zur Steifigkeitsmatrix

Ganz direkter Ansatz: Fiir Eckpunkte x;,x5,x3 mit Koordinaten x; = lzk]
k



Lokale Basisfunktion %1 = %1(z,y) hat die Form
Y1 =a+bz+cy

mit Koeffizienten a,b und c, die durch das Gleichungssystem

1 o oy a 1 1 7 y1
1 z2 y2f - |b| = |0 mit Matrix A= |1 zo
1 z3 ys3] [c 0 1 z3 s

bestimmt sind. Der Gradient von 9, ist Vi, = [Ij , das ist die zweite und dritte Kom-

1
ponente des Losungsvektors A~1- [0].
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Weil b = 010 - |61, gilt in Matrix-Schreibweise:
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und entsprechend

0 0
010 010
Vi = AT Vs = AL,
¥ [001] ! Vs ko J 0
0 1
Man bestimmt (oder 14sst ein Computeralgebra-System berechnen):
1 T2Ys — T3Y2 T3Y1 — T1Ys Ti1Y2 — T2Y1
71:detA Y2 — Y3 Ys — U1 Y1 — Y2
T3 — To T1 — T3 T2 — 1
und daraus
I |y2—9s 1 |ys—w I |y1—v
Vi = Vo = —— Vs =
¥ det A [:1;3 — 9 ! ¥ det A |z1 — z3 ! ¥ det A |25 — 21

Die Gradientenvektoren sind konstant, und somit auch alle inneren Produkte V1);- V1.
Die Integration iiber das Dreieck lasst sich daher ganz einfach nach der Formel ,Grund-
fliche mal Hohe" ausfiihren. Die Dreiecksflache ist ebenfalls durch eine Determinante
bestimmt, die Formel ist: Fldche = |det A|/2.



Referenzdreieck und Variablen-Transformation

Betrachte ein Referenzdreieck in einem £7-Koordinatensystem mit Eckpunkten lg] , lé]

e [{].

Die lokalen Basisfunktionen in diesem Referenzdreieck sind

Pr=1-¢—n
Po=¢
%53:77

Die Transformation ¢7-Koordinaten auf zy-Koordinaten lautet

z _ 1 +£ o — 21 +’f] T3 — T1
Y Y1 Y2—1 Ys—
Diese Koordinatentransformation bildet die Eckpunkte des Referenzdreiecks auf die

yrichtigen* Eckpunkte x1,X2,x3 ab.

Die Basisfunktionen 1/3i entsprechen dadurchden ,richtigen Basisfunktionen 1f;:
Yi(z(&m),y(€m)) = $i(€m)

Die Jacobimatrix dieser Transformation ist

J= T2 —ZT1 T3 —T1
Yo—Y1 Ys— U1

und deren Determinante
det J = z3(y1 — y2) + T1(y2 — ¥3) + z2(y3 — y1)

ist betragsmafig gleich der doppelten Dreiecksflache. (Es ist det J = det A mit A von
vorhin.)

Wenn in 9; = 9;(z,y) die Koordinaten transformiert werden:

dann transformiert sich V%; nach der Kettenregel
Vi = (JT) IV

wobei hier



Die Gradienten Vzﬁi sind Vektoren mit einfachen Zahlenwerten:
o -1 o s 1 A - 0
'¢1 [_1] ) 1/)2 [O] ) '¢1 [1]
Die inverse und transponierte Jacobimatrix ist
1 _ _
( JT)—l _ Ys— Y1 Y1 — Y2
detJ |21 —z3 Zo— T3

Somit ergeben sich fiir die ,richtigen Gradienten dieselben Werte wie vorhin.

Der Zusammenhang zwischen Integration iiber das ,richtige Dreieck im zy-Koordinatensystem
und im én-Koordinatensystem iiber das Referenzdreieck lasst sich schreiben als

1 l—z1
// ...dmdy:ydetjy/ / . .dnde
Dreieck £=0 =0

Bei konstantem Integranden, so wie hier, ist die Integration ganz einfach. Die Transfor-
mation zahlt sich dann aus, wenn der Integrand noch von ¢ und # abhangt.



